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澳大利亚 新 南 威尔士 大 学 数学 学 士 
及 硕士 ,普林斯顿 大 学 数学 博士 。 
2002 年 起 任职 于 INTECH 公 司 ， 
现 为 INTECH 公 司 首席 执行 官 兼 首 
席 投 资 官 。 同 时 ， 他 在 普林斯顿 大 
学 数学 系 任 兼 职 教师 。 
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献 给 亚 里 


对 于 大 多 数学 生来 说 , 微 积分 或 许 是 他 们 曾经 上 过 的 倍 感 迷 茫 且 最 受 所 
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门 课程 了 . 而 本 书 , 不 仅 让 学 生 能 


分 的 必 备 工具 . 
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有 效 地 学 习 微 积分 , 更 习 


对 于 任何 和 


名 数学 教授 并 于 


并 完全 不 强求 的 , 甚至 在 不 失 其 详尽 和 


蕊 要 刁 
对 于 全 英文 授课 的 教 昨 


关 试 结果 却 平平 的 学 生 . 
人 微 积分 的 课程 本 书 既 可 以 作为 教科 书 , 也 可 以 有 
来 说 更 是 一 个 得 力 助 
任 新 技术 研究 中 心 主 人 


跳 过 讨论 一 个 问题 的 任何 步骤 . 


作者 独 


程 , 为 我 们 提供 了 不 可 或 缺 的 


F. 作者 班 纳 是 美国 
F. 班 纳 教授 的 授课 风格 是 非 正 式 、 有 
FE 的 基础 上 又 增添 了 许多 娱乐 性 , 而 且 他 不 会 
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E 安 . 班 纳 的 微 积 分 复习 课程 . 他 激 


解 的 能 力 ， 


本 书 特点 : 


中 涉及 的 例题 从 简单 到 复杂 并 对 微 积分 至 
在 非 正 式 的 对 话语 境 中 体会 到 微 积 分 


的 无 穷 魅 力 . 


。 可 作为 任何 单 变量 微 积分 教科 书 的 学 习 指南 ; 


。 非 正式 的 、 娱乐 性 的 且 非 强 


求 的 对 话语 境 风格 ; 


昌 作 学 习 指 南 ， 
普林斯顿 大 学 的 车 


吸引 力 


创 的 “内 心 独白 ”方式 , 即 写 出 问题 求解 过 程 中 学 生 们 应 遵循 的 思考 过 
# 理 过 程 以 及 求解 方案 . 本 书 的 重点 在 于 培养 


问题 求 


E 论 进行 了 深入 探讨 . 读者 


。 丰富 的 在 线 视 频 ; 
。 大 量 精 选 例题 (从 简单 到 复杂 ) 提供 了 一 步 一 步 的 推理 过 程 ; 
。 定理 和 方法 有 证 明 , 还 有 诸多 实际 应 用 ; 
。 详细 探讨 了 诸如 无 穷 级 数 这 样 的 难点 问题 . 
这 样 的 一 本 经 典 著作 将 易 用 性 与 可 读 怕 
结合 在 一 起 . 对 于 每 一 个 想 要 掌握 微 积 分 的 学 生来 说 , 本 - 


非 数学 专业 的 学 生 也 将 大 大 受益 . 


的 歧义 , 但 
4 版 时 更 下 . 
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是 由 于 才 琉 学 浅 , 难免 存在 翻译 不 当 之 处 , 敬 请 广大 读者 批评 指 
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以 及 内 容 的 深度 与 数学 的 严谨 完美 地 
都 是 极 好 的 资源 . 当然 ， 


在 翻译 本 书 的 过 程 中 , 译 者 虽然 尽 最 大 努力 尊重 原文 , 并 尽 可 能 避免 直译 产生 
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大 学 华侨 学 院 信 管 系 的 全 体 教 师 也 给 予 了 


灵 公司 的 大 力 文 持 ; 同时 
E 私 的 帮助 , 在 此 一 3 


表示 
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衷心 感谢 . 最 后 感谢 我 的 家 人 在 本 书 翻译 过 程 中 所 给 予 的 支持 与 鼓励 , 尤其 是 爱 女 


商 绮 ! 


《普林斯顿 微 积 分 读本 》 
微笑 着 面 对 数 学 的 世界 
积累 着 超越 无 穷 的 力量 
分 化 出 化 解疑 难 的 翅膀 
求解 出 优化 问题 的 阳光 
生成 了 数学 天 空 的 晴朗 
秘籍 放飞 自己 的 理想 


攻 以 此 诗 献 给 爱 女 次 绮 以 及 喜爱 数学 的 新 生 代 ! 
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本 书 则 在 帮助 你 学 习 单 变量 微 积分 的 主要 概念 , 同时 也 致力 于 教会 你 求解 问题 
的 技巧 . 无 论 你 是 第 一 次 接触 微 积分 , 还 是 为 了 准备 一 次 测验 , 或 是 已 经 学 过 微 积 
分 还 想 再 温习 一 遍 , 我 都 希望 本 书 能 够 对 你 有 所 帮助 . 

写作 本 书 的 灵感 来 自我 在 普林斯顿 大 学 的 学 生 们 . 他 们 在 过 去 的 几 年 里 发 现 ， 
与 课堂 授课 、 作业 讲解 以 及 他 们 的 教科 书 一 样 , 本 书 的 初稿 是 很 有 帮助 的 学 习 指 南 . 
以 下 是 他 们 在 学 习 过 程 中 提出 的 一 些 你 可 能 也 想 问 的 问题 . 

这 本 书 为 什么 这 么 厚 ? ”我 是 假设 你 真 的 想 要 掌握 这 门 课程 , 而 不 只 是 想 团 图 
否 束 , 一 知 半 解 , 所 以 你 已 经 准备 好 投入 一 些 时 间 和 精力 , 去 阅读 并 理解 这 些 详尽 
的 阐述 . 

阅读 之 前 , 我 需要 知道 些 什么 ? ”你 需要 了 解 一 些 基 本 的 代数 知识 , 并 且 要 知 
道 如 何 求解 简单 的 方程 式 . 本 书 的 前 两 章 涵 盖 了 你 所 需要 的 大 部 分 的 微 积分 预备 
知识 . 

啊 ! 下 周 就 要 期 末 考 试 了 , 我 还 什么 都 不 知道 呢 ! 从 哪里 开始 啊 ? ” 接 下 来 的 
几 页 就 会 介绍 如 何 使 用 本 书 来 备考 ， 

例题 的 求解 过 程 在 哪里 ?我 所 看 到 的 只 是 大 量 的 文字 与 少量 的 公式 . 首先 ， 
一 个 求解 过 程 并 不 能 教会 你 应 该 怎样 思考 . 所 以 我 通常 试图 给 出 一 种 “内 心 独 
即 当 你 尝试 求解 问题 的 时 候 , 脑海 中 应 该 经 历 怎样 的 思考 过 程 . 最 后 , 你 想到 了 
解 问题 的 所 有 知识 点 , 但 仍然 需要 用 正确 的 方式 把 它们 全 部 写 出 来 . 我 的 建议 是 ， 
先 看 慌 并 理解 问题 的 求解 方法 , 然后 再 返回 来 尝试 自己 解答 . 

定理 的 证 明 哪儿 去 了 ? ”本 书 中 的 大 部 分 定理 都 以 某 种 方式 被 验证 了 . 在 附录 
A 中 可 以 找到 更 多 正式 的 证 明 过 程 . 

主题 没有 次 序 ! 我 该 怎么 办 呢 ? 学 习 微 积 分 没有 什么 标准 次 序 . 我 选择 的 顺序 
是 有 效 的 , 但 你 可 能 还 得 通过 搜索 目录 来 查找 你 需要 的 主题 , 其 余 的 可 以 先 忽略 . 我 
也 可 能 遗漏 了 一 些 主题 . 为 什么 不 尝试 给 我 发 送 电 子 邮 件 呢 ? 地 址 是 adrian @ calc- 
lifesaver.com. 你 一 定 想 不 到 , 我 可 能 会 为 你 写 一 个 附加 章节 (也 为 下 一 版 写 , 如果 
有 的 话 !). 

你 使 用 的 一 些 方法 和 我 学 到 的 不 一 样 . 到 底 谁 的 正确 , 我 的 任课 老师 的 还 是 你 
的 ? ”希望 我 们 都 没 错 ! 如 果 还 有 疑问 , 就 请 教 你 的 任课 老师 什么 是 对 的 吧 . 

页 边 空白 处 怎么 没有 微 积 分 的 历史 和 有 趣 的 史实 呢 ? 本 书 中 有 一 点 微 积分 
历史 内 容 , 但 不 在 这 里 过 多 分 散 我 们 的 注意 力 . 如 果 你 想 记 下 这 些 历史 内 容 , 就 请 
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阅读 一 本 关于 微 积 分 历史 的 书 ” 吧 , 那 才 更 有 趣 , 而 且 比 零 零散 散 的 几 句 话 更 值得 
关注 . 

我 们 学 校 可 以 用 这 本 书 作 为 教材 吗 ? ”这 本 书 配 有 很 好 的 习题 集 , 可 以 作为 一 
本 教材 , 也 可 以 用 作 一 本 学 习 指 南 . 你 的 任课 老师 也 会 发 现 这 本 书 很 有 助 于 备课 , 特 
别 是 在 问题 求解 的 技巧 方面 . 

这 些 录 像 是 什么 ? 在 网 站 www.calclifesaver.com 上 , 你 可 以 找到 我 过 去 复习 
课 的 录像 , 其 中 涉及 了 很 多 (但 不 是 全 部 ) 本 书 的 章节 和 例题 . 

如 何 使 用 这 本 书 备考 

如 果 你 快要 参加 考试 了 , 那么 发 挥 本 书 效用 的 机 会 就 来 了 . 我 很 同情 你 的 处 境 ， 
因为 你 没有 时 间 阅 读 整 本 书 的 内 容 ! 但 是 你 不 用 担心 , 后 面 的 那 张 表 会 标 出 本 书 的 
主要 章节 , 来 帮助 你 备考 . 此 外 , 纵 观 整 本 书 , 下 列 图 标 会 出 现在 书 中 页 边 空 白 处 ， 
让 你 快速 识别 什么 是 重要 内 容 . 

。 例题 求解 过 程 始 于 此 行 . 


。 这 里 非常 重要 


。 你 应 当 自 己 尝试 解答 本 题 . 


。 注 意 ; 这 部 分 内 容 大 多 是 为 感 兴趣 的 读者 准备 的 . 如 果 时 间 有 限 , 就 请 跳 到 
下 一 节 . 


此 外 , 一 些 重要 的 公式 或 定理 带 有 边框 , 一 定 要 好 好 学 啊 . 
两 个 通用 的 学 习 小 贴 士 


尔 自己 总 结 的 所 有 重要 的 知识 点 和 公式 都 写 出 来 , 以 便 记忆 . 虽说 数学 不 
死记 硬 背 , 但 也 有 一 些 关键 的 公式 和 方法 , 最 好 是 你 能 自己 写 得 出 来 好 
生 不 如 烂 笔头 嘛 ! 通常 来 说 ,做 总 结 足以 巩固 和 加 强 你 对 所 学 知识 的 理 
这 也 是 我 没有 在 每 一 章 的 结尾 部 分 做 要 点 总 结 的 主要 原因 . 如 果 你 自己 
族 , 那 将 会 更 有 价值 

自己 做 一 些 类 似 的 考试 题 , 比如 你 们 学 校 以 前 的 期 未 试题 , 并 在 恰当 的 
F 下 进行 测验 . 这 将 意味 着 遵守 不 间断 , 不 吃饭 , 不 看 书 , 不 打手 机 , 不 发 
p 件 , 不 发 信息 等 诸如 此 类 的 考试 规则 . 完成 之 后 , 再 看 看 你 是 否 可 以 
得 到 一 套 标准 答案 来 评阅 试卷 , 或 请 人 帮 你 评阅 . 
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@ 对 微 积分 历史 感 兴趣 的 读者 , 可 参阅 《 微 积分 的 历程 : 从 牛顿 到 勒 贝 格 》( 人 民 邮 电 出 版 社 , 2010). 
一 一 编者 注 


考试 复习 的 重要 章节 ( 按 主题 划分 ) 


主题 子 主题 节 
直线 1.5 
其 他 常用 图 像 1.6 
三 角 学 基础 2.1 
微 积分 基础 [0, zx/2] 以 外 的 三 角 函 数 2.2 
三 角 函 数 的 图 像 2.3 
三 角 恒 等 式 2.4 
指数 函数 与 对 数 函 数 9.1 
三 明治 定理 3.6 
多 项 式 的 极限 第 4 章 全 部 
导数 伪装 的 极限 6.5 
极限 三 角 函 数 的 极限 7.1( 跳 过 7.1.5) 
指数 函数 与 对 数 函 数 的 极限 9.4 
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第 1 章 函数 图像 和 直线 


不 借助 函数 却 想 去 做 微 积分 , 这 无 疑 会 是 你 所 能 做 的 最 无 意义 的 事情 之 一 . 如 
果 微 积分 也 有 其 营养 成 分 表 , 那么 函数 肯定 会 排 在 最 前 面 , 而 且 是 占 一 定 优势 . 因 
此 , 本 书 的 前 两 章 旨 在 让 你 温习 函数 的 主要 性 质 . 本 章 包含 对 下 列 主题 的 回顾 ; 

。 函数 , 其 定义 域 、 上 域 、 值 域 和 垂 线 检验 ; 
反 函 数 和 水 平 线 检验 ; 

。 函数 的 复合 ; 

。 奇 函数 与 偶 函 数 ; 

。 线 性 函数 和 多 项 式 的 图 像 , 以 及 对 有 理 函 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 图 像 的 简 

单 回顾 ; 

e。 如 何 处 理 绝对 值 . 

下 一 章 会 涉及 三 角 函 数 . 好 啦 , 就 让 我 们 开始 吧 , 一 起 来 回顾 一 下 到 底 什 么 是 函数 . 


1.1 函 数 


函数 是 将 一 个 对 象 转化 为 另 一 个 对 象 的 规则 . 起 始 对 象 称 为 输入 , 来 自称 为 定 
义 域 的 集合 . 返回 对 象 称 为 输出 , 来 自称 为 上 域 的 集合 . 

来 看 一 些 函 数 的 例子 吧 . 

。 假设 你 写 出 f(z) = 22, 这 就 定义 了 一 个 函数 f, 它 会 将 任何 数 变 为 自己 的 平 
方 . 由 于 你 没有 说 明 其 定义 域 或 上 域 , 我 们 不 妨 假设 它们 都 属于 RR, 即 所 有 
实数 的 集合 . 这 样 , 你 就 可 以 将 任何 实数 平方 , 并 得 到 一 个 实数 . 例如 , 了 将 
2 变 为 4、 将 一 1/2 变 为 1/4, 将 1 变 为 1. 最 后 一 个 变换 根本 没有 什么 变化 ， 
但 这 没 问题 , 因为 转变 后 的 对 象 不 需要 有 别 于 原始 对 象 . 当 你 写 出 f (2) = 4 
的 时 候 , 这 实际 上 意味 着 f 将 2 变 为 4. 顺便 要 说 的 是 , f 是 一 个 变换 规则 
而 f(z) 是 把 这 个 变换 规则 应 用 于 变量 x 后 得 到 的 结果 . 因此 , 说 “f (zx) 是 
一 个 函数 ”是 不 正确 的 , 应 该 说 “了 是 一 个 函数 ”. 
现在 , 令 g(x) = 22, 其 定义 域 仅 包含 大 于 或 等 于 零 的 数 (这 样 的 数 称 为 非 负 
的 ). 它 看 上 去 好 像 和 函数 f 是 一 样 的 , 但 它们 实际 不 同 , 因为 各 自 的 定义 域 
不 同 . 例如 , f (1/2) = 1/4, 但 g(-1/2) 却 是 没有 定义 的 . 函数 g 会 拒绝 非 
其 定义 域 中 的 一 切 . 由 于 g 和 f 有 相同 的 规则 , 但 9 的 定义 域 小 于 f 的 定 
义 域 , 因而 我 们 说 g 是 由 限制 f 的 定义 域 产生 的 . 


2 第 1 章 函数 、 图 


像 和 直线 


。 仍然 令 f(z) 


= 2Z2，j 马 ) 会 是 什么 呢 ? 这 显然 是 无 定义 的 , 因为 


| 
尔 不 能 平 


方 一 匹 马 呀 . 另 一 方面 , 让 我 们 指定 吸 (z) = z 的 腿 的 数目 ”, 其 中 h 的 定 
义 域 是 所 有 动物 的 集合 . 这 样 一 来 , 我 们 就 会 得 到 有 ( 马 ) = 4 hh (蚂蚁) = 6， 


h( 狂 色 ) = 0 


定义 的 ， 


因为 


2 不 在 h 的 定义 域 中 . “2” 


上 没有 任何 意义 . 你 或 许 也 可 以 认为 h (椅子 ) = 4 


假设 你 有 


条 狗 , 它 叫 Junkster. 


.因为 动物 腿 的 数目 不 会 是 负数 或 者 分 数 , 所 以 h 的 上 域 可 以 
是 所 有 非 负 整数 的 集合 . 顺便 问 一 下 , h (2) 会 是 什么 呢 ? 当然 , 这 也 是 没有 
究竟 会 有 几 条 腿 呢 ? 这 个 问题 实际 
因为 多 数 椅子 都 有 四 条 
腿 , 但 这 也 没有 意义 , 因为 椅子 不 是 动物 , 所 以 “椅子 ”不 在 h 的 定义 域 中 . 
也 就 是 说 , (椅子 ) 是 没有 定义 的 . 


可 怜 的 Junkster 不 垃 患 有 消化 不 


症 . 它 


吃 点 东西 , 嚼 一 会 儿 , 试图 消化 食物 , 可 每 次 都 失败 , 都 会 吐出 来 ，Junkster 


将 食物 变 成 了 


其 中 j 的 定义 域 是 Junkster 所 吃 的 食物 的 集合 , 划 
为 了 使 之 有 效 , 我 们 必须 认为 如 果 Junkster 吃 了 了 


我 


门 可 以 令 “1 (z) = Junkster 吃 


z 时 呕吐 物 的 颜色 ”， 


上 域 是 所 有 颜色 的 集合 . 
E 米 面 卷 , 它 的 呕吐 物 始终 


是 一 种 颜色 (假设 是 红色 的 吧 ). 如 果 有 时 候 是 红色 的 , 而 有 时 候 是 绿色 的 ， 


那 就 不 太 好 了 . 一 个 函数 必须 给 每 一 个 有 效 的 输入 指定 唯一 的 输出 . 


现在 我 们 要 来 看 看 函数 值 域 的 概念 . 值 域 是 所 有 可 能 的 输出 所 组 成 的 集合 . 你 


可 以 认为 函数 转变 其 


集合 称 作 值 域 . 可 能 


会 有 重复 , 但 这 也 没什么 . 


定义 域 中 的 一 切 , 每 次 转变 一 个 对 象 ; 转变 后 的 对 象 所 组 成 的 


那么 , 为 什么 值 域 和 上 域 不 是 一 回 事 呢 ? 值 域 实际 上 是 上 域 的 一 个 子 集 . 上 域 


是 可 能 输出 的 集合 ， 


。 如 果 f(z) = 


而 值 域 则 是 实际 输出 的 集合 . 下 面 给 出 上 述 函 数 的 值 域 . 


22, 其 定义 域 和 上 域 均 为 R, 那么 其 


直 域 是 非 负数 的 集合 . 毕 


竞 , 平方 一 个 数 , 其 结果 不 可 能 是 负数 . 那 你 又 如 何 知道 值 域 是 所 有 的 非 负 
如 果 平 方 每 一 个 数 , 结果 一 定 包 括 所 有 的 非 负数 ， 例 如 , 平方 


数 呢 ?其 实 ， 
V3 (或 -VD 


。 如果 g(z) = 22, 其 定义 域 仅 为 非 负数 , 但 其 上 域 仍 是 所 有 实数 展 , 那么 划 


, 结果 都 是 2. 


域 还 是 非 负数 的 集合 . 当 平 方 每 


e。 如 果 h(x) 


Ee 


yy 


个 非 负数 时 , 结果 仍然 包括 所 有 的 非 负数 . 
是 动物 z 的 腿 的 数目 , 那么 其 值 域 就 是 任何 动物 可 能 会 有 的 腿 的 


数目 的 集合 . 我 可 以 想到 有 0、2、4、6 和 8 条 腿 的 动物 , 以 及 一 些 有 更 多 条 


腿 的 小 动物 . 如 果 你 还 想到 了 个 别 的 像 失去 一 条 或 多 条 


以 将 1、3、5 


和 7 等 其 他 可 能 的 数 加 入 其 


。 最 后 , 如 果 7 


并 不 是 很 清晰 . 要 想 了 解 真实 的 答案 , 你 或 许 得 是 一 位 4 


(z) 是 


可 能 的 哎 趾 


退 的 动物 , 那 你 也 可 


值 域 . 不 管 怎样 , 这 个 函数 的 值 域 


Junkster 吃 x 时 呕吐 物 的 颜色 , 那么 站 


yy 
其 中 吧 . 


[ 物 的 颜色 . 我 很 怕 去 想 它们 会 是 什么 柱 


LE 的, 但 或 许 亮 蓝 色 不 在 


E 物 学 家 ; 


值 域 就 会 包含 所 


1.1.1 区 间 表 示 法 


在 本 书 剩余 部 分 , 函数 总 有 上 1 
非 另 有 说 明 ), 因此 , 我 们 会 经 常 涉及 实 轴 和 


成 月, 并 且 其 定义 域 总 会 尽 可 能 和 及 差不多 ( 除 
的 子 集 , 尤其 是 像 {zx :2 < xz < 5} 这 样 的 


连通 区 间 . 像 这 样 写 出 完整 的 集合 有 点 儿 烦 , 但 总 比 说 “ 介 于 2 和 5 之 间 的 所 有 数 ， 


包括 2 但 不 包括 5” 要 强 . 使 用 


区 间 表 示 法 会 让 我 们 做 得 更 好 


我 们 约定 , [a, 9] 是 指 从 a 到 5 端点 间 的 所 有 实数 , 包括 a 和 忆 所 以 [a, 引 指 
的 是 所 有 使 得 a < x < 5b 成立 的 z 的 集合 . 例如 , [2, 外 是 所 有 介 于 2 和 5 之 间 ( 包 
括 2 和 5) 的 实数 的 集合 . ( 它 不 仅仅 包括 2、3、4 和 5, 不 要 忘记 还 有 一 大 堆 处 于 2 
和 5 之 间 的 分 数 和 无 理 数 , 比如 5/2、V7 和 7.) 像 [a, 9] 这 种 形式 表示 的 区 间 我 们 


称 作 闭 区 间 . 


如 果 你 不 想 包 括 端 点 , 把 方 括号 变 为 圆 括号 就 行 了 . 所 以 (a, 5b) 指 的 是 介 于 a 
和 之 间 但 不 包括 a 和 bb 的 所 有 实数 的 集合 . 这 样 , 如 果 z 在 区 间 (a, 5) 中 , 我 们 
就 知道 a < x < 5. 集合 (2, 5) 表示 介 于 2 和 5 之 间 但 不 包括 2 和 5 的 所 有 实数 的 


是 一 个 例子 , 也 可 以 写成 [2, 5). 
还 有 一 个 有 用 的 记号 就 是 


集合 . 像 (a, 5) 这 种 形式 表示 的 区 间 称 作 开 区 间 . 
你 也 可 以 混和 匹配 : [a, 5) 指 的 


是 介 于 a 和 之 间 、 包括 a 但 不 包括 b 的 所 有 
实数 的 集合 ; ( 中 包括 b, 但 不 包括 a. 这 些 区 间 在 一 个 端点 处 是 闭 的 , 而 在 另 一 
个 端点 处 是 开 的 . 有 时 候 , 像 这 样 的 区 间 称 作 半 开 区 间 . | 


上 上述 的 {7:2<z<5} 束 


(aco), 它 是 指 大 于 a 但 不 包括 a 的 所 有 数 ; [a, co) 


也 一 样 , 只 是 它 包括 a. 此 外 还 有 三 个 涉及 -ce 的 可 能 性 . 总 而 言 之 ,各 种 情况 如 下 . 


口 

(a, b) {z:a<Z< 从 
a, 中 {z:a< zz 
(a, 中 {zx:a<z 0} 
a, Db) {z:as<z< 寻 
(wu co) {2:z>a} 
wco) ， {fzz> 过 
(00,b) {zx:z<0)} 
(-o,9 {zrz:zs0} 
(-%, co) R 


1.1.2 求 定义 域 


0 b 

a b 

a b 

a b 
<€— 


有 了 时候 , 函数 的 定义 中 包括 了 定义 域 . (例如 , 1.1 节 中 的 函数 9 就 是 如 此 .) 然 
而 在 大 多 数 情况 下 , 定义 域 是 没有 给 出 的 . 通常 的 惯例 是 , 定义 域 包括 实数 集 尽 可 


能 多 的 部 分 . 例如 (x) = Vz, 其 定义 域 就 不 可 能 是 及 中 的 所 有 实数 ， 


因为 不 可 能 
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得 到 一 个 负数 的 平方 根 . 其 定义 域 一 定 是 [0，co), 就 是 大 于 或 等 于 0 的 所 有 实数 的 

集合 . 
好 了 , 我 们 知道 取 负 数 的 平方 根 会 出 问题 . 那么 还 有 什么 会 把 问题 搞 糟 呢 ? 以 

下 是 三 种 最 常见 的 情况 . 

(1) 分 数 的 分 母 不 能 是 零 . 

(2) 不 能 取 一 个 负数 的 平方 根 (或 四 次 根 , 六 次 根 , 等 等 ). 

(3) 不 能 取 一 个 负数 或 零 的 对 数 . (还 记得 对 数 函 数 吗 ? 若 访 了 , 请 看 看 第 9 章 !) 
或 许 你 还 记得 tan(90°) 也 是 一 个 问题 , 但 这 实际 上 是 上 述 第 一 种 情况 的 特例 . 

你 看 ， 


。 _ sin (90°) -a 
tan(90°) = cos (O05) = TD 
tan(90°) 之 所 以 是 无 定义 的 , 实际 上 是 因为 其 隐藏 的 分 母 为 零 . 这 里 还 有 一 个 例子 : 


如 果 定 义 


logio(z 十 8) V26 二 27 
了 网 二 2 19) ， 
那么 太 的 定义 域 是 什么 呢 ? 当然 , 为 了 使 f (x) 有 意义 , 以 下 是 我 们 必须 要 做 的 . 
。 取 (26 一 2x) 的 平方 根 , 所 以 这 个 量 必 须 是 非 负 的 . 也 就 是 说 , 26 - 2z > 0. 
这 可 以 写成 z < 13. 
。 取 (z 十 8) 的 对 数 , 所 以 这 个 量 必须 是 正 的 . (注意 对 数 和 平方 根 的 区 别 : 可 
以 取 0 的 平方 根 , 但 不 能 取 0 的 对 数 .) 不 管 怎么 说 , 我 们 需要 x +8 > 0， 
所 以 x > -8. 到 现在 为 止 , 我 们 知道 -8 < x < 13, 所 以 其 定义 域 最 多 是 
(—8, 13]. 
。 分 母 不 能 为 0, 这 就 是 说 (z 一 2) 了 0 且 (zx 十 19) 关 0. 换 句 话说 ,xz 了 2 且 
z 关 一 19. 最 后 一 个 条 件 不 是 问题 , 因为 我 们 已 经 知道 > 处 于 (-8,13] 内 , 所 
以 z 不 可 能 是 -19. 不 过 , 我 们 确实 应 该 把 2 去 掉 . 
这 样 就 找到 了 其 定义 域 是 除了 2 以 外 的 集合 (-8，13]. 这 个 集合 可 以 写作 (--8, 13]\ 
{2}, 这 里 的 反 斜 杜 表示 “不 包括 ”. 
1.1.3 利用 图 像 求 值 域 
让 我 们 来 定义 一 个 新 的 函数 F, 指定 其 定义 域 为 [-2, 1], 并 且 F(z) = z2 在 此 
定义 域 上 .( 记 住 , 我 们 看 到 的 任何 函数 的 上 域 总 是 所 有 实数 的 集合 .) 同时 又 是 对 
于 所 有 的 实数 x, f(x) = z2. 那么 和 是 同一 个 函数 吗 ? 回答 是 否定 的 , 因为 两 
个 函数 的 定义 域 不 相同 (尽管 它们 有 相同 的 函数 规则 ). 正如 1.1 节 中 的 函数 g, 孙 
数 所 是 由 限制 了 的 定义 域 得 到 的 . 
现在 , 的 值 域 又 是 什么 呢 ? 如 果 你 将 -2 到 1 之 间 (包括 -2 和 1) 的 每 一 个 
实数 平方 的 话 , 会 发 生 什 么 呢 ? 你 应 该 有 能 力 直接 求解 , 但 这 是 观察 如 何 利用 图 像 


来 求 一 个 函数 的 值 域 的 很 好 机 会 . 基本 思想 是 , 画 出 函数 图 像 , 然后 想象 从 图 像 的 
左边 和 右边 很 远 的 地 方 朝向 y 轴 水 平地 射 入 两 束 亮光 . 曲线 会 在 y 轴 上 有 两 个 影 
子 , 一 个 在 y 轴 的 左 侧 , 另 一 个 在 y 轴 的 右 侧 . 值 域 就 是 影子 的 并 集 ; 也 就 是 说 , 如 
果 y 轴 上 的 任意 一 点 落 在 左 侧 或 右 侧 的 影子 里 , 那么 它 处 于 函数 的 值 域 中 . 我 们 以 
函数 为 例 来 看 一 下 这 是 怎么 运作 的 吧 . 


图 1-1 中 左 侧 的 影子 覆盖 了 yy 轴 从 0 到 4 (包括 0 和 4) 的 所 有 点 , 也 就 是 [0, 4 
另 一 方面 , 右 侧 的 影子 覆盖 了 从 0 到 1 (包括 0 和 1) 的 所 有 点 , 也 就 是 [0, 1]. 右 侧 的 
影子 没有 贡献 更 多 , 全 部 的 覆盖 范围 仍然 是 [0, 种 . 这 就 是 函数 的 值 域 . 

1.1.4 垂 线 检验 

在 上 一 节 中 , 我 们 利用 一 个 函数 的 图 像 来 求 其 值 域 . 函数 的 图 像 非常 重要 : 它 
真正 地 展示 了 函数 “看 起 来 是 什么 样子 的 ”. 在 第 12 章 , 我 们 将 会 看 到 绘制 函数 图 
像 的 各 种 技巧 , 但 现在 , 我 很 想 提 醒 你 注意 的 是 垂 线 检验 . 

尔 可 以 在 坐标 平面 上 画 任何 你 想 画 的 图 形 , 但 结果 可 能 不 是 一 个 函数 的 图 像 . 
那么 函数 的 图 像 有 什么 特别 之 处 呢 ? 或 者 说 , 什么 是 函数 了 的 图 像 呢 ? 它 是 所 有 化 
标 为 (z，f (z)) 的 点 的 集合 , 其 中 x 在 f 的 定义 域 中 . 还 有 另外 一 种 方式 来 看 待 它 . 
我 们 以 某 个 实数 z 开始 . 如 果 z 在 定义 域 中 , 你 就 画 点 (z，f (x)), 当然 这 个 点 在 zx 
轴 上 的 点 x 的 正 上 方 , 高 度 为 f(x). 如 果 z 没有 在 定义 域 中 , 你 不 能 画 任何 点 . 现 
在 , 对 于 每 一 个 实数 x, 我 们 重复 这 个 过 程 , 从 而 构造 出 函数 的 图 像 . 

这 里 的 关键 思想 是 , 你 不 可 能 有 两 个 点 有 相同 的 x 坐标 . 换 名 话说 , 在 图 像 上 
没有 两 个 点 会 落 在 相对 于 x 轴 的 同一 条 垂 线 上 . 要 不 然 , 你 又 将 如 何 知 道 在 点 x 上 
方 的 两 个 或 多 个 不 同 高 度 的 点 中 , 哪 一 个 是 对 应 于 f (x) 的 值 呢 ? 这 样 就 有 了 垂 线 
检验 : 如 果 你 有 其 个 图 像 并 想 知道 它 是 否 是 函数 的 图 像 , 你 就 看 看 是 否 任何 的 垂 线 
和 图 像 相交 多 于 一 次 . 如 果 是 这 样 的 话 , 那 它 就 不 是 函数 的 图 像 ; 反之 , 如 果 没 有 一 
条 垂 线 和 图 像 相交 多 于 一 次 , 那么 你 的 确 面 对 的 是 函数 的 图 像 . 例如 ,以 原点 为 中 
心 , 半径 为 三 个 单位 的 圆 的 图 像 , 如 图 1-2 所 示 . 


= 
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这 么 普通 的 对 象 应 该 是 个 函数 , 对 吗 ? 不 

对 , 让 我 们 进行 如 图 所 示 的 垂 线 检验 . 当然 , 在 
一 3 的 左边 或 3 的 右边 都 没有 问题 ( 垂 线 甚 至 
都 没有 击 中 图 像 ), 这 很 好 . 就 连 在 -3 或 3 上 ， 
重 线 和 图 像 也 仅仅 有 一 次 相交 , 这 也 很 好 . 问 
题 出 在 x 落 在 区 间 (-3, 3) 上 时 . 对 于 这 其 中 
: a 的 任意 xz 值 , 垂 线 通 过 (zx, 0) 和 圆 相 交 两 次 ， 
图 1-2 这 就 坏事 了 . 你 不 知道 f(z) 到 底 是 对 应 上 方 


的 点 还 是 下 方 的 点 . 


1 


最 好 的 解决 方法 是 把 圆 分 成 上 下 两 个 半圆 , 并 只 选 
择 上 一 半 或 者 下 一 半 . 整个 圆 的 方程 是 zz 十 刀 = 9 而 
上 半圆 的 方程 是 y = V9 一 27， 下 半圆 的 方程 是 y = & 
_V5 二 殉 . 这 最 后 两 个 就 是 函数 了 , 定义 域 都 是 [3, 3]. 
你 可 以 以 不 同 的 方式 来 分 割 .实际 上 , 你 不 是 必须 要 把 
它 分 成 半圆 (可 以 分 割 并 改变 上 半圆 和 下 半圆 , 只 要 不 ~ 
违反 垂 线 检验 就 行 了 ) 例如 , 图 1-3 也 是 一 个 函数 的 图 
像 , 其 定义 域 也 是 [-3, 引 . i 
重 线 检验 通过 , 所 以 这 确实 是 一 个 函数 的 图 像 


出 


1.2 反 函 数 


我 们 假设 一 个 函数 f, 你 给 了 它 一 个 输入 z. 如 果 z 在 f 的 定义 域 中 , 你 就 能 
得 到 一 个 输出 , 我 们 称 它 为 f(zx). 现在 , 我 们 把 过 程 倒 过 来 , 并 问 : 如 果 你 选 一 个 实 
数 y, 那么 应 该 赋予 也 什么 样 的 输入 才能 得 到 这 个 输出 y 呢 ? 

用 数学 语言 来 陈述 这 个 问题 就 是 : 给 定 一 个 实数 y, 那么 在 f 定义 域 中 的 哪个 
2 满足 f(z) = y? 首先 要 注意 的 是 , y 必须 在 f 的 值 域 中. 否则 , 根据 定义 , 将 不 再 
有 Zz 的 值 使 得 f(z) =y 成 立 了 . 如 此 在 上 定义 域 中 将 没有 这 样 的 z 满足 f(x) =y， 
因为 值 域 是 所 有 的 可 能 输出 . 

另 一 方面 , 如 果 y 在 值 域 当中 , 也 可 能 会 有 很 多 值 都 满足 f(z) = y， 例 如 
f (z) = zx? (其 定义 域 为 及 ), 我 们 的 问题 是 x 取 何 值 时 会 输出 64. 很 显然 , 有 两 个 x 
值 : 8 和 -8. 另外 , 如 果 g (x) = z3, 对 于 相同 的 问题 , 这 时 只 有 一 个 z 值 , 就 是 4. 
对 于 任意 一 个 我 们 赋予 g 去 做 变换 的 实数 , 结果 都 是 如 此 , 因为 任何 数 都 具有 一 个 
(实数 ) 立方 根 . 

所 以 这 里 的 情形 如 下 : 给 定 一 个 函数 , 在 f 的 值 域 中 选择 y. 在 理想 状况 下 ， 
仅 有 一 个 z 值 满足 f(x) = y. 如 果 上 述 理想 状况 对 于 值 域 中 的 每 一 个 y 来 说 都 成 
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立 , 那么 就 可 以 定义 一 
且 仅 有 一 人 入 请/ 一 过 个 和 为了 的 
用 数学 语言 对 上 述 


现 一 个 
f-!. 以 下 是 使 
) 从 一 个 函 
y. 也 就 是 说 , 不 


(1 
f (2)= 
(2 
(3 
(4 


变换 广 


这 会 引 


样 


数 f 出 发 ， 使 得 对 于 


-1 的 定 


契 


1 的 值 


义 域 和 


)f 
3 
) 广 


“() 的 什 


1 就 像 是 的 撤 
么 你 可 以 通过 在 y 上 的 反 函 数 广 : 
| 发 一 些 问 题 : 你 如 何 知 
如 何 求 得 反 函 数 呢 , 其 图 
局 面 呢 ? 在 接 下 来 的 三 个 小 节 


人 


省 按钮 : 如 果 你 从 z 出 发 ， 
来 撤 台 


述 情形 的 总 结 

和 了 值 域 
司 的 输入 对 应 不 同 的 输出 . 
0 了 的 值 域 相同 . 
域 和 了 的 定义 域 相同 . 
就 是 满足 f(x) =y 的 z. 所以， 


中 的 他 


那么 广 !(y) = 2 


EF 意 y, 都 具有 唯 
8 现在, 我 们 就 来 定义 反 函 数 广 !. 


个 新 的 函数 , 它 将 逆转 变换 . 从 输出 y 出 发 , 这 个 新 的 函数 发 


数 , 并 写作 


的 z 值 满足 


将 它 变 换 为 y, 那 


肖 这 个 变换 


5 中 我 人 


1.2.1 水 平 线 检验 


对 于 第 一 
f (zx) = 一 一 最 好 | 
且 和 希望 只 有 


像 仅 有 


就 没有 和 曲线 相交 
这 样 一 来 , 就 可 
一 次 , 那么 这 个 函数 就 有 一 个 反 函数 . 如 果 即 合 
没有 反 函 数 . 例如 , 我 们 来 看 一 下 图 


至 


H 


于 一 次 , 那么 这 个 函数 就 


次 相交 ， 
相交 多 于 一 次 , 那 将 
函数 唯一 的 方法 就 是 对 定义 域 加 以 限 第 


且 交 点 为 点 (zx,y 


g (zx) = zx? 的 图 像 . 


道 只 
像 又 是 什么 检 
] 会 对 这 些 问题 做 出 回答 . 


有 叭 


和 子 呢 ? 如 果 不 是 这 样 ， 


个 问题 一 一 如 何 知道 对 于 
的 方法 也 许 是 看 一 下 
个 z 值 满足 f(x) = y. 这 就 意 
y). 那个 z 就 是 我 们 想 要 的 . 如 果 水 平 线 和 
会 有 多 个 可 能 的 对 应 x 值 , 情况 
我 们 很 快 会 讨论 这 一 
中 , 这 样 也 不 错 . 
FE 线 和 一 个 函数 的 图 像 相交 
一 条 水 了 


图 


f 值 域 中 的 任 ; 


|， 
会 怎样 呢 ? 就 是 y 根本 没有 在 值 
以 描述 水 平 线 检验 : 如 果 每 一 条 水 


函数 图 像 . 我 们 想 要 


PN 


E 意 Vy， 只 有 


的 效果 , 取 回 zx. 
的 z 值 满足 f(z) =y 呢 ? 如 果 是 这 


你 又 如 何 挽救 这 一 


个 z 值 满足 
值 域 中 选择 y, 并 


3 


意味 着 通过 点 (0， 


会 很 糟 . 


域 当 


口 


~、 


1-4 


y) 的 水 平 线 应 该 和 图 
| 线 
如 果 是 那样 , 获得 反 
点 . 如 果 水 平 线 根本 


FE 线 和 图 像 相 交 多 
1-4 中 f(z)=x3 和 
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没有 一 条 水 平 线 和 y = f(x) 相交 多 于 一 次 , 所 以 /有 一 个 反 函 数 . 另 一 方面 ， 
一 些 水 平 线 和 曲线 y = g(x) 相交 两 次 , 所 以 g 没有 反 函数 . 这 里 的 问题 在 于 : 如 
果 通 过 y = zx? 来 求解 x, 其 中 y 为 正 , 那么 就 会 出 现 两 个 解 : x = Vy 和 z= 一 Vy. 
结果 你 不 知道 该 取 哪 一 个 . 
1.2.2 求 反 函数 
现在 来 看 第 二 个 问题 如 何 求 得 函数 f 的 反 函 数 呢 ? 其 实 只 需 写 下 y = f(z)， 
然后 试 着 解 出 z. 在 f(z) = za 的 例子 中 , 有 y = z3, 所 以 z= 5. Ce 
f-1(y) = 35， 如 果 你 觉得 变量 y 刺眼 , 可 以 将 它 改写 为 x, 写成 广 : 
f(D = 当然 了 , 求解 x Ur 事 
(0 实 上 , 求解 经 常 是 不 可 能 的 . 另 一 方面 ， 
四 时 你 各 首 数 图 人 是 什么 样子 的 反 
/= 函数 的 图 像 就 会 很 容易 画 出 3 
想 是 , 在 图 像 上 画 一 条 ， 一 z 的 直线 从 
本 个 双 面 的 镜子 . 
函数 就 是 原始 函数 的 镜面 反射 如 果 
0 二 23, 那么 f-! 的 图 像 如 图 1-5 
所 示 . 
国 1 原始 函数 f 在 y 二 x 这 面 “镜子 ” 
中 被 反射 , 从 而 得 到 反 函数 . 注意 : f 和 广 :! 的 定义 域 和 值 域 都 是 整个 实 轴 . 
1.2.3 ”限制 定义 域 
最 后 要 处 理 第 三 个 问题 。 如 果 水 平 线 检验 失败 因而 没有 反 函 数 ， 那 应 
该 怎么 办 呢 ? 我 们 面临 的 问题 是 , 对 于 相同 的 y 有 多 
个 z 值 . 解决 此 问题 的 唯一 方法 是 : 除了 这 多 个 x 值 
中 的 一 个 , 我 们 放弃 所 有 其 他 值 . 也 就 是 说 , 必须 决 
定 要 保留 哪 一 个 x 值 , 然后 放弃 剩余 的 值 . 正如 我 们 
在 1.1 节 中 看 到 的 , 这 称 为 限制 函数 的 定义 域 . 实质 
上 , 我 们 删 去 部 分 曲线 , 使 得 保留 下 来 的 部 分 能 够 通 


二 
有 
S 


只 
证 


过 水 平 线 检验 . 例如 g(z) = 22, 可 以 删除 左 半边 的 图 1.6 
图 像 , 如 图 1-6 所 示 . 
这 条 新 的 ( 实 线 的 ) 曲线 将 定义 域 缩减 为 [0，co), 并 且 满 足 水 平 线 检验 , 所 以 它 


有 反 函 数 . 更 确切 地 说 , 定义 在 定义 域 [0，co) 上 的 函数 及 有 有 反 函 数 ,其 中 h(x) = x2. 
让 我 们 用 镜面 反射 游戏 来 看 一 下 它 到 底 是 什么 样子 的 , 如 图 1-7 所 示 . 
为 了 找到 反 函 数 的 方程 , 我 们 必须 在 方程 y = zx? 中 解 出 x， 很 明显 , 问题 
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的 解 就 是 z = Vy 或 xz = 一 Vy, 但 是 我 们 需要 哪 一 个 呢 ? 我 们 知道 反 函 数 的 值 
域 和 原始 函数 的 定义 域 是 相同 的 , 而 后 者 被 限制 为 


一 HZ) 
[0,00)， 所 以 我 们 需要 一 个 非 负 的 数 来 作为 答案 , 即 Bar 
z = Vy. 这 就 是 说 , 1! (y) = Vy. 当然, 也 可 以 把 原 Ee 


始 图 像 的 右 半 边 删除 , 将 定义 域 限制 为 (-o0, 0]. 在 
那 种 情况 下 , 我 们 得 到 一 个 定义 域 为 (-oo, 0] 的 函 
数 j. 它 也 满足 j (z) = z2, 但 只 是 在 这 个 定义 域 上 才 
成 立 ， 这 个 函数 也 有 反 函 数 , 反 函数 是 负 的 平方 根 图 17 
即 ;7 (y) = —yy. 


顺便 说 一 下 , 如 果 你 让 没有 通过 水 平 线 检 
验 的 、 定 义 域 为 (-co，co) 的 原始 函数 g(x) = 
z2 在 镜子 y = x 中 反射 , 那么 你 会 得 到 如 图 
1-8 所 示 的 图 像 . 

注意 到 这 个 图 像 不 会 通过 垂 线 检 验 , 所 以 
它 不 是 函数 的 图 像 . 这 说 明了 垂 线 检 验 和 水 平 
线 检验 之 间 的 联系 , 即 水平 线 被 镜子 y =z 反 
射 后 会 变 成 垂 线 . 


图 1-8 


1.2.4 反 函 数 的 反 函 数 


有 关 反 函数 还 有 一 点 : 如 果 f 有 有 反 函 数 , 那么 对 于 在 f 定义 域 中 的 所 有 zx， 
f-!(f (z)) = z 成 立 ; 同样 , 对 于 在 f 值 域 当中 的 所 有 vy, 都 有 f(f-1(y)) =y. ( 记 
得 , f 的 值 域 和 f-! 的 定义 域 相同 , 所 以 对 于 了 值 域 中 的 y, 我 们 确实 可 以 取 到 
f-!(y), 不 会 导致 任何 曲解 . ) 

例如 f(z) = z3，f 的 反 函 数 由 广 1(z) = Wz 给 出 , 所 以 对 于 任意 的 z， 
fT(f (zx)) = Vz3a = zx. 不 要 息 记 , 反 函 数 束 像 是 撤销 按钮 . 我 们 使 用 x 作为 f 
的 输入 , 然后 给 出 输出 到 广 3; 这 撤销 了 变换 并 让 我 们 取 回 了 x 这 个 原始 的 数 . 类 
似 地 ,了 (f(y)) = (3 ”. 所以, f-! 是 广 的 反 函 数 , 且 了 是 广 ! 的 反 函数 . 换 名 
话说 , 反 函 数 的 反 函 数 就 是 原始 函数 . 

不 过 , 对 于 限制 定义 域 的 情况 一 定 要 当心 . 令 g(xz) = zZ2, 我 们 已 经 看 到 你 需 
要 对 其 定义 域 加 以 限制 , 方 能 取得 反 函 数 . 设想 我 们 把 定义 域 限制 为 [0，co), 但 
于 粗心 大 意 而 把 函数 继续 看 成 是 9 而 不 是 先前 小 节 中 那样 的 h， 我 们 便 会 说 
9g-!(z) = Vz. 如 果 你 真 要 计算 g (g-! (x)), 你 就 会 发 现 它 是 (yz)”, 即 等 于 x, 只 要 
x > 0. (当然 , 不 是 这 样 的 话 , 从 一 开始 你 就 无 法 取得 平方 根 . ) 

另 一 方面 , 如 果 你 解 出 g-1 (g (z)), 你 会 得 到 Vzz, 它 不 是 总 和 z 相同 . 例如 
如 果 z = -2, 那么 z2 = 4, Vx? = V4 = 2. 所 以 一 般 而 言 , g-1 (g (zx)) = z 不成立 . 


©O 
© 
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这 里 的 问题 在 了 
不 可 能 计算 g (2)， 


Er 


因为 


9, 以 便 提 醒 自 己 要 更 加 小 心 . 不 


如 果 一 个 图 数 记 的 定义 域 可 以 被 限 
的 所 有 y, 都 有 f(f-!(y)) =y; 但 是 


。 对 于 f 值 域 9 


, -2 没有 在 g 的 限制 定义 域 当中 . 而 且 , 从 技术 角度 而 言 , 你 甚至 
2 不 再 属于 9 的 定义 域 了 . 我 们 确实 应 该 使 用 h, 而 不 是 
过 在 实践 


P, 数学 家 们 在 限制 定义 域 时 经 常 不 会 改 
变 字母 ! 所 以 把 这 种 情形 总 结 如 下 对 大 家 是 很 有 帮助 的 . 


剖 , 使 得 上 有 反 函 数 广 :+ 那么 


。 广 (1 GO)) 可 能 不 等 于 x; 事实 上 , 广 !( Go) = zx 仪 当 之 在 限制 的 定义 域 


中 才 成 立 , 


在 10.2.6 节 , 对 于 反 三 角 


假设 有 一 个 表 


函数 , 我 们 会 再 次 提 到 这 些 要 点 . 


1.3 ”函数 的 复合 


达 式 为 g(z) = 22 的 函数 g. 你 可 以 将 x 蔡 换 成 任何 使 函数 有 意 


义 的 对 象 , 如 g(y) = 只 或 glz+5) = (x 十 5)?. 后 一 个 例子 需要 特别 注意 小 括号 ， 


若 写 成 gz +5) =Zz+52 就 是 错 的 ， 


因为 > + 25 并 不 等 于 (z + 5)?， 所 以 在 蔡 换 


过 程 中 如 果 拿 不 准 , 可 用 小 括号 . 也 就 是 说 , 如 果 你 需 将 f(z) 写成 f( 茶 表达 式 ), 可 


将 每 一 个 x 蔡 换 成 


表达 式 ), 这 时 一 定 要 加 小 括号 . 唯一 不 需要 加 小 括号 的 情况 


是 , 当 函 数 是 指数 函数 时 , 如 h(x) = 3”, 你 可 以 写成 h(z? + 6) = 3” +5. 不 需要 加 
小 括号 是 因为 你 已 经 将 z2 +6 写成 上 标 了 . 
现在 考虑 定义 为 f(x) = cos(z2) 的 函数 f. 若 给 定 一 个 数 x, 如 何 计算 f(z) 呢 ? 


你 会 首先 计算 z 的 平方 , 然后 计算 平方 值 的 余弦 . 鉴于 我 们 可 将 f(z) 的 计算 分 解 
成 前 后 相继 的 两 个 独立 的 计算 , 我 们 也 就 可 以 将 这 些 计 算 各 描述 成 一 个 函数 . 因 贞 
令 g(z) = 22; h(x) = cos(z). 为 了 模拟 函数 f 是 如 何 作用 于 输入 值 x 的 , 你 可 先 ; 
2 输入 到 函数 9 进行 求 平方 运算 , 接着 不 必 返 回 9 的 结果 而 直接 让 9 将 其 结果 作 
hh 计算 出 一 个 最 终 的 结果 值 , 该 结果 值 当然 是 由 函数 9 计算 
直 . 这 个 过 程 恰恰 模拟 了 户 故我 们 可 以 写 出 f(z) = h(g(x))， 
也 可 表示 为 f = hog, 这 里 的 圈 表 示 “ 与 ……… 的 复合 ”, 即 f 是 9 与 h 的 复合 . 
换言之 , f 是 g 与 h 的 复合 函数 . 这 里 需要 小 心 的 是 , 我 们 把 h 写 刀 
平常 一 样 从 左 向 右 读 ), 但 计算 时 我 们 要 


你 只 能 试 着 去 接受 . 


为 函数 的 输入 , 然后 
出 的 z 平方 值 的 余弦 


但 我 也 没 办 法 


E 


弓 


E g 的 前 面 ( 像 
E 从 9 开始 . 我 承认 这 确实 容易 让 人 搞 混 ， 


练习 求 两 个 或 多 个 函数 的 复合 是 很 有 用 的 .例如 , 若 g(z) = 2”, h(x) = 5z4， 
jz) = 27 一 1, 则 函数 f = gohoj 的 表达 式 是 什么 ? 我 们 只 需 从 ; 开始 , 将 其 代 
换 到 h, 接着 再 将 结果 代 换 到 g, 可 得 
f(z) = g(h(j(2))) = 9(h(22 —1)) = g(5(22 — 1)4) 一 2e) ， 

同样 , 你 需要 练习 该 过 程 的 逆 过 程 . 例如 , 假定 你 开始 于 函数 
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0 
如 何 将 了 分解 为 几 个 简单 函数 呢 ? 从 函数 式 中 找到 x, 首先 需要 加 3, 所 以 设 g(x) = 
Zz 十 3; 然后 要 对 所 得 值 取 以 2 为 底 的 对 数 , 所 以 令 h(z) = logs(z); 接着 需 乘 5, 则 
设 j(z) = 5z; 再 接着 要 求 正 切 值 , 因此 令 k(x) = tan(z); 最 后 要 取 倒 数 , 于 是 令 
m(z) = 1/z. 由 上 , 验证 下 式 : 

fe 


利用 复合 符号 , 可 以 写成 


f=mokojohog. 
这 并 不 是 函数 了 的 唯一 分 解 形式 . 例如 , 我 们 可 以 将 函数 h 和 ; 复合 成 男 一 个 函 
数 n, 其 中 n(x) = 51ogz(z). 然后 你 应 该 验证 一 下 n= joh 和 
f=mokonog. 

或 许 最 初 (包含 7 入) 的 分 解 较 好 一 点 , 因为 它 将 f 分 解 成 更 多 的 基本 形式 , 但 
第 二 种 (包含 n) 也 没 错 , 毕竟 n(x) = 5logs(z) 仍 是 关于 z 的 较为 简单 的 函数 . 
注意 , 函数 的 复合 并 不 是 把 它们 相 乘 . 例如 f(x) = z? sin(z), f 不 是 两 个 函数 的 

合 , 因为 对 任意 给 定 的 zx, 计算 f(z) 的 值 需要 求解 zz 和 sin(z)( 先 求 哪个 值 都 没 
关系 , 这 与 复合 函数 不 同 ), 然后 将 这 两 个 值 乘 起 来 . 若 令 g(z) = z2, h(x) = sin(z)， 
则 我 们 可 以 写成 flz) = g(x)h(x) 或 f = gh， 可 将 它 与 这 两 个 函数 的 复合 函数 
7 二 goh, 即 


jz) = g(h(x)) = g(sin(z)) = (sin(z))2 

或 j(z) = sin2(z) 比较 一 下 . 函数 7 完全 不 同 于 乘积 z2 sin(x), 它 同样 不 同 于 函数 

二 hog. 函数 大 也 是 9 和 户 的 复合 函数 , 不 过 是 按 另 一 个 顺序 的 复合 : 
k(x) = h(g(x)) = h(x2) =: sin(Z2). 
k 是 另 一 个 完全 不 同 的 函数 . 这 个 例子 说 明 , 函数 的 乘积 和 复合 是 不 同 的 , 且 函 数 
的 复合 与 函数 顺序 有 关系 , 而 函数 的 乘积 与 函数 顺序 无 关 . 
复合 函数 另 一 个 简单 但 重要 的 例子 是 , 将 函数 和 g(z) = x - aa 是 常数 ) 
进行 复合 . 对 复合 得 到 的 新 函数 hz) = f(z - a), 需要 关注 的 是 新 函数 y = h(z) 
和 函数 y = f(z) 的 图 像 是 一 样 的 , 只 不 过 
y = h(z) 的 函数 图 像 向 右 平移 了 a 个 单位 
旺 (W 如 果 a 是 负 的, 那么 就 是 向 左 平移 . (一 种 理 
解 方式 是 , 向 右 平移 -3 个 单位 与 向 左 平移 3 
个 单位 是 一 样 的 . ) 那么 如 何 画 y = (zx 一 1)? 
的 图 像 呢 ? 就 像 画 y = z2 的 图 像 一 样 , 只 
用 x 一 1 来 代替 zx， 所 以 可 将 函数 y = zx? 
图 1-9 的 图 像 向 右 平 移 1 个 单位 ,如 图 1-9 所 示 . 


FA 


OR 
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类 似 地 ,y = (z+2)2 的 图 像 是 将 y = z2 的 图 像 向 左 平移 2 个 单位 , 可 把 (z 十 2) 


理解 为 (z ~- (一 2)). 


1.4 奇 函 数 和 偶 函 数 


一 些 函数 具有 对 称 性 , 这 便于 对 它们 进行 讨论 . 考虑 定义 为 f(x) = x? 


f, 任 选 一 个 正 数 (我 选 3) 作用 于 函数 f( 得 到 9). 现在 取 该 数 的 负 值 ， 


数 可 得 -3, 将 其 作用 于 函数 f( 又 得 到 9). 不 论 你 选择 的 是 几 , 应 该 跟 我 一 相 


的 函数 
我 选择 的 
lL, 两 次 


得 到 了 相同 的 值 . 你 可 将 这 种 现象 表示 为 , 对 所 有 的 xz, 有 f(x) = f(x)， 也 就 是 


说 , 将 z 作为 了 的 输入 和 将 -zx 作为 输入 , 会 得 到 一 样 的 结果 . 注意 到 g(x) = z 和 
h(x) = 25 同样 具有 这 种 性 质 . 事实 上 , 当 n 是 偶数 时 (n 可 以 是 负数 ), j(z) = 和 


具有 相同 的 性 质 ， 受 以 上 讨论 的 启发 , 我 们 说 , 如果 对 了 定义 域 里 的 所 有 x 有 


f(z) = f(z), 则 f 是 偶 函 数 . 这 个 等 式 对 某 些 x 值 成 立 是 不 够 的 , 它 必须 对 定义 


域 里 的 所 有 z 都 成 立 . 


作用 于 了 (得 到 27). 用 你 选 的 数 的 负 值 再 试 一 遍 , 我 的 数 的 负 值 是 


你 同样 应 该 得 到 先前 结果 的 负 值 . 可 以 用 数学 方式 将 其 表示 为 f( 一 x) 


对 f 定义 域内 所 有 x 都 有 f(x) = 一 f(x) 时 , f 是 奇 函数 . 


现在 , 我 们 对 函数 f(z)=x? 做 相同 的 讨论 . 选择 你 喜欢 的 任 一 正 数 (我 仍 选 3) 


27， 


一 f(z). 同 
样 地 , 当 n 是 奇数 时 (n 可 以 是 负数 ), j(z) = z” 具有 相同 的 性 质 . 因此 我 们 说 , 当 


一 般 而 言 , 一 个 函数 可 能 是 奇 的 , 可 能 是 偶 的 , 也 可 能 非 奇 非 偶 .要 记 住 这 一 


点 , 大 多 数 函 数 是 非 奇 非 偶 的 . 另 一 方面 , 只 有 一 个 函数 是 既 奇 又 偶 的 , 它 就 是 非常 


单调 的 对 所 有 z 都 成 立 的 f(x) = 0( 我 们 称 之 为 零 函 数 ). 它 为 什么 是 唯 


偶 的 函数 呢 ? 我 们 证 明 一 下 . 若 函 数 三 是 个 函数 , 则 对 所 有 z 有 f(z) 


的 既 奇 又 
f(z); 但 


如 果 同 时 它 又 是 奇 的 , 则 对 所 有 x 有 f(x) = 一 f(z), 用 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 等 


式 , 得 到 0 = 2f(z), 即 f(x) = 0, 这 对 所 有 z 成 立 , 因此 函数 f 一 定 是 零 函数 . 另 
个 有 用 的 结论 是 , 如 果 一 个 函数 是 奇 的 , 并 且 0 在 其 定义 域内 , 则 /0) = 0. 为 什 


么 呢 ? 由 于 对 定义 域 里 的 所 有 z, f 部 有 f( 一 zx) = 一 f(z), 我 们 用 0 试 一 下 . 我 们 得 


f(--0) = 一 f(0), 但 -0 等 于 0, 因此 f(0) = 一 f(0), 化 简 得 2f(0) = 0, 即 f(0)=0. 
不 论 如 何 , 对 于 一 个 函数 f, 怎 么 来 判定 它 是 奇 函 数 、 偶 函数 或 都 不 是 呢 ? 车 


是 奇 函数 或 偶 函 数 又 怎样 呢 ? 我 们 先 来 看 下 第 二 个 问题 , 然后 再 讨论 第 一 个 问题 . 
知道 一 个 函数 的 奇偶 性 之 后 , 一 个 比较 好 的 事情 就 是 画 函 数 图 像 比较 容易 了 . 事 
上 , 如 果 你 能 将 这 个 函数 的 右 半 边 图 像 画 出 来 , 那么 画 左 半边 图 像 就 是 小 菜 一 碟 . 


bl 


» 
, 


我 们 先 讨 论 当 f 是 偶 函 数 时 的 情形 . 因 f(x) = f(z), y = f(z) 的 图 像 在 x 和 一 x 


> 


坐标 上 方 具 有 相同 的 高 度 , 且 对 所 有 的 x 都 成 立 , 如 图 1-10 所 示 . 


我 们 得 到 这 样 的 结论 : 偶 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 具 有 镜面 对 称 性 . 所 以 当 


尔 画 
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出 侦 函 数 的 右 半 边 图 像 后 , 就 可 以 通过 将 其 图 像 关 于 y 轴 反 射 得 到 它 的 左 半 边 图 
像 . 不 妨 用 y= zx? 的 图 像 检 验 一 下 它 的 镜面 对 称 性 . 

另 一 方面 , 假设 f 是 奇 函 数 . 因 f(x) = 一 f(z), y = f(z) 图 像 在 x 坐标 上 方 
和 一 z 坐标 下 方 具有 相同 的 高 度 . (当然 , 车 f(z) 是 负 的 , 你 可 以 调换 一 下 “上 方 ” 
和 “下 方 ” 两 个 词 .) 不 论 如 何 , 其 图 像 如 图 1-11 所 示 . 


相同 的 高 度 ……|.， 
到 十、 相同 的 高 度 , 
:| 符号 相反 “….… 
NA 一 7 薄 «A 
图 1-10 图 111 


现在 的 对 称 性 是 关于 原点 的 点 对 称 , 即 奇 函数 的 图 像 关 于 原点 有 180° 的 点 对 
称 性 . 这 就 意味 着 , 如 果 你 只 有 奇 函 数 的 右 半边 图 像 , 你 可 按 下 面 的 方法 得 到 其 左 
半边 的 图 像 . 想象 该 曲线 是 浮 在 纸 面 上 , 你 能 够 把 它 拿 起 来 但 不 能 改变 它 的 形状 . 不 
过 , 你 没有 把 它 拿 起 来 , 而 是 用 大 头 针 在 原点 处 把 曲线 钉 住 (回想 一 下 , 奇 函 数 若 在 
0 处 有 定义 , 它 必 定 通过 原点 ), 然后 将 整个 曲线 旋转 半 圈 , 这 样 就 得 到 堪 半边 图 像 
的 样子 了 . (如 果 曲 线 是 不 连续 的 , 即 不 是 连 在 一 起 的 一 条 , 这 个 方法 就 不 那么 好 用 
了 .) 可 验证 一 下 , 上 面 的 图 像 和 函数 y= zx? 的 图 像 都 具有 这 样 的 对 称 性 . 
现在 假设 f 定义 为 f(x) = logs(2z5 - 6z2 十 3), 你 怎么 确定 三 是 奇 函数 、 偶 函 
数 , 还 是 都 不 是 呢 ? 方法 就 是 , 将 每 个 z 替换 为 (-x) 并 计算 /-z), 一 定 要 记 着 给 
-2 加 上 小 括号 , 然后 化 简 结 果 . 如 果 你 得 出 了 原始 表达 式 f(z), f 就 是 偶 的 ; 如 果 
得 到 原始 表达 式 的 负 值 -f(z), f 就 是 奇 的 ; 如 果 得 到 的 结果 一 团 糟 , 既 不 是 f(zx) 
也 不 是 -f(zx), 则 f 就 非 奇 非 偶 (或 之 前 的 化 简 不 充分 ). 由 上 例 , 可 得 


f(-7) = logs(2(—2)° — 6(—z)? + 3) = logs(22° — 62° + 3), 


本 式 实际 上 等 于 f(x) 本 身 , 因此 函数 f 是 偶 的 . 那 函数 


273 十 和 

3z2 二 5 

的 奇偶 性 又 如 何 呢 ? 对 函数 g, 我 们 有 
2( 一 Z)3 十 (一 2) 273 一 2 


i | 
HH ih 一 一 一 一 一 一 
Wh 


g(7) 


Vm a 
现在 可 把 负 写 提 到 前 面 来 , 得 到 
Es 22” 十 2 


3z2 十 5 
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注意 到 结果 等 于 -9g(z), 即 除了 负 号 以 外 , 剩 下 部 分 就 是 原始 函数 , 因此 9 是 奇 函 
数 . 那 函 数 h 呢 ? 我 们 有 


_ 2(-z)3+(-z)—1 —2x3—z—1 
a 
我 们 再 次 把 负 号 提 到 前 面 来 , 得 到 
2z3 十 Z 十 1 
MM 
嚼 , 看 起 来 这 不 是 原始 函数 的 负 值 , 因为 分 子 上 有 个 +1. 它 也 不 是 原始 函数 本 身 ， 


所 以 函数 h 是 非 奇 非 偶 的 . 
我 们 再 看 一 个 例子 . 若 想 证 明 两 个 奇 函数 之 积 是 偶 函 数 , 该 怎么 做 呢 ? 先 给 事 
物 命名 比较 利于 讨论 , 我 们 就 定义 有 两 个 奇 函 数 f 和 g. 我 们 需要 看 一 下 它们 的 乘 
职 , 因此 定义 它们 的 积 为 h, 即 定义 了 h(x) = f(x)g(x), 而 我 们 的 任务 是 要 证 明 
是 个 的 . 像 往 常 一 样 , 我 们 需要 证 明 AP-z) = h(x). 因 f 和 9 都 是 奇 的 , 注意 到 
f(z) = 一 f(x), 9g(-z) = 一 g(x) 会 有 所 帮助 . 我 们 从 h(--x) 开始 . 由 于 hh 是 1 和 9g 
的 乘积 , 有 h(x) = f(z)g(x). 再 利用 f 和 9 的 奇 函 数 性 质 将 等 式 右 边 表示 为 
(一 f(z))( 一 g(x)), 负 号 提 到 前 面 消 掉 , 由 此 得 到 f(x)g(x), 而 它 当然 等 于 h(x). 我 们 
可 以 (也 应 该 ) 把 上 述 过 程 用 数学 式 表示 为 
h(—7z)= f(—7z)g(—7) = (~—f(72))(—9(7)) = f(x)g(7) = h(z). 
总 之 , 由 h( 一 x) = h(x) 可 得 函数 h 是 个 函数 . 现在 你 应 该 可 以 证 明 两 偶 函 数 之 积 
仍 为 偶 函 数 , 奇 函 数 和 偶 函 数 之 积 是 奇 函 数 . 马上 试 一 下 吧 ! 


1.5 ”线性 函数 的 图 像 
形 如 f(z) = mz 十 的 函数 叫 作 线性 函数 . 如 此 命名 原因 很 简单 , 因为 它们 的 
图 像 是 直线 . 直线 的 斜率 是 mm 设想 一 下 , 此 时 此 刻 你 
就 在 这 页 纸 中 , 这 条 直线 就 像 是 座 山 , 你 从 左 向 右 开始 
登山 , 如 图 1-12 所 示 . 

多 如 果 像 左 图 一 样 , 斜率 为 正 数 , 那么 你 正在 上 山 . 
| m 越 大 , 这 段 上 坡 就 越 陡 . 相反 , 如 果 m 为 负数 , 那么 你 
加 正在 下 山 . m 的 数值 越 小 ( 即 绝对 值 越 大 ), 这 段 下 坡 也 
就 越 陡 . 如 果 和 斜率 为 0, 这 段 山 路 就 是 水 平 的 , 你 既 不 在 

上 山 , 也 不 在 下 山 , 仅仅 是 在 沿 一 条 水 平 直线 前 行 . 
你 仅仅 需要 确认 两 个 点 , 就 可 以 画 出 线性 函数 的 图 像 , 因为 两 点 确定 一 条 直线 . 
你 所 要 做 的 就 是 把 尺子 放 在 这 两 点 上 , 笔 轻 轻 一 连 就 行 了 . 其 中 一 点 很 容易 找 , 就 
是 y ne 设 2 z=0, i =mx0+b= b. Ws y 人 b, | 
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的 值 . 不 过 , 这 种 方法 在 两 种 特殊 情况 下 不 适用 . 

情况 一 b = 0, 这 时 函数 变 为 y = mzx. 直线 通过 原点 , z 轴 和 y 轴 的 截 距 都 为 
零 . 为 了 求 得 另 一 点 , 可 以 把 z=1 代入 ， 可 得 y = m. 所 以 直线 yy = mz 通过 原点 
和 (1, m) 这 两 点 . 例如 , 直线 y = -2z 通过 原点 和 (1, -2), 如 图 1-13 所 示 . 
情况 二 : 当 m = 0, 这 时 函数 变 为 二 5, 是 一 条 通过 (0,5) 的 水 平 直线 . 


更 有 趣 的 例子 , 可 考虑 函数 y = 32 一 1. 很 显然 , y 轴 截 距 为 -1, 斜率 为 1/2. 
设 y=0 可 以 得 出 0= =z 一 1 


为 画 这 条 直线 , 我 们 还 需要 求 出 x 轴 的 截 距 . 通 
化 简 后 得 出 x = 2. 图 像 如 图 1-14 所 示 . 
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图 1-13 图 1-14 


现在 假设 你 知道 平面 上 有 一 条 直线 , 但 不 知道 它 的 方程 . 如 果 你 知道 这 条 直线 
通过 某 一 固定 的 点 以 及 它 的 斜率 , 那 就 能 很 容易 地 找到 它 的 方程 . 你 真 的 , 真 的 , 真 
的 , 很 有 必要 去 掌握 这 种 方法 , 因为 它 经 常 出 现 . 这 个 公式 叫 直 线 方程 的 点 斜 式 , 其 
文字 表达 如 下 : 
如 果 已 知 直线 通过 点 (zo, yo), 斜率 为 m, 则 它 的 方程 为 y 一 yo = m(z 一 z0). 
如 果 已 知 一 条 直线 通过 (-2,5), 斜率 为 -3, 如 何 求 它 的 方程 ? 方程 为 y 一 5= 
-3(z 一 (一 2)), 化 简 后 结果 为 y= -3z 一 1. 

有 时 你 不 知道 直线 的 斜率 , 但 知道 它 通 过 哪 两 点 . 那 怎样 求 它 的 方程 呢 ? 技巧 
是 , 找 出 它 的 斜率 , 再 用 刚才 的 方法 去 求 出 方程 . 首先 , 你 需要 知道 


如 果 一 条 直线 通过 点 (zi1, Wi) 和 (x2， yp), 则 它 的 斜率 等 于 
2 


一 Xl 


例如 , 通过 (-3,4) 和 (2, -6) 的 直线 方程 是 什么 ? 首先 , 求 它 的 斜率 : 
-6—4 -10 
笠 率 = 二 i 2. 
我 们 现在 知道 该 直线 通过 (一 3, 4)， 2 一 2, 所 以 它 的 方程 为 y-4 = -2(z 一 (一 3))， 


化 简 后 为 y= 一 2z 一 2. 同样 , 我 们 也 可 以 使 用 另 一 点 (2, 一 6) 和 斜率 为 -2, 得 出 方 
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程 为 y 一 (-6) = -2(z 一 2), 化 简 后 为 y= 一 2z 一 2. 你 会 发 现 , 无 论 使 用 哪 一 个 点 ， 
最 后 得 到 的 结果 都 是 相同 的 ， 
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下 面 是 你 应 该 知道 的 最 重要 的 一 些 函数 . 

(1) 多 项 式 ” 有 许多 函数 是 基于 z 的 非 负 次 窜 建 立 起 来 的 . 你 可 以 以 1、z、z2 、z3 
等 为 基本 项 , 然后 用 实数 同 这 些 基 本 项 做 乘法 , 最 后 把 有 限 个 这 样 的 项 加 到 一 起 . 例 
如 , 多 项 式 f(z) = 5z4 一 4z3 十 10 是 由 xz 的 5 倍加 x3 的 一 4 倍加 10 而 形成 的 . 你 可 
能 也 想 加 中 间 的 基本 项 zz 和 x, 但 由 于 它们 没有 出 现 , 所 以 我 们 可 以 说 零 倍 的 zx? 
和 零 倍 的 z. 基本 项 z? 的 倍数 叫 作 z? 的 系数 .例如 , 刚才 的 多 项 式 奏 、z3 、z2、z 
和 常数 项 的 系数 分 别 为 5、-4、0、0 和 10. (顺便 提 一 下 , 为 什么 会 有 x 和 1 的 
形式 ? 这 两 项 看 上 去 与 其 他 项 不 同 , 但 它们 实际 上 是 一 样 的 , 因为 z = x1,1 = z0.) 
最 大 的 窘 指数 n (该 项 系数 不 能 为 零 ) 叫 作 多 项 式 的 次 数 . 例如 上 述 多 项 式 的 次 数 
为 4, 因为 不 存在 比 4 大 的 z 的 容 指 数 . 次 数 为 n 的 多 项 式 的 数学 通 式 为 
p(X) = anz” 十 an 17n 开 十 .十 ao272 十 a17 十 a0， 

其 中 an 为 z” 的 系数 , an_i 为 z”-! 的 系数 , 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 项 1 的 系数 
为 ao. 


于 zx” 是 所 有 多 项 式 的 基本 项 , 因而 你 应 该 知道 它们 的 图 像 是 什么 样 的 . 偶 
次 震 的 图 像 之 间 是 非常 类 似 的 ; 同样 , 奇 次 究 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 图 1-15 是 从 x? 
到 zx" 的 图 像 . 


< 

ll 

SB 
< 
ll 
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e 
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S 
e 
ll 
国 


图 1-15 


一 般 的 多 项 式 的 图 像 是 很 难 画 的 . 除非 是 很 简单 的 多 项 式 , 否则 连 xz 轴 的 截 距 
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都 经 常 很 难 找到 . 不 过 , 多 项 式 的 图 像 左右 两 端的 走势 倒是 容易 判断 . 这 是 由 最 高 
次 数 的 项 的 系数 决定 的 , 该 系数 叫 作 首 项 系数 . an 就 为 上 述 多 项 式 通 式 的 首 项 系 
数 . 例如 , 我 们 刚才 提 到 的 多 项 式 5z4 - 4z3 + 10, 5 为 它 的 首 项 系数 . 实际 上 , 我 们 


只 需 考 虑 首 项 系数 正 负 以 及 多 项 式 次 数 的 奇偶 就 能 判断 图 像 两 端的 走势 了 所 以 
图 像 两 端的 走势 共有 如 下 四 种 情况 , 如 图 1-16 所 示 . 


rt 


n 为 偶数 , a, > 0 n 为 奇数 , a, > 0 
图 1-16 


n 为 偶数 , a, < 0 n 为 奇数 , a, < 0 


上 述 图 像 的 中 间 部 分 是 由 多 项 式 的 其 他 项 决定 的 . 上 图 仅仅 是 为 了 显示 图 像 
左右 两 端的 走势 . 在 这 个 意义 上 , 多 项 式 5z4 一 4x23 + 10 的 图 像 同 最 左边 的 图 像 类 


似 , 因为 n = 4 为 偶数 , on = 5 为 正 数 . 


我 们 再 稍微 讨论 一 下 次 数 为 2 的 多 项 式 , 又 叫 二 次 函数 . 不 写成 p(x) = aaz2 十 


az 十 ao, 而 把 系数 分 别 写 成 a、b、c 


会 更 简单 些 , 即 我 们 有 p(z) = az? 十 bx 十 c. 根 


据 判 别 式 的 符号 可 以 判断 三 次 函数 到 底 有 两 个 、 一 个 还 是 没有 实数 解 . 通常 我 们 用 


希腊 字母 A 来 表示 判别 式 A = 器 一 4ac. 它 共 有 三 种 可 能 性 . 如 果 A > 0, 有 两 个 
不 同 的 解 ; 如 果 A = 0, 只 有 一 个 解 , 也 可 以 说 有 两 个 相同 的 解 ; 如 果 A < 0, 在 实 


数 范围 内 无 解 . 对 于 前 两 种 情况 , 解 为 
—b 于 


注意 到 该 表达 式 根 号 下 为 判别 式 . 
明 . 考虑 二 次 函数 2z2 一 3z + 10， 第 一 


六 2 一 4ac 
2a 


至 同人 下 面 举例 说 


二 次 项 的 系数 提出 来 , 多 项 式 变 为 了 


2 (2 -20+5). 这 时 就 得 到 一 个 二 次 项 系数 为 1 J es 


把 x 的 系数 , 这 里 是 , 除 以 2, 再 平方 我 们 得 到 二 . 我 们 多 希望 常数 项 是 0 和 


而 不 是 5, 所 以 我 们 开动 脑筋 : 


2 


3 9 
Wt 十 5 


3 
磷 3T+5=2 


为 什么 要 加 一 次 J 又 减 一 次 呢 ? 
这 时 我 们 得 到 


2 16 16- 


3 9 9 3\2 9 
2_ 二 == 一 一 SS 
也 52 十 5 一 6 5 十 总 ) 十 5 16 ( 1) 十 5 16° 
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接 下 来 , 只 剩 最 后 一 小 步 , 5 - I 最 后 恢复 系数 2, 我 们 有 


3 3\2 71 XN? wy 
2 ti0-2 (+5) -2((- + ta: 


事实 证 明 , 这 个 形式 在 许多 情形 中 更 为 便利 ， 你 一 定 要 学 会 如 何 配方 , 因为 我 们 要 
在 第 18 章 和 第 19 章 大 量 运用 这 个 技巧 . 

(2) 有 理 函数 “” 形 如 2 其 中 p 和 g 为 多 项 式 的 函数 , 叫 作 有 理 函 数 . 有 理 
函数 变化 多 样 , 它 的 图 像 根据 p 和 4 两 个 多 项 式 的 变化 而 变化 . 最 简单 的 有 理 函数 
是 多 项 式 本 身 , 即 g(z) 为 1 的 有 理 函 数 . 另 一 个 简单 的 例子 是 1/z", 其 中 n 为 正 
整数 . 图 1-17 是 一 些 有 理 函 数 的 图 像 


图 1-17 
奇 次 寡 的 图 像 之 间 类 似 , 偶 次 窘 的 图 像 之 间 也 很 类 似 . 知道 这 些 图 像 长 什么 样子 是 
有 帮助 的 . 

(3) 指数 函数 和 对 数 函 数 ”你 需要 知道 指数 函数 的 图 像 长 什么 样 . 例如 , 图 1-18 
是 y= 27 的 图 像 . 

y = 0?(5 > 1) 的 图 像 都 与 这 图 类 似 . 有 几 点 值得 注意 . 首先 , 该 函数 的 定义 域 
为 全 体 实 数 ; 其 次 , y 轴 的 截 距 为 1 并 且 值 域 为 大 于 零 的 实数 ; 最 后 , 左 端的 水 平 渐 
近 线 为 x 轴 . 再 强调 一 下 , 该 图 像 非常 接近 于 x 轴 , 但 永远 不 会 接触 到 x 轴 , 无 论 
在 你 的 图 形 计 算 器 上 多 么 接近 . (在 第 3 章 中 , 我 们 会 再 次 碰 到 渐 近 线 .) y = 2-? 的 
图 像 是 y = 2z 关于 y 轴 的 对 称 , 如 图 1-19 所 示 . 


图 1-18 图 1-19 
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如 果 底 小 于 了 情况 会 是 怎样 ?例如 , 考虑 = (也 】 的 图 像 注意 到 (3 E 
V2 一 2 所 以 图 1-19 中 y=2* 的 图 像 也 是 y= ( 当 ) 的 图 像 因为 对 于 任意 


z,2-z 与 3) 均 相 等 . 同 理 可 得 任何 y 二 如 (0 < < 1 的 图 像 


于 y= 2? 的 图 像 满足 水 平 线 检验 , 所 以 该 函数 有 反 函 数 . 这 个 反 函 数 就 是 以 
2 为 底 的 对 数 函 数 y = log(z). 以 直线 y = z 为 


9 镜子 (y= 


党 子 , y = logo(7X) 的 图 像 如 图 1-20 所 示 . 7 
该 函数 的 定义 域 为 (0, +eo), 这 也 印证 了 我 Be ed oi 


之 前 所 说 的 负数 和 0 不 能 求 对 数 的 说 法 . 值 域 
为 全 体 实数 , y 轴 为 垂直 渐 近 线 . logs(z)( > 1) 
的 图 像 都 很 相似 ， 对 数 函 数 在 微 积分 的 学 习 中 
很 重要 , 你 一 定 要 学 会 怎样 画 它 们 的 图 像 . 我 们 
将 在 第 9 章 学 习 对 数 函 数 的 性 质 . 

(4) 三 角 函 数 三 角 函 数 很 重要 , 所 以 下 一 章 整 章 将 对 其 作 详细 介绍 . 

(5) 带 有 绝对 值 的 函数 ”让 我 们 看 一 下 形 如 f(x) = |z| 的 绝对 值 函数 . 该 函数 
的 定义 为 : 


图 1-20 


i 如 果 工 > 0， 
|L=z 如 果 z< 0. 


、 


另 一 个 看 竺 这 个 绝对 值 函数 的 方法 是 , 它 表 示 数 轴 上 0 和 x 的 距离 . 更 一 般 而 言 ， 
你 应 该 知道 如 下 重要 事实 : 


Iz 一 y| 是 数 轴 上 z 和 % 两 点 间 的 距离 . 


例如 , 假设 你 需要 在 数 轴 上 找 出 区 域 |z 一 1| < 3. 我 们 可 以 将 该 不 等 式 阐释 为 x 和 个 
1 之 间 的 距离 小 于 或 等 于 3. 也 就 是 说 , 我 们 要 找到 所 有 与 1 之 间 的 距离 不 大 于 3 
的 点 . 所 以 我 们 画 一 个 数 轴 并 标记 1 的 位 置 , 如 图 1-21 所 示 . 


1 
图 1-21 


距离 不 大 于 3 的 点 最 左 到 -2 最 右 到 4, 所 以 区 域 如 图 1-22 所 示 . 
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所 以 区 域 |z -1 < 3 也 可 表示 为 [-2, 4 

同样 成 立 的 是 , |z| = Vz2. 可 以 检验 一 下 . 当 z > 0, 显然 Vz2 = z; 如 果 z < 0， 
V7? = z 这 个 表达 式 就 错 了 , 因为 左边 为 正 , 右边 为 负 . 正确 的 表达 式 为 Vr? = 一 x， 
这 次 右边 为 正 了 , 负 负 得 正 . 如 果 你 再 重新 看 一 次 |z| 的 定义 , 就 会 发 现 我 们 已 经 证 
明了 |z| = Vz2. 但 尽管 这 样 , 对 于 |z| 这 个 函数 , 最 好 还 是 用 分 段 函 数 去 定义 

最 后 , 我 们 来 看 一 些 图 像 . 如 果 你 知道 一 个 函数 的 图 像 , 那么 可 以 这 样 得 到 这 
个 函数 的 绝对 值 的 图 像 , 即 以 x 轴 为 镜子 , 把 x 轴 下 方 的 图 像 映射 上 来 , x 轴 上 方 
的 图 像 保 持 不 变 . 例如 , 对 于 |z| 的 图 像 , 可 以 通过 翻转 yy =z 在 xz 轴 下 方 的 部 分 得 
到 , 图 y = |z| 的 图 像 如 图 1-23 所 示 . 

怎样 画 y = |logs(x)| 的 图 像 呢 ? 使 用 图 像 对 称 的 原理 , 这 个 绝对 值 函 数 的 图 像 
如 图 1-24 所 示 . 


y=|4| 


y= |log2(2)| 


镜像 (z 轴 ) 这 


图 1-23 图 1-24 


除了 三 角 函 数 要 在 下 一 草 讲 外 , 这 是 我 在 函数 部 分 要 讲解 的 所 有 内 容 . 但 愿 你 
之 前 已 经 见 过 本 章 中 的 许多 内 容 , 因为 其 中 的 大 部 分 知识 将 在 微 积 分 中 被 反复 使 
用 , 所 以 你 需要 尽快 掌握 这 些 知识 . 


第 2 音 


草 


三 角 学 回顾 


学 习 微 积分 必须 要 了 解 三 角 学 . 


说 实话 , 我 们 一 开始 不 会 碰 到 很 多 有 关 三 角 学 


的 内 容 , 但 当 它 们 出 现 的 时 候 , 会 让 我 们 感觉 不 容易 . 因此 , 我 们 不 妨 针 对 三 角 学 最 


重要 的 一 些 方面 进行 一 次 全 面 的 回顾 : 


。 用 弧度 度量 的 角 与 三 角 函 数 的 基本 知识 ; 
。 实 轴 上 的 三 角 函 数 (不 只 是 介 于 0? 和 90° 的 角 ); 


。 三 角 函 数 的 图 像 ; 
。 三 角 恒 等 式 . 
准备 开始 回忆 吧 .……… 


2.1 


基本 知识 


首先 要 回忆 的 是 弧度 的 概念 , 旋转 一 周 , 我 们 说 成 2r 弧度 而 不 是 360?. 这 似 


那 束 是 半径 为 1 个 单位 的 圆 的 周 长 是 2r 个 单 


乎 有 点 古怪 , 但 这 里 也 有 一 个 理由 ， 


位 . 事实 上 , 这 个 圆 的 一 个 悄 形 的 弧 长 就 是 这 个 局 形 的 圆心 角 的 弧度 , 如 图 2-1 所 


图 2-1 


上 图 表示 了 一 般 情况 , 但 要 紧 的 还 是 一 些 常用 角 的 度 和 弧度 表达 . 首先 , 你 应 


该 确实 掌握 , 90? 和 r/2 弧度 是 一 村 


的 . 类 似 地 , 180。 和 xx 弧度 是 一 样 的 , 270。 和 


3r/2 弧度 是 一 样 的 . 一 旦 掌握 了 这 
之 间 来 回转 换 吧 . 


1L 个 角 , 就 试 着 将 图 2-2 中 所 有 的 角 在 度 与 弧度 


270° 二 区 
图 2-2 


更 一 般 地 , 如 果 需 要 的 话 , 也 可 以 使 用 公式 
用 弧度 度量 的 角 = -x 用 度 度量 的 角 . 

多 ft 如 ,要 想 知道 5m/12 弧度 是 多 少 度 , 可 求解 
并 = -x 用 度 计量 的 角 ， 
你 会 发 现 5r/12 弧度 就 是 (1801m) x (5x/12) = 75。， 事实 上 , 可 以 将 弧度 和 度 的 转 
换 看 成 是 一 种 单位 的 转换 , 如 英里 和 公里 的 转换 一 样 ， 转 换 因数 就 是 x 弧度 等 于 
180°. 


S| 


到 目前 为 止 , 我 们 仅仅 研究 了 角 , 现在 来 看 看 三 角 函 数 吧 . 显然 , 你 必须 知道 如 
何 由 三 角形 来 定义 三 角 函 数 . 假设 我 们 有 一 个 直角 三 角形 , 除 直角 外 的 一 角 被 记 为 
0, 如 图 2-3 所 示 . 那么 , 基本 公式 为 


; 对 边 二 邻 边 ”1 (9) 二 对 边 
sin (0) = 科 过 ， cos (0) = 衬 过 ， tan (0) = 各 了 过. 


当然 , 如 果 变 换 了 角 0, 那么 也 必须 变换 其 对 边 和 邻 边 , 如 图 2-4 所 示 . 之 不 奇 
怪 , 对 边 就 是 对 着 角 9 的 边 , 而 邻 边 则 是 挨 着 角 9 的 边 . 不 过 , 斜 边 始终 保持 不 变 ; 
它 是 最 长 的 那 条 边 , 并 始终 对 着 直角 . 


kK 


我 们 也 会 用 到 余 割 、 正 割 和 余 切 这 些 倒 数 函数 , 它们 的 定义 分 别 为 


1 1 1 
sin(Z) 


csc(Z) = sec(Z) = 二 cot(Z) = 有 
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如 果 你 有 计划 要 参加 一 次 微 积 分 的 考试 (或 者 即便 你 没有 ), 我 的 一 点 建议 是 : 


请 熟 记 常用 角 0, my/6,r/4,r/3,r/2 的 三 角 


函数 值 . 例如 , 你 能 不 假 思 索 化 简 sin (xy/3) 
吗 ? tan (7/4) 呢 ? 如 果 你 不 能 , 那么 最 好 的 情况 下 , 你 通过 画 三 角形 来 寻找 答案 , 从 


白 丢 掉 分 数 . 


而 白白 浪费 时 间 ; 而 最 坏 的 情况 下 ， 总 是 没有 化 简 你 的 回答 , 你 
解决 的 方法 就 是 要 熟 记 下 表 . 
加 开 开 开 
6 4 3 2 
; 1 1 V3 
sin 0 万 1 
V3 1 1 
COS 1 a 万 5 0 
tan 0 三 1 V3 大 
表 中 的 星 号 表示 tan (x/2) 无 定义 . 事实 上 , 正切 函数 在 x/2 处 有 


近 线 (从 图 像 上 看 会 很 清楚 , 我 们 将 在 2.3 节 对 此 进行 研究 ). 无 论 如 何 , 你 必须 能 
够 熟练 地 说 出 该 表 中 的 任意 一 项 , 而 且 来 回 


类 问题 . 这 两 类 问题 的 例子 是 : 


(1) sin (x/3) 是 什么 ? (使 用 该 表 , 答案 是 V3/2. ) 


(2) 介 于 0 到 x/2, 其 正弦 值 为 V3/2 的 角 是 什么 ? (显然 , 答 
然 , 你 必须 能 够 回答 该 表 中 的 每 一 项 所 对 应 
熟 这 张 表 ! 数学 不 是 死记 便 背 , 但 有 些 内 容 
. 因此 , 无 论 是 制作 记忆 卡片 , 让 你 的 朋友 来 测验 你 , 还 是 每 天 扩 


到 了 芋 于 糯 


用 什么 办 法 , 请 背 熟 这 张 表 . 


都 要 掌握 ! 这 意味 着 你 必须 能 够 回答 两 


案 是 


条 垂直 浙 


/3. ) 


的 这 两 类 问题 . 就 算 我 求 大 家 了 , 请 
是 值得 记忆 的 , 而 这 张 表 一 定位 列 其 
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上 表 (你 背 熟 了 吗 ? ) 仅仅 包括 介 于 


些 . 例如 , 上面 我 们 看 到 的 tan (x/2) 是 


0 到 x/2 的 一 


些 角 . 但 事实 上 , 我 们 可 以 取 任 意 角 的 正弦 或 者 余弦 ， 
哪怕 这 个 角 是 负 的 . 对 于 正切 函数 , 我 们 则 不 得 不 小 心 


管 如 此 , 我 们 还 是 能 够 对 几乎 每 一 个 角 取 正切 . 


让 我 
360?) 的 角 吧 .假设 你 想 要 计算 sin (9) 


tan (9)), 其 中 9 是 介 于 0 到 ny2 的 角 . 为 了 看 得 更 清 
楚 , 我 们 先 来 画 一 个 带 有 一 点 古怪 标记 的 坐标 平面 , 如 图 2-5 所 示 . 
将 平面 分 成 了 四 个 象限 , 标记 为 I 到 了 TV, 且 标 记 的 走向 为 逆 时 针 


注意 到 坐标 加 


门 首 先 来 看 看 介 于 0 到 2x ( 记 住 , 2x 就 是 


(或 cos (0) 或 


一 分 钟 记忆 , 不 


MI 


3r 
2 


图 2-5 


IV 


方向 . 这 些 象限 分 别 被 称 为 第 一 象限 、 第 二 象限 、 第 三 
要 男 一 条 始 于 居所 的 导线 (不 是 半 直 线 ). 那么 究竟 是 哪 


来 想象 一 下 , 你 自己 站 在 原点 上 , 面向 x 轴 的 正 半 轴 . 
0, 然后 你 沿 着 一 条 直线 向 前 走 . 你 的 足迹 就 是 你 要 找 


象限 和 第 四 象限 . 下 一 步 是 
一 条 射线 呢 ? 这 取决 于 角 0. 
现在 治 着 逆 时 针 方向 转动 角 
的 那 条 射线 了 . 


现在 , 图 2-5 (以 及 图 2-2) 中 的 其 他 标记 就 说 得 通 了 . 事实 上 , 如 果 你 转动 了 角 


/2, 你 将 正面 向 上 并 且 你 的 足迹 将 是 y 轴 的 正 半 轴 . 
z 轴 的 负 半 轴 . 如 果 你 转动 了 角 3r/2,， 你 将 得 到 y 轴 


如 果 你 转动 了 角 x, 你 将 得 到 
的 负 半 轴 . 最 后 , 如 果 你 转动 


了 和 角 2m, 那么 就 又 会 回 到 了 你 起 始 的 那个 位 置 , 即 面 


可 zx 轴 的 正 半 轴 . 这 就 好 像 你 


根本 没 转动 过 ! 这 就 是 为 什么 图 中 会 有 0 = 2r. 对 于 角度 而 言 , 0 和 2r 是 等 价 的 . 


好 了 , 让 我 们 取 某 个 角 9 并 以 恰当 的 方式 画 出 它 
地 方 , 如 图 2-6 所 示 . 


. 或 许 它 就 在 第 三 象限 的 茶 个 


注意 到 我 们 将 这 条 射线 标记 为 9, 而 不 是 这 个 角 本 身 . 不 管 怎样 , 现在 在 这 条 


ar 


对 线 上 选取 某 个 点 并 从 该 点 画 一 条 垂 线 至 x 轴 ， 我 介 


为 它 是 距离 事实 上 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 勾 股 定 
我 们 总 会 有 7 = Vx? 十 如 . (平方 会 消除 任何 负 号 .) 


BE] 


3 
2 


图 2-6 


坐标 和 yy 坐标 (当然 它们 被 称 为 x 和 分 , 以 及 该 点 到 原点 的 距离 , 我 们 称 为 7. 注 
,和 yy 可 能 会 同时 为 负 (事实 上 , 在 图 2-7 中 它们 均 为 负 ). 然而 ,7 总 是 正 的 , 医 


] 对 三 个 量 感 兴趣 : 该 点 的 x 


理 ), 不 管 x 和 wy 是 正 还 是 负 ， 


i 
2 


有 了 这 三 个 量 , 我 们 就 可 以 定义 如 下 的 三 个 三 角 函 数 了 : 


sin(0) = ,cos(0) 一 二， tan(0)=¥. 
T Tr 风 


2 


将 量 z、y 和 7 分 别 解释 为 邻 边 、 对 边 和 和 斜 边 , 这 些 函 数 恰好 就 是 2.1 节 中 的 固定 
公式 了 . 不 过 等 一 下 , 如 果 你 在 那 条 射线 上 选取 了 另外 一 个 点 , 那 会 是 什么 样子 呢 ? 
这 不 要 紧 , 因为 你 得 到 的 新 的 三 角形 和 原来 的 那个 三 角形 是 相似 的 , 而 上 述 比 值 不 
会 受到 任何 影响 . 事实 上 , 为 方便 起 见 , 我 们 常常 假设 7 = 1, 这 样 得 到 的 点 (zx, 9) 
会 落 在 所 谓 的 单位 圆 (就 是 以 原点 为 中 心 , 半径 为 1 的 圆 ) 上 . 
现在 来 看 一 个 例子 . 假设 , 我 们 想 求 sin (7x/6). 首先 , 7ry/6 会 在 第 几 象 限 呢 ? 
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我 们 需要 决定 7r/6 会 出 现在 列表 0, x/2, zc, 3r/2, 27 的 哪个 地 方 . 事实 上 , 7/6 大 
于 1 但 小 于 3/2, 故 77/6 在 x 和 3x/2 之 间 . 事实 上 , 图 2-8 看 起 来 很 像 前 面 的 例 
于 


因此 , 角 7ry/6 在 第 三 象限 . 然后 , 我 们 选取 了 该 射线 上 的 一 点 , 该 点 至 原点 的 
距离 + = 1 并 从 该 点 至 x 轴 做 了 一 条 垂 线 . 由 前 述 公 式 可 知 , sn(0) = yr = y 
(因为 > = 1), 因此 , 我 们 还 是 要 求 出 y， 好 吧 , 那个 小 角 , 就 是 在 7r/6 处 的 射线 
和 z 轴 的 负 半 轴 (其 为 x) 之 间 的 角 一 定 是 这 两 个 角 的 差 , 即 nx/6. 这 个 小 角 被 称 
为 参考 角 . 一 般 来 说 ,9 的 参考 角 是 在 表示 角 9 的 射线 和 z 轴 之 间 的 最 小 的 角 , 它 
必定 介 于 0 到 x/2. 在 我 们 的 例子 中 , 到 x 轴 的 最 短路 径 是 向 上 , 所 以 参考 角 如 图 
2-9 所 示 . 因此, 在 那个 小 三 角形 中 , 我 们 知道 + = 1, 以 及 角 为 x/6. 似乎 答案 就 
是 y= sin (x/6) = 1/2, 但 这 是 错 的 ! 由 于 在 z 轴 的 下 方 , y 一 定 为 负 值 . 也 就 是 说 ， 
y = 一 1/2. 因为 sin (9) = y, 我 们 也 就 证 明了 和 = 一 1/2. 对 于 余弦 来 说 , 也 
可 以 重复 这 个 过 程 , 求 出 x = 一 cos (x/6) = 一 V3/2. 毕竟 , 由 于 点 (z, y) 在 y 轴 的 
左 侧 , 因此 z 必须 为 负 . 这 样 就 证 明了 cos (7r/6) = 一 V3/2, 并 且 识别 出 点 (z,y) 即 
为 点 (-V3/2, 一 1/2). 


RR 
ok 
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图 2-8 图 2-9 


2.2.1 ASTC 方法 

上 例 中 的 关键 是 将 sin (7rx/6) 和 sin (x/6) 联系 起 来 , 其 中 /6 是 7ry/6 的 参考 
角 . 事实 上 , 并 不 难看 出 任意 角 的 正 苹 就 是 其 参考 角 正 弱 的 正 值 或 负 值 ! 这 就 使 问 
题 缩小 到 两 种 可 能 性 上 , 而 且 没 有 必要 再 纠缠 于 z, y 或 + 如 此 这 般 麻 烦 . 因此 , 在 
我 们 的 例子 中 , 只 需要 求 出 7ry/6 的 参考 角 , 即 x/6; 这 就 会 立即 可 知 sin (7r/6) 等 
于 sin (zx/6) 或 -sin (x/6), 而 我 们 只 需 从 中 选 出 正确 的 结果 . 我 们 发 现 , 结果 是 负 的 
那个 , 因为 y 是 负 的 . 

事实 上 , 在 第 三 或 第 四 象限 中 的 任意 角 的 正弦 必定 为 负 , 因为 那里 的 y 为 负 . 
类 似 地 , 在 第 二 或 第 三 象限 中 的 任意 角 的 余弦 必定 为 负 , 因为 那里 的 x 为 负 . 正切 
是 比值 y/z, 它 在 第 二 和 第 四 象限 为 负 (由 于 x 和 y 中 的 一 个 为 负 , 但 不 全 为 负 )， 
而 在 第 一 和 第 三 象限 为 正 . 
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和 我 们 来 总 结 一 下 这 些 发 现 . 首先 , 所 有 三 个 函数 
正弦 + | 正 驶 + 在 第 一 象限 (D 中 均 为 正 ， 在 第 二 象限 (DD) 中 , 只 
4 有 正弦 为 正 , 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 在 第 三 象限 (IID 
a 中 , 只 有 正切 为 正 , 其 他 两 个 函数 均 为 负 . 最 后 , 在 第 
| 四 象限 (IV) 中 , 只 有 余弦 为 正 , 其 他 两 个 函数 均 为 
a 负 . 具体 如 图 2-10 所 示 . 
se 事实 上 , 你 只 需要 记 住 图 表 中 的 字母 ASTC 就 
行 了 . 它们 会 告诉 你 在 那个 象限 中 哪个 函数 为 正 . 
“A” 代表 “全部”, 意味 着 所 有 的 函数 在 第 一 象限 均 为 正 . 显然 , 其 余 的 字母 分 别 代 
表 正 纺 、 正 切 和 余弦 . 在 我 们 的 例子 中 , 7x/6 在 第 三 象限 , 所 以 只 有 正切 函数 在 那 
里 为 正 . 特别 地 , 正弦 函数 为 负 , 又 由 于 我 们 已 经 把 sin (7x/6) 的 可 能 取 值 缩小 到 
1/2 或 -1/2 了, 因此 结果 一 定 是 负 的 那个 , 即 sin (7r/6) = 一 1/2. 
ASTC 图 唯一 的 问题 在 于 , 它 没 有 告诉 我 们 该 如 何 处 理 角 0, x/2, zt 或 3m/2， 
因为 它们 都 位 于 坐标 轴 上 . 这 种 情况 下 , 最 好 是 先 忘记 所 有 ASTC 的 内 容 , 然后 以 


恰当 的 方式 画 一 个 y = sin(z) (或 cos (z), 或 tan(z)) 的 
值 . 我 们 将 在 2.3 节 对 此 进行 
用 ASTC 方法 来 求 


旦 |. 


以 下 是 


(1) 画 出 象 卫 


图 , 确定 在 该 


(2) 如 果 你 想 要 的 角 寿 
图 像 , 从 图 像 中 读 取 数值 (2.3 节 有 一 些 例子 ). 
(3) 否则 , 找 出 在 代表 我 们 想 要 的 那个 角 的 射线 和 x 轴 


函数 的 


被 称 为 参考 角 . 


有 


(4) 如 果 可 以 , 使 上 


Ez 轴 或 y 轴 上 ( 即 没有 在 


究 


图 中 你 感 兴趣 的 角 在 哪里 
王 何 象 


图 像 , 并 且 从 图 像 9 


读 取 数 


介 于 0 到 2x 的 角 的 三 角 阔 数值 的 总 结 . 


一 ) 


日 那 张 习 


的 答案 , 除 ] 
(5) 使 月 


示 . 
为 了 求 出 


EE 要 的 表 来 求 出 参考 角 


上 
个 负 号 . 


然后 在 图 中 标 


该 角 . 
出 三 角 


限 跨 


FP), 那么 就 画 


之 间 最 小 的 角 , 这 个 角 


了 王 


的 三 角 函 数值 . 那 就 是 你 需 
你 可 能 还 需要 在 得 到 的 值 前 面 添 一 个 负 号 . 
昌 ASTC 图 来 决定 你 是 否 需要 
来 看 一 些 例子 . 如 何 求 cos (7x/4) 和 tan (9r/13) 呢 ? 我 们 


2 


个 一 个 地 看 . 对 于 


cos (7r/4), 我 们 注意 到 7/4 介 于 3/2 和 2 之 间 , 故 该 角 必 在 第 四 象限 , 如 图 2-11 所 


参考 角 , 注意 到 我 们 必须 向 上 走 到 2r (注意 ! 不 是 到 0), 因此 , 参考 


角 就 是 2x 和 7x/4 的 差 , 即 (2r 一 777/44), 或 简化 为 x/4. 所 以 cos (7r/4) 是 正 的 或 


负 的 cos (x/4). 根据 表 , cos (x/4) 是 1/V2. 但 到 底 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 
E, 故 结果 为 正 的 那个 : cos (7r/4) = 1/V2. 
现在 来 看 一 下 tan (9x/13). 我 们 发 现 9/13 介 于 1/2 和 1 之 间 , 故 角 9x/13 在 
, 如 图 2-12 所 示 . 


口 


可 知 , 在 第 四 象限 


第 二 象 险 


P 余 弦 为 J 


ASTC 图 


2.2 扩展 三 角 函 数 定 义 域 27 


2 

II I 

T 0(=27) 
一 参考 角 
至 

III 3x IV 
2 
图 2-11 


了 

工 I 

13 
参考 角 
n 0 ( 一 2x) 

III IV 

2 
图 2-12 


这 一 次 , 我 们 需要 走 到 r 以 到 达 x 轴 , 故 参 考 角 就 是 x 和 9m/13 的 差 , 即 


(x 一 9x/13), 或 简化 为 4r/13. 这 术 


f, 我 们 知道 tan (9x/13) 是 正 的 或 负 的 tan (4x/13). 


哎呀 , 可 是 数 4r/13 没有 在 我 们 的 表 里 面 , 因此 不 能 化 简 tan (4r/13). 可 我 们 还 是 
需要 确定 它 是 正 的 还 是 负 的 . 那 好 , ASTC 图 显示 , 在 第 二 象限 中 只 有 正弦 为 正 , 故 
正切 一 定 为 负 , 于 是 tan (9r/13) = 一 tan (4r/13). 这 就 是 不 使 用 近似 可 以 得 到 的 最 
简 形式 . 在 求解 微 积分 问题 的 时 候 , 我 不 建议 取 近 似 结果 , 除非 题目 中 有 明确 要 求 . 

个 常见 的 误解 是 , 当 你 计算 如 同 -tan (4x/13) 这 样 的 问题 时 , 由 计算 器 计算 出 来 
的 数 就 是 正确 答案 . 其 实 , 那 只 是 一 个 近似 ! 所 以 你 不 应 该 写 


一 tan(4r/13) = —1.448 750 113, 


况 下 , 使 用 约 等 号 和 更 少 的 小 数位 数 ， 


数 ): 


因为 它 不 正确 .就 应 该 号 -tan (4r/13), 除非 有 特别 的 要 求 , 让 做 近似 . 在 那 种 情 
并 恰当 化 整 近似 (除非 要 求 保 留 更 多 小 数位 


一 tan(4r/13) 2 —1.449. 


顺便 说 一 下 , 你 应 该 少 用 计算 器 . 习 


上 ,一些 大 学 甚至 不 允许 在 考试 中 使 用 计算 


器 ! 因此 , 你 应 该 尽量 避免 使 用 计算 器 


2.2.2 [0， 2X] 以 外 的 三 角 函 数 


还 有 一 个 问题 , 就 是 如 何 取 大 于 2 或 小 于 0 的 角 的 三 角 函 数 . 事实 上 , 这 并 不 


太 难 , 简单 地 加 上 或 减 去 2r 的 倍数 , 直到 你 得 到 的 角 在 0 和 2r 之 间 . 你 看 , 它 并 
1 如 , 如 果 我 让 你 站 在 一 点 面向 正 东 , 然后 逆 


不 是 在 2r 就 完了 . 它 是 一 直 在 旋转 . 人 


时 针 方 向 旋转 450°, 一 种 自然 的 做 法 是 , 你 旋转 一 整 周 , 然后 再 旋转 90°. 现在 你 应 
该 是 面向 正 北 . 当然 , 为 一 种 不 那么 头 尝 目眩 的 做 法 是 , 你 只 逆 时 针 方 向 旋转 90°， 
而 你 面向 的 是 同样 的 方向 . 因此 , 450? 和 90°? 是 等 价 的 角 . 当然 , 这 对 于 弧度 来 说 
也 一 样 . 这 种 情况 下 , 5r/2 弧度 和 x/2 弧度 是 等 价 的 角 . 但 为 什么 要 止步 于 旋转 一 
周 呢 ? 9x/2 弧度 又 如 何 ? 这 和 旋转 2r 两 次 (这 样 我 们 得 到 4r), 然后 再 旋转 /2 是 


28 第 2 章 三 角 学 回顾 


一 样 的 . 因此 , 在 得 到 最 终 的 r/2 之 前 , 我 们 做 了 两 周 徒劳 的 旋转 . 旋转 周 数 无 关 
紧要 , 我 们 再 次 得 到 9r/2 和 x/2 等 价 . 这 个 过 程 可 以 被 无 限 地 扩展 下 去 , 以 得 到 
等 价 于 x/2 的 角 的 一 个 家 族 : 
nT 5T 9T 13m 17T . 
9 和 
然 , 这 其 中 的 每 一 个 角 都 比 前 一 个 角 多 一 个 整 周旋 转 , 即 2x， 但 这 仍然 还 没 算 
完 . 如 果 你 做 了 所 有 这 些 逆 时 针 旋 转 , 并 感到 头晕 目眩 , 或 许 你 也 会 要 求 做 一 个 或 
两 个 顺 时 针 旋 转 来 缓和 一 下 . 这 就 相当 于 一 个 负 角 . 特别 地 , 如 果 你 面向 东 , 我 让 
你 道 时 针 旋 转 -270°, 对 我 这 个 怪异 要 求 唯 一 合理 的 解释 就 是 顺 时 针 旋 转 270? (或 
3r/2). 显然 , 你 最 终 仍然 会 面向 正 北 , 因此 , -270。 和 90° 一定 是 等 价 的 . 确实 , 我 
们 将 360° 加 到 -270。 上 就 会 得 到 90°. 使 用 弧度 , 我 们 则 看 到 , -3r/2 和 /2 是 等 
价 的 角 . 另外 , 我 们 可 以 要 求 更 多 负 的 ( 顺 时针 方 向 ) 整 周旋 转 . 最 后 , 以 下 就 是 等 
价 于 x/2 的 角 的 完全 的 集合 : 
本 l5x llx 7Tr 3x nx 5m 9r 13rr 17 i 
站 

这 个 序列 没有 开端 也 没有 结束 . 当 我 说 它 是 “完全 的 ”时 , 我 用 前 后 两 头 的 省 略 号 
代表 了 无 穷 多 个 角 . 为 了 避免 这 些 省 略 号 , 我 们 可 以 使 用 集合 符号 {x/2 十 2xn}), 其 
中 可 以 取 所 有 整数 . 

来 看 一 下 是 否 可 以 应 用 它 吧 . 如 何 求 sec (15r/4) 呢 ? 首先 , 注意 到 如 果 我 们 能 
够 求 出 cos (157/4), 所 要 做 的 就 是 取 其 倒数 以 得 到 sec (15x/4)， 因 此, 让 我 们 先 求 
cos (15r/4). 由 于 15/4 大 于 2, 让 我 们 先 试 着 消去 2. 这 样 , 15/4 一 2 = 7/4, 现在 它 
介 于 0 和 2 之 间 , 这 看 上 去 很 有 希望 了 . 代入 xr, 我 们 看 到 cos (15r/4) 和 cos (7r/4) 
是 一 样 的 , 并 且 我 们 已 经 求 出 其 结果 为 1/V2. 因此 , cos (15r/4) = 1/V3. 取 其 倒数 ， 


I 


我 们 发 现 sec (157/4) 就 是 V2. 


工 
2 


最 后 , sin (一 5x/6) 又 如 何 呢 ? 有 很 多 方 
法 来 求解 此 问题 , 但 上 面 提 到 的 方法 是 试 
着 将 2x 的 倍数 加 到 -5r/6 上 , 直到 结果 
a 是 介 于 0 到 27 的 . 事实 上 , 2x 加 上 一 5x/6 
为 顺 时 名 得 7x/6, 因此 , sin (一 5x/6) = sin (7r/6), 后 
方向 的 垩 ) 者 我 们 已 经 知道 等 于 -1/2. 另外 , 我 们 也 
II 3 IV 可 以 直接 画图 2-13. 
现在 , 你 必须 找 出 图 中 的 参考 角 . 不 难 
看 出 , 它 是 x/6, 然后 一 如 前 述 . 


2.3 三 角 函 数 的 


图 像 ” 29 


2.3 ”三 角 函 数 的 图 像 


记 住 正弦 、 余弦 和 正切 函数 的 图 像 会 非常 有 用 . 
着 , 它们 从 左 到 右 反复 地 重复 自己 . 例如 , 我 们 考虑 y = sin (x). 从 0 到 2 
看 上 去 如 图 2-14 所 示 . 


图 2-14 


你 应 该 做 到 能 够 不 假 思索 就 画 出 这 个 图 像 , 包括 0, x/2, x, 3r/2 和 27 的 位 置 . 
于 sin (z) 以 2r 为 单位 重复 (我 们 说 sin (z) 是 x 的 周期 函数 , 其 周期 为 2n), 通 


过 重复 该 模式 , 我 们 可 以 对 图 像 进行 扩展 , 得 到 图 2-15. 


这 些 函 数 都 是 周期 的 , 这 意味 


7 的 图 像 


图 2-15 


从 图 像 中 读 值 , 可 以 看 到 sn (3x/2) = -1 sin (一 x) = 0. 正如 之 前 注意 到 的 , 你 
应 该 这 样 去 处 理 r/2 的 倍数 的 问题 , 而 不 用 再 找 参考 角 那 么 麻烦 了 . 另 一 个 值得 注 
意 的 是 , 该 图 像 关 于 原点 有 180? 点 对 称 性 , 这 意味 着 , sin (z) 是 z 的 奇 函 


在 1.4 市 中 分 析 过 奇 侦 函 数 .) 
y = cos (z) 的 图 像 和 yy = sin (zx) 的 图 像 类 似 . 当 z 在 从 0 到 2x 上 
看 起 来 就 像 图 2-16. 


图 2-16 


数 . (我 们 


变化 时 , 它 


现在 , 利用 cos (z) 是 周期 冰 数 及 其 周期 为 2r 这 一 事实 , 可 对 该 图 像 进行 扩展 ， 


得 到 图 2-17. 


图 2-17 


例如 , 如 果 你 想 要 求 cos (m), 只 需 从 图 像 上 读 取 , 你 会 看 到 结果 是 -1. 此 外 , 注 
意 到 该 图 像 关 于 y 轴 有 镜面 对 称 性 . 这 说 明 , cos (z) 是 x 的 偶 函 数 . 
现在 ,y = tan (z) 略 有 不 同 . 最 好 是 先 画 出 x 介 于 -A/2 到 /2 的 图 像 , 如 图 


2-18 所 示 . 


:y=tan(2) 5<7< 


[OE] 


图 2-18 
与 正弦 函数 和 余弦 函数 不 同 的 是 , 正切 冰 数 有 垂直 渐 近 线 . 此 外 , 它 的 周期 是 
有, 而 不 是 2x， 因 此 , 上 述 图 样 可 以 被 重复 以 便 得 到 y = tan (z) 的 全 部 图 像 , 如 图 
2-19 所 示 . 
y=tan(%, 


图 2-19 


2.3 三 角 函 数 的 图 像 ” 31 


很 明显 , 当 z 是 r/2 的 奇数 倍数 时 , y = tan (z) 有 垂直 渐 近 线 (因而 此 处 是 无 
定义 的 ). 此 外 , 图 像 的 对 称 性 表明 , tan (z) 是 x 的 奇 函 数 . 

y 二 sec(z)、y = 二 csc(z) 及 y== cot(z) 的 图 数 图 像 也 值得 我 们 去 学 习 , 它们 分 
别 如 图 2-20、 图 2-21 及 图 2-22 所 示 . 

从 它们 的 图 像 中 , 可 以 得 到 所 有 六 个 基本 三 角 函 数 的 对 称 性 的 性 质 , 这 些 也 都 
值得 学 习 . 


sin (ZX)、tan (x)、cot (x), 及 csc (x) 都 是 z 的 奇 函 数 . cos (zx) 
和 sec (z) 都 是 z 的 偶 函 数 . 


因此 , 对 于 所 有 的 实数 zx, 我 们 有 sin (一 x) = 一 sin (x), tan (一 x) = 一 tan (zj, cos (一 Z) = 
cos (Z). 
y= sec(7) 


5 
Wi 


图 2-21 


32 第 


y=cot(z) 


来 表示 : 


(有 时 , 根据 这 些 恒 等 


三 角 函 数 间 的 关系 用 来 十 分 方便 . 首先 


式 ， 用 了 


是 你 被 卡 住 时 不 得 已 而 为 之 的 下 下 策 .) 


所 有 三 


角 恒 


这 对 于 任意 的 x 都 成 并 . (为 


是 1, 其 中 一 个 角 为 z， 


等 式 中 最 重要 的 就 


E 弦 和 余弦 来 代 葵 每 一 个 


是 毕 达 哥 拉 斯 定理 了 ( 


图 2-22 
2.4 三 角 恒 等 式 
0 


正切 和 余 切 会 有 帮助 , 但 这 只 


, 注意 到 正切 和 余 切 可 以 由 正弦 和 余弦 


cos2(z) + sin2(z) = 1. 


十 么 这 是 


现在 , 让 这 个 等 式 P 


该 公式 在 微 积分 分 里 也 会 经 常 出 现 另外 , 你 也 可 以 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 等 


以 sin2 (z), 得 到 以 下 等 


毕 达 哥 拉 斯 定理 呢 ? 如 果 
己 验 证 三 角形 的 其 他 两 条 边 长 就 是 cos (z) 
而 边 同 除 以 cos? (z). 你 应 该 能 够 得 到 以 下 


1 十 tan2(z) = sec2(z)， 


cot2(Z) 十 1 一 csc2(Z). 


这 个 公式 好 像 没 有 其 他 公式 出 现 得 那么 频繁 . 


角 函 数 之 下 


一 


“cc 2 开 


和 是 x/2 (或 90°). 可 不 是 说 它们 相互 恭维 . 


关系 : 


头 的 . 这 是 “ 互 余 ”(complementary) 的 简称 . 


说 


用 三 角 函 数 表示 )， 


直角 三 角形 的 斜 边 


和 sin (x).) 
结果 : 


式 两 边 同 除 


] 还 有 其 他 一 些 关系 . 你 注意 到 了 吗 ? 一 些 函 数 的 名 字 是 以 音节 
两 个 角 互 余 , 意味 着 它们 的 


好 吧 , 不 玩 双关 了 , 事实 是 有 以 下 一 般 


三 角 函 数 (z) = co- 三 角 函 数 (5 > 
特别 地 , 有 : 

sin(z )=cos (3 —7), tan(Z) = cot (3—z), sec(z )=csc (3 —2). 
其 至 当 ep 角 男 数 名 中 已 经 带 有 一 这 汉民 “GO 时 ， 以 上 公式 仍然 适用 ; 你 只 需要 认识 到 ， 
余 角 的 余 角 就 是 原始 的 角 ! 例如 , co-co-sin 事实 上 就 是 sin, co-co-tan 事实 上 就 是 
tan. 基本 上 , 这 意味 着 我 们 还 可 以 说 : 

cos(Z) = sin 上 一 zj cot(Z) = tan (3 一 a csc(Z) = sec (= 一 让 

最 后 , 还 有 一 组 恒等式 值得 我 们 学 习 . 这 些 恒等式 涉及 角 的 和 与 倍 角 公式 . 特 

别 地 ， 我 们 应 该 记 住 下 列 公式 ， 


sin(A+ B)= sin(A)cos(B)+ cos(A)sin(B) 
cos(A+B)= cos(A)cos(B)— sin(A)sin(B). 


还 应 该 记 住 , 你 可 以 切换 所 有 的 正 号 和 负 号 , 得 到 一 些 相关 的 公式 : 

sin(A— B)= sin(A)cos(B)— cos(A)sin(B) 

cos(A— B)= cos(A)cos(B)+ sin(A)sin(B). 

对 于 上 述 方 框 公 式 中 的 sin (4 十 B) 和 cos (4 十 B), 令 4 = B= zz, 我们 就 会 得 玉 
另 一 个 有 用 的 结果 . 很 明显 , 正弦 公式 是 sn (2z) = a ) cos (x). 但 让 我 们 更 仔 
细 看 一 下 余弦 公式 . 它 会 变 成 cos (2z) = cos? (x) 一 sin? (z); 这 本 身 没 错 , 但 更 有 用 
的 是 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 sin? (x) 十 cos? (z) = 1 将 cos (2z) 表示 成 为 2cos? (xz) 一 1 
或 1 一 2sin? (x) (自己 验证 一 下 它们 是 成 立 的 0). 综 上 , 倍 角 公式 为 : 


es 


sin(27x) = 2sin(x) cos(x) 
cos(2z) = 2cos2(z) — 1=1— 2sin’(z). 


那么 如 何 用 sin (z) 和 cos (z) 来 表示 sin (4z) 呢 ? 我 们 可 以 将 4x 看 作 两 倍 的 2z, 并 
使 用 正弦 恒等式 , 写作 sin (4z) = 2sin (2x) cos (2z). 然后 应 用 两 个 恒等式 , 得 到 

sin(47x) = 2(2sin(x) cos(z))(2cos2(z) — 1) = 8sin(x) cos?(x) 一 4sin(z) cos(x). 
类 似 地 ， 

cos(4z) = 2cos2(27) 一 1 一 2(2cos2(z) 一 1 一 1 一 8cos4(z) 一 8cos2(z) 十 1 
你 不 用 记 这 后 两 个 公式 ; 相反 , 你 要 确保 理解 了 如 何 使 用 倍 角 公式 来 推导 它们 . 

如 果 你 能 够 掌握 本 章 涉 及 的 所 有 三 角 学 内 容 , 就 能 够 很 好 地 学 习 本 书 的 剩余 

分 了 . 因此 , 抓紧 时 间 消 化 这 些 知 识 吧 . 做 一 些 例题 , 并 确保 你 记 住 了 那 张 很 重 
的 表格 和 所 有 方 框 公式 . 


A 


六 器 
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如 果 没 有 极限 的 概念 , 那么 微 积分 将 不 复 存在 . 这 意味 着 , 我 们 将 用 大 量 的 时 
间 来 研究 它们 . 事实 证 明 , 虽然 恰当 地 定义 一 个 极限 是 件 相 当 丈 手 的 事情 , 但 你 仍然 
有 可 能 对 极限 有 个 直观 理解 , 而 无 须 深入 其 中 的 具体 细节 . 这 对 于 解决 微分 和 积 4 
问题 已 经 足够 了 . 因此 , 本 章 仅仅 包含 对 极限 的 直观 描述 ; 正式 描述 请 参见 附录 A. 
总 的 来 说 , 以 下 就 是 我 们 会 在 本 章 讲 解 的 内 容 : 

。 对 于 极限 是 什么 的 直观 概念 ; 

。 左 、 右 与 双 侧 极限 , 及 在 oo 和 -co 处 的 极限 ; 
何 时 极限 不 存在 ; 
。 三 明治 定理 (也 称 作 “来 允 定 理 ”). 


3.1 极限: 基本 思想 


让 我 们 开始 吧 . 我 们 从 某 个 函数 f 和 xz 轴 上 的 一 点 出 发 , 该 点 称 为 a. 需要 理 
解 的 是 : 当 z 非常 非常 接近 于 a, 但 不 等 于 a 时 , f(x) 是 什么 样子 的 ? 这 是 一 个 非 
常 奇 怪 的 问题 , 人 类 相对 晚近 才 发 展 出 微 积分 很 可 能 就 是 因为 这 个 原因 吧 . 

这 里 有 一 个 例子 , 说 明了 为 什么 要 提出 这 样 的 问题 . 令 /的 定义 域 为 R\ {2} 
( 除 2 以 外 的 所 有 实数 ), 并 设 f(z) = x 一 1. 这 可 以 写作 : 

f(z)=zx-1 当 z 关 2. 


7 网 这 看 起 来 好 像 是 一 个 古怪 的 函数 . 毕竟 , 到 底 为 什么 
1 要 将 2 从 定义 域 中 去 除 掉 呢 ? 其 实 , 在 下 一 章 就 会 看 
人 到 , f 很 自然 地 就 是 个 有 理 函数 (参见 4.1 节 的 第 二 
个 例子 ) 不 过 现在 , 让 我 们 姑且 接受 了 的 定义 , 并 画 

出 其 图 像 , 如 图 3-1 所 示 . 

图- 二 那么 了 (2) 是 什么 呢 ? 或 许 你 会 说 了 (2) = 但 这 
是 大 错 特 错 了 , 因为 2 根本 不 在 f 的 定义 域 中 . 你 所 能 给 出 的 最 好 回答 就 是 f (2) 
是 无 定义 的 . 另 一 方面 , 当 z 非常 非常 接近 于 2 的 时 候 , 我 们 可 以 找到 一 些 f (zx) 
的 值 , 并 看 看 将 会 有 什么 发 生 . 例如 , f (2.01) = 1.01, f (1.999) = 0.999. 稍 作 思 考 ， 
你 会 发 现 当 z 非常 非常 接近 于 2 的 时 候 , f(z) 的 值 会 非常 非常 接近 于 1. 

还 有 , 只 要 令 z 充分 地 接近 于 2, 那么 你 想 多 接近 于 1 就 能 多 接近 于 1, 却 又 
不 是 真 的 达到 1， 例 如 , 如 果 你 想 要 f(x) 在 1 土 0.0001 内 , 可 以 取 在 1.9999 和 
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2.0001 之 间 的 任意 的 x 值 (当然 , 除了 z = 2, 这 是 禁止 的 )， 如 果 你 想 要 f (x) 在 
1 士 0.000 007 内 , 那么 选取 z 的 时 候 , 你 不 得 不 更 细心 一 点 . 这 一 次 , 你 需要 取 在 
1.999 993 和 2.000 007 之 间 的 任意 值 了 (当然 , 还 是 除了 2). 

这 些 思 想 会 在 附录 A 的 A.1 节 里 有 更 详细 的 描述 . 不 过 现在 , 让 我 们 回 到 正 
题 , 直接 写 出 


lim f(x) = 
如 果 你 大 声 将 它 读 出 来 , 它 听 起 来 应 该 像 是 “ 当 z 趋 于 2, f (x) 的 极限 等 于 1”. 再 
次 说 明 , 这 意味 着 , 当 z 接近 于 2( 但 不 等 于 2) 时 , f (zx) 的 值 接近 于 1. 那 到 底 有 多 
近 呢 ? 你 想 要 多 近 就 能 多 近 . 以 上 陈述 的 另外 一 个 写法 是 
jz) 一 1 当 z 一 2. 
这 个 写法 更 难 用 来 计算 , 但 其 意义 很 清晰 : 当 x 沿 着 数 轴 从 左 侧 或 者 从 右 侧 趋 近 于 
2 时 , f(z) 的 值 会 非常 非常 接近 于 1( 并 保持 接近 的 
状态 !). 3 
现在 , 取 上 述 函 数 f 并 对 它 做 一 点 改动 . 假设 有 
新 的 函数 g, 其 图 像 如 图 3-2 所 示 . | 
函数 g 的 定义 域 是 所 有 实数 , 并 且 g (x) 可 以 被 SE 
定义 为 如 下 的 分 段 函 数 : 
_ jz—1 如 果 zz 冯 2， 
‘0 如 果 z=2 
lim g (x) 是 什么 呢 ?这 里 的 关键 是 , g(2) 的 值 和 该 极限 是 不 相关 的 ! 只 有 那些 在 x 接 
近 于 2 时 的 g(x) 的 值 , 而 不 是 在 2 处 的 值 , 才 是 问题 的 关键 . 如 果 忽 略 x = 2, 函数 
9 和 之 前 的 函数 f a 因此 , 尽管 g(2) = 3, 我 们 还 是 有 lim g (z) =1. 
这 里 的 要 点 是 , 当 你 写 


图 3-2 


lim f(z) = 

Z 一 2 
的 时 候 , 等 式 左 边 实际 上 不 是 x 的 函数 ! 要 记 住 , 以 上 等 式 是 说 , 当 x 接近 于 2 时 ， 
f(z) 接近 于 1. 事实 上 , 我 们 可 以 将 x 蔡 换 成 其 他 任意 字母 , 上 式 仍然 成 立 . 例如 ， 


当 4 接近 于 2 时 , f(q) 接近 于 1, 因此 我 们 有 
了 f(g) = 


也 可 以 写成 
lim f(%) = 1, lim f(z)=1, lim f(aQ) = 
用 光 了 所 有 的 字母 和 符号 ! 这 里 的 要 点 是 , 在 极限 
lim /oz 一 1 
中 , 变量 x 只 是 一 个 虚拟 变量 . 它 是 一 个 暂时 的 标记 , 用 来 表示 某 个 (在 上 述 情况 
下) 非常 接近 于 2 的 量 . 它 可 以 被 蔡 换 成 其 他 任意 字母 , 只 要 将 换 是 彻底 的 ; 同样 


如 此 等 等 , 直至 


二 


上 
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你 求 出 极限 的 值 时 , 结果 不 可 能 包含 这 个 虚拟 变量 .所 以 对 虚拟 变量 你 要 灵活 


念 眶 
i 
HH 


3.2” 左 极限 与 右 极 限 
我 们 已 经 看 到 , 极限 描述 了 函数 在 一 个 定点 附近 的 行为 . 现在 想 想 看 , 你 会 如 何 


描述 图 3-3 中 h(x) 在 z=3 附近 的 行为 . 
y=h(D 当然 , 就 趋 于 极限 的 行为 而 言 , h (3) = 2 
2 实际 上 是 无 关 紧 要 的 . 现在 , 当 你 从 左 侧 接近 
' 于 z = 3 时 会 发 生 什 么 呢 ?” 想 象 一 下 , 你 是 


中 的 远足 者 , 顺 着 山 势 上 下 . h(x) 的 值 会 告 
当 你 的 水 平 位 置 是 z 时 , 你 所 在 高 度 是 
少 . 因此 , 如 果 你 从 图 的 左边 向 右 走 , 那么 
es 当 你 的 水 平 位 置 接近 于 3 时 , 你 所 在 高 度 就 会 
接近 于 1. 当然, 当 到 达 x = 3 时 你 会 陡然 附 
落 (更 不 用 说 那个 古怪 的 小 突起 ), 但 暂时 我 们 不 关心 . 这 时 任何 在 x = 3 右 侧 的 值 ， 
包含 x = 3 本 身 对 应 的 值 , 都 是 无 关 紧要 的 . 因此 , 就 可 以 看 到 h(x) 在 xz=3 的 左 
极限 等 于 1. 
男 一 方面 , 如 果 你 从 图 的 右边 向 左 走 , 那么 当 你 的 水 平 位 置 接近 于 x = 3 时 ， 
你 所 在 高 度 就 会 接近 于 -2. 这 就 是 说 , h (x) 在 x = 3 的 右 极限 等 于 -2. 这 时 任何 
在 z=3 左 侧 (包含 zx= 3 本 身 ) 的 值 都 是 无 关 紧 要 的 . 
可 将 上 述 发 现 总 结 如 下 : 
im h(x)=1 及 Lm h(x) = 一 2. 
在 上 面 第 一 个 极限 中 3 后 的 小 减 号 表示 该 极限 是 一 个 左 极限 , 第 二 个 极限 中 3 后 
的 小 加 号 表示 该 极限 是 一 个 右 极限 . 要 在 3 的 后 面 写 上 减 号 或 加 号 , 而 不 是 在 前 面 ， 
这 是 非常 重要 的 ! 例如 , 如 果 你 写成 
二 a. 
那么 指 的 是 h(x) 在 z = -3 时 的 通常 的 双 侧 极限 , 而 不 是 h(z) 在 x = 3 时 的 
左 极限 . 这 确实 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 顺便 说 一 下 , 在 左 极 限 的 极限 符号 底下 写 
Zz 二 3- 的 理由 是 , 此 极限 只 涉及 小 于 3 的 x 的 值 . 也 就 是 说 , 你 需要 在 3 上 减 一 
点 点 来 看 会 有 什么 情况 发 生 . 类 似 地 , 对 于 右 极限 , 当 你 写 z 一 3+ 的 时 候 , 这 意味 
着 你 只 需要 考虑 如 果 在 3 上 加 一 点 点 会 有 什么 情况 发 生 . 
正如 我 们 将 在 下 一 节 看 到 的 , 极限 不 是 总 存在 的 . 但 这 里 的 要 点 是 : 通常 的 双 


侧 极限 在 x = a 处 存在 , 仅 当 左 极限 和 右 极 限 在 x = a 处 都 存在 且 相 等 ! 在 这 种 情 
况 下 , 这 三 个 极限 ( 双 侧 极限 、 左 极限 和 右 极限 ) 都 是 一 样 的 . 用 数学 的 语言 描述 ， 
我 们 说 ， 
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lm f(x)=LEH lim f(x)=L 
等 价 于 
lim 1(2) = 
如 果 左 极限 和 右 极 限 不 相等 , 例如 上 述 例子 中 的 函数 h, 那么 双 侧 极限 不 存在 . 我 


lim h(z) 不 存在 
或 使 用 缩写 “DNE” 表 示 “ 不 存在 ”. 


3.3” 何 时 不 存在 极限 
我 们 刚刚 看 到 , 当 相应 的 左 极 限 和 右 极 限 不 相等 时 双 侧 极限 不 存在 . 这 里 有 一 
更 戏剧 性 的 例子 . 考虑 f (x) = 1/z 的 图 像 , 如 图 3-4 所 示 . lim f (2) 是 什么 呢 ? 
双 侧 极限 在 那里 不 大 可 能 存在 . 因此 , 我 们 先 来 试 着 求 一 下 右 极 限 ， lim, f(z). 看 
一 下 图 像 , 当 x 是 正 的 且 接 近 于 0 时 , f (zx) 看 起 来 好 像 非常 大 . 特别 是 , 当 x 从 右 
侧 滑 向 0 时 , 它 看 起 来 并 不 接近 于 任何 数 ; 它 就 是 变 得 越 来 越 大 了 . 但 会 有 多 大 呢 ? 
它 会 比 你 能 想象 到 的 任何 数 都 大 ! 我 们 次 该 极限 是 无 穷 大 ， 并 写作 


lim — = o0. 
rz 0+ 人 7 


因为 当 xz 向 0 上升 时 , f(x) 会 变 得 越 来 越 负 . 这 就 


类 似 地 , 这 里 的 左 极限 是 -oo， 
是 说 ， 


lim — = —o0. 
2 一 0 一 几 


于 左 极限 和 右 极限 不 相等 , 故 双 侧 极限 显然 不 存在 . 另 一 方面 , 考虑 函数 g， 
其 定义 为 g(x) = 1/z2, 其 图 像 如 图 3-5 所 示 . 


图 3-5 
此 函数 在 z = 0 处 的 左 极限 和 右 极 限 都 是 co, 因此 你 也 可 以 说 lim 1/z2 = co. 
顺便 说 一 下 , 现在 我 们 有 了 一 个 关于 “垂直 渐 近 线 ” 的 正式 定义 : 


图 3-4 
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池 在 > = 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 ” 说 的 是 ，lim, f(z) 和 lim f(z) 
其 中 至 少 有 一 个 极限 是 oo 或 -oo. 


现在 , 可 能 会 出 现 左 极限 或 右 极限 不 存在 的 情况 吗 ? 答案 是 肯定 的 ! 例如 , 让 我 们 
来 看 一 个 怪异 的 函数 g, 其 定义 为 g (z) = sin (1/z). 此 函数 的 图 像 看 起 来 会 是 什么 
样 的 呢 ? 首先 , 让 我 们 来 看 一 下 z 的 正 值 . 由 于 sin (z) 在 z = ,2m,3r,…… 上 的 值 
全 为 0, 因而 sin (1/z) 在 1/z 二 x,2n,3n,.… 上 的 值 全 为 0. 我 们 取 其 倒数 , 会 发 现 
二 二 的 值 全 为 0， 这 些 数 就 是 sin (1/z) 的 x 轴 截 8 
在 数 轴 上 , 它们 看 起 来 如 图 3-6 所 示 . 
UO | | _ | rr | 
站 


图 3-6 


以 


[ZI 


正如 你 看 到 的 , 当 接 近 于 0 的 时 候 , 它们 都 挤 在 了 一 起 . 由 于 在 每 一 个 z 轴 截 
距 之 间 , sin (x) 向 上 走 到 1 或 向 下 走 到 -1, 因此 , sin (1/x) 也 一 样 . 把 目前 已 知 的 
画 出 来 , 可 得 到 图 3-7. 


图 3-7 
那么 dm sin (1/z) 是 什么 呢 ? 以 上 网 像 在 z = 0 附近 很 杂乱 . 它 无 限 地 在 1 


和 一 1 之 间 毛 荡 ， 当 你 从 右 侧 向 > = 0 处 移动 时 , 振荡 会 越 来 越 快 . 这 里 没有 垂直 渐 
近 线 , 也 没有 极限 ”. 当 xz 从 右 侧 趋 于 x = 0 时 , 该 函数 不 趋 于 任何 数 . 因此 可 以 说 ， 
Lm sin (1/z) 不 存在 (DNE). 我 们 会 在 下 一 节 将 y = sin (1/z) 的 图 像 补充 完整 . 


3.4 在 oo 和 一 oo 处 的 极限 


还 有 一 类 需要 研究 的 极限 . 我 们 已 经 研究 了 在 接近 一 点 x = a 时 的 函数 行为 . 
然而 在 有 些 情况 下 , 重要 的 是 要 理解 当 x 变 得 非常 大 时 , 一 个 函数 的 行为 如 何 . 换 


? 


@ 正式 的 证 明 请 参见 附录 A 的 A.3.4 疗 . 
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名 话说 , 我 们 感 兴趣 的 是 , 研究 当 变量 z 趋 于 oo 时 函数 的 行为 . 我 们 想 写 出 

im f(2)=L, 

并 以 此 表示 , 当 x 很 大 的 时 候 , f (x) 变 得 非常 接近 于 值 大, 并 保持 这 种 接近 的 状态 . 
(更 多 详情 请 参见 附录 A 的 A.3.3 节 . ) 重要 的 是 要 意识 到 , 写 出 “lim f(z)= 
表示 /的 图 像 在 y = 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 . 类 似 地 , 当 x 趋 于 -ce 时 , 我 们 
写 出 


lim jz) 三 也 
它 表示 当 x 变 得 越 来 越 负 (或 者 更 确切 地 说 , -x 变 得 越 来 越 大 ) 时 ，/(z) 会 变 得 
非常 接近 于 值 L, 并 保持 接近 的 状态 . 当然 , 这 对 应 于 函数 y = f(z) 的 图 像 有 一 条 
左 侧 水 平 渐 近 线 . 如 果 愿 意 , 你 也 可 以 把 这 些 转化 为 定义 : 
“f 在 y= 工 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 ” 意味 着 lim f(z)= 工 . 
“f 在 y=M 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 ” 意味 着 lim f(x)=M. 


当然 , 像 y = z2 这 样 的 函数 没有 任何 水 平 渐 近 线 , 因为 当 x 变 得 越 来 越 大 时 , y 值 
只 会 无 限 上 升 . 用 符号 表示 , 我 们 可 以 写作 lim z2 = oo. 另外 , 极限 也 有 可 能 不 存 
在 . 例如 ，lim sin (z). sin (z) 会 变 得 越 来 越 接近 何 值 (并 保持 这 种 接近 状态 ) 呢 ? 它 
只 是 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 因此 绝 不 会 真正 地 接近 任何 地 方 . 此 函数 没有 水 平 
渐 近 线 , 也 不 会 趋 于 oo 或 -oo; 你 所 能 作 的 最 好 回答 是 ，lim sin (z) 不 存在 (DNE). 
证 明 请 参见 附录 A 的 A.3.4 节 . 

让 我 们 回 到 上 一 节 看 到 的 函数 f, 其 定义 为 f(z) = sin (1/z). 当 x 变 得 非常 
大 时 会 怎么 样 呢 ? 首先 , 当 x 很 大 时 , 1/z 会 非常 接近 于 0. 由 于 sin (0) = 0, 那么 
sin (1/z) 就 会 非常 接近 于 0. x 越 大 , sin (1/z) 就 会 越 来 越 接近 于 0. 我 的 论证 有 点 
粗略 , 但 希望 能 说 服 你 相信 ? 


dm sin(1/z) = 0. 
因此 , sin (1/z) 在 y = 0 处 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 这 就 能 够 扩展 我 们 之 前 画 的 y = 
sin (1/z) 的 图 像 , 至 少 是 向 右边 做 扩展 . 我 们 仍旧 担心 当 x < 0 时 会 发 生 什么 . 事 
青 不 是 太 精 糕 , 因为 f 是 一 个 奇 函数 . 理由 是 


f(z) = sin (三) =sin( !) = 一 sin ( 三 一 帮 z). 


注意 到 我 们 使 用 了 sin (z) 是 z 的 奇 函 数 的 事实 来 由 sin (-1/z) 得 到 一 sin (1/z). 
这 样 一 来 , 由 于 奇 函数 有 一 个 很 好 的 性 质 , 就 是 其 图 像 关 于 原点 对 称 (参见 1.4 节 )， 
可 以 完整 地 画 出 y = sin (1/z) 的 图 像 , 如 图 3-8 所 示 . 


让 


一 


@ 如 果 你 不 信 , 请 参见 附录 A 的 A.4.1 节 ! 
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图 3-8 


同样 , 很 难 画 出 当 x 在 0 附近 时 的 情况 . z 越 接近 0, 此 函数 就 会 振荡 得 越 激 
烈 . 当然 , 该 函数 在 z = 0 处 无 意义 . 在 上 图 中 , 我 选择 避免 在 中 间 画 得 密密麻麻 ， 
而 是 把 那里 的 激烈 振荡 留 给 你 想象 . 
大 的 数 和 小 的 数 


希望 我 们 都 认同 1000000000000 是 一 个 大 的 数 . 那么 -1000000000000 呢 ? 
或 许 这 会 引起 争议 , 但 我 要 让 你 把 它 看 作 是 一 个 大 的 负数 , 而 不 是 一 个 小 的 数 . 举 
个 小 的 数 的 例子 , 0.000 000 001, 同时 -0.000000 001 也 是 一 个 小 的 数 (更 确切 地 说 ， 
是 一 个 小 的 负数 )， 有 趣 的 是 , 我 们 不 打算 把 0 看 作 是 个 小 的 数 : 它 就 是 零 . 因此 ， 
下 面 就 是 我 们 对 于 大 的 数 和 小 的 数 的 非 正式 定义 : 

。 如 果 一 个 数 的 绝对 值 是 非常 大 的 数 , 则 这 个 数 是 大 的 ; 

。 如 果 一 个 数 非常 接近 于 0 (但 不 是 真 的 等 于 0), 则 这 个 数 是 小 的 . 

尽管 上 述 定 义 在 我 们 的 实际 应 用 中 很 有 帮助 , 但 这 实在 是 一 个 没有 说 服 力 的 定 
义 . “非常 大 ”和 “非常 接近 于 0” 分 别 意味 着 什么 ? 好 吧 , 我 们 考虑 极限 

im f(z)=L. 
正如 之 前 看 到 的 , 它 表 示 当 x 是 一 个 足够 大 的 数 时 ， f(x) 的 值 就 会 几乎 等 于 也. 可 

问题 是 , 多 大 才 是 “足够 大 ” 呢 ? 这 取决 于 你 想 让 f (x) 距离 L 有 多 近 ! 不 过 , 从 实 
际 应 用 的 角度 出 发 , 如 果 y = f (x) 的 图 像 看 上 去 开始 变 得 靠近 在 y = 工 的 水 平 渐 
近 线 , 那么 这 个 数 z 足够 大 . 当然 , 一 切 都 依赖 于 函数 f 的 定义 , 例如 图 3-9 中 的 两 
种 情况 . 


y=f (2 y=f (2) 


10 100 200 10 100 200 
图 3-9 


在 这 两 种 情况 下 , (10) 都 不 在 工 的 附近 . 在 左 图 中 , 当 x 至 少 是 100 时 , f (zx) 
看 上 去 非常 接近 于 元, 因此, 任何 比 100 大 的 数 都 是 大 数 . 在 右 图 中 , f (100) 远离 L， 
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因此 , 现在 的 100 就 不 是 足够 大 了 . 在 这 种 情形 下 , 你 可 能 需要 走 到 200. 那么 你 能 
够 只 选取 一 个 像 1000 000 000 000 这 样 的 数 , 然后 说 它 已 经 很 大 了 吗 ? 不 可 以 , 因为 
一 个 函数 有 可 能 一 直 起 伏 不 定 , 直到 比如 5000000000000 才 变 得 趋 于 它 的 水 平 渐 
近 线 . 这 里 的 要 点 是 , “大 的 ”一 词 必 须 考虑 到 相关 的 某 个 函数 或 极限 才 有 意义 . 幸 
好 , 没有 最 大 , 只 有 更 大 , 往 上 还 大 有 余地 甚至 一 个 像 1000 000 000000 这 样 
的 数 , 相对 于 1010 ( 古 蕊 尔 ) 来 说 还 是 相当 小 , 而 1010 与 101000000 比 起 来 又 是 那 
么 微不足道 .……… 顺便 说 一 下 , 我 们 会 经 常 使 用 术语 “在 oo 附近 ”来 代替 “大 的 
正 的 数 "，( 在 字面 意义 上 说 , 一 个 数 不 可 能 真 的 在 oo 附近 , 因为 co 无 穷 远 . 不 过 
在 xz 一 oo 时 的 极限 的 语 境 中 , “在 oo 附近 ”的 说 法 还 是 说 得 通 的 .) 
当然 , 所 有 这 些 也 都 适用 于 x 一 -co 时 的 极限 , 你 只 需 在 上 述 所 有 大 的 正 的 数 
之 前 添加 一 个 负 号 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 有 时 会 说 “在 -co 附近 ”来 强调 我 们 所 指 
的 是 大 的 负 的 数 . 

另 一 方面 , 我 们 会 经 常 看 到 极限 

lim /oz) = 也 dm, f(z)=L 或 i f(x)=L. 

在 上 述 三 种 情况 下 , 我 们 知道 , 当 z 足够 接近 于 0 时 , f(x) 的 值 几乎 是 L. (对 于 右 
极限 , x 还 必须 为 正 ; 而 对 于 左 极限 , x 还 必须 为 负 . ) 那么 zx 必须 离 0 多 近 呢 ? 这 
取决 于 函数 f. 因此 , 当 说 一 个 数 是 “小 的 ”( 或 者 “接近 于 0”) 时 , 必须 结合 某 个 函 
数 或 极限 的 语 境 来 考虑 , 就 像 在 “大 的 ”情形 中 一 样 . 

尽管 这 一 番 讨 论 让 之 前 的 非 正 式 定义 确实 变 得 更 严谨 了 一 些 , 但 它 仍 不 算 完 
美 . 如 果 你 想 了 解 更 多 , 真 的 应 该 查看 一 下 附录 A 的 A.1 节 和 A.3.3 节 . 

3.5 “关于 渐 近 线 的 两 个 常见 误解 

现在 是 时 候 来 纠正 一 些 关 于 水 平 渐 近 线 的 常见 误解 了 . 首先 , 一 个 函数 不 一 定 
要 在 左右 两 边 有 相同 的 水 平 渐 近 线 . 在 3.3 节 F (z) = 1/z 的 图 像 中 , 左右 两 侧 都 有 
y 二 0 这 条 水 平 渐 近 线 . 也 就 是 说 ， 


1 
lim i110 和 lim 一 三 0. 
zo00 全 Z 一 一 co TX 


然而 , 考虑 图 3-10 中 y= tan-1(z) (或 反 三 角 函 数 y = arctan (z), 你 可 以 使 用 这 两 
种 写法 中 的 任意 一 种 ) 的 图 像 . 


图 3-10 
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此 函数 在 y= x/2 处 有 一 条 右 侧 水 平 渐 近 线 , 在 y = 一 x/2 处 有 一 条 左 侧 水 平 
渐 近 线 , 它们 是 不 同 的 . 也 可 以 用 极限 来 表示 : 


Mla 


lim tan-!i(z)=~=| 和 | lim tan-!(x)=— 


因此 , 一 个 函数 的 确 可 以 有 不 同 的 右 侧 和 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 最 多 只 能 有 两 条 水 平 
渐 近 线 (一 条 在 右 侧 , 另 一 条 在 左 侧 ). 它 也 有 可 能 一 条 都 没有 , 或 者 只 有 一 条 . 例 
如 , y = 2* 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 但 没有 右 侧 水 平 渐 近 线 (参见 1.6 节 的 图 像 ). 
这 和 垂直 渐 近 线 相 反 : 一 个 函数 可 以 有 很 多 条 垂直 渐 近 线 (例如 , y = tan (zx) 有 无 
穷 多 条 垂直 渐 近 线 ). 

另外 一 个 常见 误解 是 , 一 个 函数 不 可 能 和 它 的 渐 近 线 相 交 . 或 许 你 曾 学 到 , 渐 
近 线 是 一 条 函数 越 来 越 接 近 但 永远 不 会 相交 的 直线 . 这 并 不 正确 , 至 少 当 你 讨论 的 
是 水 平 渐 近 线 时 . 例如 , 考虑 定义 为 jz) = sin (z) /z 的 函数 f, 这 里 我 们 只 关心 当 
2z 是 很 大 的 正 数 时 的 函数 行为 . sn (z) 的 值 在 -1 和 1 之 间 振 荡 , 因此 , sin (z) /z 的 
值 在 曲线 y = -1/z 和 w= 1/z 之 间 振 荡 . 此 外 , sn(z) /z 和 sin (zx) 有 相同 的 零点 ， 
即 r, 2r, 3x,.…. 综合 所 有 的 信息 , 其 图 像 如 图 3-11 所 示 . 


下 型 局 ,号 


图 3-11 


图 像 中 用 虚线 表示 的 曲线 y= 1/z 和 w= 一 1/z 形成 了 正弦 波 的 包 络 . 毫 无 疑 
问 , 正如 你 从 图 像 中 看 到 的 ， 


jmp Sin(Z) 
Z 一 oo 站 


必定 成 立 . 这 意味 着 , x 轴 是 广 的 水 平 渐 近 线 , 尽管 y = f(z) 的 图 像 与 > 轴 一 次 又 
一 次 地 相交 . 为 了 证 明 上 述 极限 , 我 们 需要 应 用 所 谓 的 三 明治 定理 . 这 个 证 明 就 在 


=0 


下 一 市 的 结尾 部 分 . 


间 , 当 x 一 a 时 , 这 两 个 函数 9 和 疡 者 


也 收敛 于 极限 工 . 


3.6 三 明治 定理 
三 明治 定理 (又 称 作 夹 逼 定理 ) 说 的 是 , 如 果 一 个 函数 f 被 夹 在 函数 g 和 之 


以 下 是 对 该 定理 的 一 个 更 精确 的 描述 . 
都 有 g(x) < f(x) < h(x), 即 f(z) 被 来 在 g(x) 和 hh(z) 之 间 ， 此 外 , 我 们 假设 


lim g(z) = 工 目 lim hh(z) = 工 . 那么 我 


门 可 以 得 昌 


时 “所 有 三 个 函 妆 莉 有 相同 的 极限 . 一 如 往常 , 一 图 胜 千 音 ( 见 图 3-12). 


a 


\ y= 9(7) 


图 3-12 


在 图 像 中 用 实 线 表 示 的 函数 /被 夹 在 其 他 两 个 函数 9 和 之 间 ; 当 z 一 oa 时， 


f (zx) 的 极限 被 迫 趋 于 L. (三 明治 定理 的 证 明 参 见 附录 A 的 A.2.4 节 . ) 


对 于 单 侧 极限 , 我 们 也 有 一 个 类 似 


f(z) h(x) 仪 在 a 的 我 们 关心 的 一 侧 成 并 


8 .11 
lim wsin|— 
Xz—0+ r 


是 什么 昵 ? y = zsin (1/x) 的 图 像 和 yy = sin (1/zx) 的 图 像 很 相似 , 只 是 现在 , 前 面 
一 个 x 致使 函数 陷于 包 络 y=x 和 w= 一 x 之 间 . 图 


函数 图 像 . 


了 收敛 于 同一 个 极限 L, 那么 当 xz 一 a 时 , 了 


假设 对 于 所 有 的 在 a 附近 的 zx, 我 们 


H 结论; lim f(z)=L; 即 当 z 一 a 
y= (2) 
y=f(D 


版 本 的 三 明治 定理 , 只 是 这 时 不 等 式 g (x) < 
. 例如 ， 


uy 


从 图 中 可 以 看 到 , 当 z 趋 


图 3-13 


于 0 时, 函数 仍旧 有 


激烈 的 振荡 , 但 现在 它们 被 包 络 线 换 竺 


站 


3-13 是 z 在 0 和 0.3 之 间 时 的 


ds 


本 


©O 
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着 . 特别 是 , 这 里 求 我 们 想 要 的 极限 正 是 三 明治 定理 的 一 个 完美 应 用 . 函数 9 是 下 
方 的 包 络 线 y = 一 z, 而 函数 hh 是 上 方 的 包 络 线 y = z. 我 们 需要 证 明 对 于 x > 0, 有 
9(z) 入 Fo 入 六 (z. 由 于 只 需要 了 (x) 在 xz=0 处 的 右 极 限 ,所 以 我 们 不 关心 z <0 
时 的 情况 . (事实 上 , 如 果 扩 展 到 x 轴 负 半 轴 , 你 可 以 看 到 , 对 于 x < 0, g (x) 实际 大 
于 h(x), 所 以 三 明治 要 翻 个 身 !) 那么 当 x > 0 时 , 要 怎样 证 明 g(x) < f(x) < h(x) 
呢 ? 我 们 将 会 用 到 任意 数 (在 我 们 的 例子 中 是 1/z) 的 正弦 都 处 于 -1 和 1 之 间 这 


—1 < sin (3) <1. 
也 
现在 用 x 乘 以 这 个 不 等 式 , 由 于 x > 0, 得 到 
—X < 0 Sin (5) < 
bg 
而 这 正 是 我 们 需要 的 g (x) < f(z) < h(x). 最 后 , 注意 到 
En g(x) = lim (~z) 二 0 及 li h(x) = Ds z=0. 
此 , 由 于 当 x 一 0+ 时 , 夹 逼 的 函数 g(z) 和 (zx) 的 值 收敛 于 同一 个 数 0, 所 以 
f(z) 也 一 样 . 也 就 是 说 , 证 明了 


om 2 sin (2) 二 0. 

要 记 住 , 如 果 前 面 没 有 因子 x, 上 式 显 然 不 成 立 ; 正如 我 们 在 3.3 节 看 到 的 , 当 x 一 0+ 
时 , sin (1/z) 的 极限 不 存在 . 

我 们 还 没有 解决 上 一 节 结 尾部 分 的 那个 极限 证 明 问题 ! 回想 一 下 , 要 证 明 的 是 

lim St) = 0. 

为 了 证 明 此 式 , 需要 用 到 三 明治 定理 一 个 稍 有 不 同 的 形式 , 涉及 在 oo 处 的 极限 . 在 
这 种 情况 下 , 如 果 对 于 所 有 的 很 大 的 z, 都 有 g (zj < f(z) < h(z) 成 立 ; 又 如 果 已 
知 Jim 9 (2) 一 了 im h(x) 二 上 .就 可 以 说 ， lim f(z) = 了 工 这 与 有 限 处 极限 
的 三 明治 定理 几乎 是 一 样 的 ， 为 了 确立 上 述 极限 , 还 要 用 到 , 对 于 所 有 的 z, 都 有 
一 1 < sin (z) < 1, 但 这 次 , 对 于 所 有 的 x > 0, 要 用 该 不 等 式 除 以 x 得 到 


1 和 sin(Z) 和 1 


EH 


ba 也 0 
现在 , 令 x 一 co, 由 于 -1/z 和 1/z 的 极限 都 是 0, sin (z) /z 的 极限 也 必 为 0. 也 就 
是 说 , 由 于 


和 箱 ， ii 二 
X00 < T0000 


也 必 有 
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综 上 , 三 明治 定理 说 的 是 : 


如 果 对 于 所 有 在 a 附近 的 x 都 有 9(z) < f(z) 
lim g(z) = lim P(z) = 二 则 lim f(x)=L. 


< h(xz), 且 


这 也 适用 于 左 极限 或 右 极限 ; 在 那 种 情况 下 , 不 等 式 


成 立即 可 . 当 a 是 oo 或 -ce 时 它 也 适用 ; 在 那 种 情 * 


只 十 


的 (分 别 是 正 的 或 负 的 )z, 不 等 式 成 立 . 


3.7 ”极限 的 基本 类 型 小 结 
我 们 已 经 看 过 了 极限 的 多 种 基本 类 型 . 下 面 展示 一 些 各 种 基本 类 型 的 代表 性 


图 像 , 以 此 来 结束 本 章 . 


(1) 在 z=a 时 的 右 极 限 , 见 图 3-14. 这 时 在 z= a 
的 行为 是 无 关 紧 要 的 . (也 就 是 说 , 当 讨 论 右 极 限时 , 对 于 
要 紧 . 事实 上 , 对 于 z < a, f (zx) 甚至 不 需要 被 定义 . ) 


图 3-14 


要 在 a 的 相应 一 侧 对 于 zx 
下 , 要 求 对 于 所 有 的 非常 大 


lim f(z)=L lim f(z)= ~ lim f(2)=—% 
TI— T—0 T 一 人 


的 左 侧 以 及 z = a 处 f(z) 
Zz < a, 了 (zx) 取 何 值 都 不 


:Q 


lim f(x)DNE 
T 一 0 


( 2) 在 z=a 时 的 左 极 限 , 见 图 3-15. 这 时 在 z=a 的 右 侧 以 及 z=a 处 广 z) 


的 行为 是 无 关 紧要 的 . 


(3) 在 z =a 时 的 双 侧 极限 , 见 
等 , 因此 , 双 侧 极限 不 存在 . 在 右 图 


中 1- 
图 3-15 
图 3-16. 在 左 图 


一 co 


PP, 左 极 放 


lim f(x)DNE 
TQ 


和 右 极 限 存在 但 不 相 


中 , 左 极限 和 右 极限 存在 并 相等 , 因此 , 双 侧 极 


限 存在 并 等 于 左右 极限 值 . f(a) 的 值 是 无 关 紧要 的 . 
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lim f(z) DNE TO 


T 一 Q 


lim /四 二 lim f(2»)=L | 


lim f(z)=L 


LT—a IT 一 0 


图 3-16 


(4) 在 zz 一 co 时 的 极限 , 见 图 3-17. 


Li f(z)=L lim f(z)= co lim f(z)=—%~ lim f(x) DNE 
图 3-17 


lim f(z)=L lim f(z)= ~ lim f(z)=—~ lim f(z)DNE 


T 一 一 co T 一 一 co IT 一 一 co T 一 一 co 
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在 上 一 章 中 , 我 们 主要 是 从 概念 的 角度 学 习 了 极限 . 现在 是 时 候 来 看 一 看 求解 
极限 的 一 些 技巧 了 . 目前 , 我 们 将 注意 力 集 中 在 涉及 多 项 式 的 极限 问题 上 ; 以 后 , 我 
们 还 会 看 到 如 何 处 理 涉及 三 角 函数 、 指 数 函数 和 对 数 函数 的 极限 问题 . 正如 我 们 将 
在 下 一 章 看 到 的 , 微分 会 涉及 比率 的 极限 , 因此 , 我 们 的 注意 力 将 主要 集中 在 这 种 
类 型 的 极限 上 . 
当 你 取 两 个 多 项 式 的 比 的 极限 时 , 真正 要 紧 的 是 注意 到 极限 是 在 哪里 取 的 . 特 
别 是 , 处 理 x 一 ce 和 处 理 x 一 a( 对 于 某 个 有 限 的 数 a) 的 技巧 是 完全 不 同 的 . 因 
此 , 我 们 将 对 涉及 下 列 函 数 类 型 的 极限 分 开 研 究 : 

ez 一 aa 时 的 有 理 函 数 ; 

ez 一 aa 时 的 涉及 平方 根 的 函数 ; 

@ 2 一 OO 时 的 有 理 函 数 ; 

e。 2z 一 co 时 的 类 多 项 式 (或 “多 项 式 型 >) 函数 的 比 ; 

e。 2z 一 一 co 时 的 有 理 函数 /多 项 式 型 函数 ; 

。 涉及 绝对 值 的 函数 . 


NI 


4.1 2ZzZ 一 Qa 时 的 有 理 函 数 的 极限 


让 我 们 以 极限 

lim ol) 

za q(7) 
始 吧 , 其 中 p 和 4 都 是 多 项 式 , 并 且 a 是 一 个 有 限 的 数 . ( 记 住 , 两 个 多 项 式 之 比 
p(z) /q (x) 被 称 作 有 理 函数 .) 你 首先 总 是 应 该 尝试 用 a 的 值 符 换 z. 如 果 分 母 不 为 
0, 那么 你 一 切 顺利 , 极限 值 就 是 你 做 替换 后 所 得 到 的 值 . 例如 , 极限 
22 一 3z 十 2 

Z 一 一 1 2 一 2 
是 什么 呢 ? 可 以 简单 地 将 = = -1 代入 表达 式 (zz 3z 二 2) / (z 一 2) 中 , 得 到 
(一 1)2 — 3(—1)+2 6 
—1—2 一 3 

分 母 不 为 0, 因此 , -2 就 是 极限 值 . (我 知道 我 在 上 一 章 说 过 , 函数 在 极限 点 上 的 
, 在 上 述 情况 下 , 就 是 在 x = -1 处 的 值 , 是 无 关 紧 要 的 ; 但 在 下 一 章 中 , 我 们 将 
学 到 连续 性 的 概念 , 它 将 证 明 这 种 “代入 ”法 是 没有 问题 的 .) 


2: 


民 辽 并 
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另 一 方面 , 如 果 你 想 要 求 


那么 代入 x = 2 并 不 会 起 到 很 好 的 效果 : 你 会 得 到 (4 一 6 十 2)/ (2 一 2), 简化 为 0/0. 
这 被 称 作 不 定式 . 如 果 你 使 用 代入 法 并 得 到 零 比 零 的 形式 , 那么 什么 都 可 能 会 发 生 : 
极限 或 许 是 有 限 的 , 极限 或 许 是 co 或 -co, 或 者 极限 或 许 不 存在 . 我 们 可 以 借助 因 
式 分 解 这 一 重要 技巧 来 求解 上 例 . 特别 是 , zz -3z 十 2 可 以 被 分 解 为 (z 一 2) (z 一 1). 


| 站 


因此 , 通过 删除 公 因子 我 们 可 以 写 出 
2 到 2 
et he Pe ne tas lim (zx — 1). 
Z 一 2 一 2 Z 一 2 2 一 2 2 一 2 


现在 , 就 可 以 将 x = 2 代入 到 表达 式 (x 一 1) 中 了 ; 你 会 得 到 2 - 1, 其 结果 是 1. 那 
就 是 要 求 的 极限 值 . 

这 引出 了 经 常会 被 误解 的 一 点 . 有 两 个 函数 f 和 g, 定义 分 别 是 

72—37+2 
f(x) = 7 和 9(z) =Z 一 1 

那 它 们 是 同一 个 函数 吗 ? 为 什么 不 能 说 
pe 72— 37+2 本 (zt —2)(z—1) 
你 三 2 2 一 2 
好 吧 , 你 几乎 可 以 这 么 说 ! 唯一 的 问题 出 在 当 z = 2 时 , 因为 那 时 分 母 (z 一 2) 就 等 
于 0, 而 这 就 说 不 通 了 . 因此 , f 和 g 不 是 同一 个 函数 : 数 2 不 在 f 的 定义 域 中 , 但 
它 却 在 9 的 定义 域 中 . (事实 上 , 之 前 已 经 碰 到 过 这 个 函数 f, 可 参见 第 3 章 开 头 的 
讨论 及 图 像 . ) 另 一 方面 , 如 果 你 把 极限 符号 放 在 以 上 等 式 链 中 每 一 项 的 最 前 面 , 那 
么 一 切 就 都 没 问 题 , 因为 这 时 , fj(z) 和 9(z) 在 z= 2 处 的 值 是 无 关 紧要 的 , 只 有 那 
些 在 x =2 附近 的 f(z) 和 9(z) 的 值 才 有 关 紧 要 . 因此 , 上 述 极限 问题 的 解 的 确 是 
有 效 的 . 

来 看 看 另 一 个 有 关 不 定式 的 例子 . 同样 , 这 里 的 技巧 是 试 着 将 所 有 多 项 式 做 因 
式 分 解 . 为 此 , 除了 要 知道 如 何 分 解 二 次 多 项 式 之 外 , 了 解 立方 兰 的 公式 也 非常 重 


要 : 


=x—1= g(x)? 


a — b= (a— b(t+abttb). 


以 下 是 一 个 更 难 的 例子 , 你 需要 使 用 上 述 公式 . 求 

lim i a 0 

z 一 3 rT4 — 573 + 672 
如 果 你 将 z = 3 代入 , 你 会 得 到 0/0( 试 着 做 一 下 就 会 知道 了 ). 因此 让 我 们 试 着 来 
分 解 分 子 和 分 母 . 分 子 是 区 和 33 的 差 , 因此 , 可 以 使 用 上 述 的 加 框 公式 . 分 母 有 
一 个 明显 的 因子 是 z2, 因此 它 可 以 被 写成 z2 (z2 一 5z 十 6). 二 次 的 x22 一 5z 十 6 也 
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可 以 被 分 解 ; 综 上 , 你 可 以 验证 一 下 , 有 

1 2Z3 一 27 ee (zZ 一 3)(z2 十 3z 十 9) 
z 一 3 024 一 5z3 十 6z2? zo3 722(0 一 3)(z 一 2) 
代入 x = 3 不 起 作用 , 因为 因子 (x - 3) 在 分 母 上 . 另 一 方面 , 由 于 是 要 取 极 限 , 只 
需要 关注 z 在 3 附近 的 情况 ; 因此 , 能 够 消去 分 子 和 分 母 中 的 公 因 子 (x 一 3) (它们 
永远 不 会 等 于 0). 因此 , 在 因 式 分 解 并 消去 公 因 子 之 后 使 用 代入 法 , 完整 的 求解 为 


2Z3 一 27 (7z—3)(z?+3z+9) . 12+3z+9 
lim 一 -一 一 一 一 一 1]1im = lim 一 -一 一 一 
z324 一 573 十 6z2 xz”3 x(x— 3)(z—2) rz»3 2Z2(Z 一 2) 
32+3.3+9 
32(3—2) 


要 是 分 母 为 0 但 分 子 不 为 0 又 会 怎么 样 呢 ? 在 那 种 情况 下 , 将 总 会 牵扯 到 一 条 
垂直 渐 近 线 , 即 有 理 冰 数 的 图 像 在 你 : 感 兴 趣 的 2 值 上 会 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 但 这 里 
的 问题 是 , 会 有 四 种 情形 出 现 . 在 图 4-1 所 示 的 每 一 幅 图 里 , f 是 一 个 我 们 关心 的 
有 理 函 数 , 图 下 面 则 是 xz = a 处 的 各 种 极限 . 


人 凡 gj Fm : y=f(D 


二 


| ly 


lim f(7)= ~ lim f(7)= ~ lim f(7)=—o% lim f(z)= 
T—at T—at Ta 


IT 一 0 


lim f(W=-~ lim f(W=~ lim f(W=~ fs 
lim f(z) DNE lim f(2)= co lim f(z) DNE lim f(7%)=—~ 
图 4-1 


那么 你 又 如 何 分 辨 出 你 在 处 理 的 是 这 四 种 情形 中 的 哪 一 种 呢 ? 其 实 , 你 只 需要 

查看 一 下 f(z) 在 x =a 两 边 的 符号 就 可 以 了 . 例如 , 如 果 它 在 两 边 都 是 正 的 , 那么 
你 一 定 是 在 处 理 上 述 的 第 二 种 情形 . 下 面 就 是 一 个 实际 的 例子 : 如 何 求 

本 2Z 一 2 一 6， 

z 一 1 2Z(Z 一 1)3 
首先 , 代入 xz = 1 得 出 -5/0. (自己 尝试 做 一 下 !) 因此 , 我 们 必定 是 在 处 理 上 述 四 
种 情形 中 的 一 种 . 会 是 哪 一 种 呢 ? 我 们 指定 f(z a wy 
观察 当 移动 > 到 1 的 附近 时 会 有 什么 情况 发 生 . 首先 注意 到 的 是 , 当 z = 1 时 ,分 
子 (22? 一 z 一 6) 等 于 -5, 因此 , 当 在 1 的 附近 稍微 移动 一 下 z, 则 分 子 保持 负 值 ， 
那么 分 母 里 的 因子 z 会 怎样 呢 ? 当 z = 1 时 , 这 个 因子 当然 是 1, 它 是 正 的 . 并 且 ， 
当 你 在 1 的 附近 稍微 移动 一 下 z, 它 也 保持 为 正 的 . 关键 因子 是 (z 一 1)3, 当 x > 1 
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时 它 为 正 , 而 当 x < 1 时 为 负 . 因此 
的 和 负 的 量 , 并 且 当 然 要 利用 (一 ):( 
=( 


当 z> 41, 地 


, 可 以 总 结 如 下 (使 用 (+) 和 (-) 分 别 表 示 正 


也 就 是 说 , 当 z 比 1 Fa f(z) 是 负 的 ; 而 当 z 比 1 小 一 点 的 时 候 , f(z) 
是 正 的 . 比 对 上 述 的 四 幅 图 , 只 有 第 三 幅 图 对 应 我 们 的 问题 . 特别 是 , 我 们 可 以 看 到 
双 侧 极限 


1i pp me 
a 


不 存在 , 而 单 侧 极限 存在 (尽管 它们 是 无 穷 大 ); 具体 来 说 


2x2—zx—6 2x72—zx—6 
ml Ns a 
现在 , 假设 对 极限 做 了 微小 的 改变 , 使 它 成 为 
272—7z—6 


一 切 又 会 怎样 呢 ? 当 z 接近 于 1 时 , 分 子 仍然 是 负 的 , 且 因 子 x 依然 是 正 的 , 但 
(一 1 呢 ? 由 于 它 是 一 个 平方 , 当 z 接近 1 但 不 等 于 1 时 , 它 必定 是 正 的 . 因此 ， 
现在 有 下 列 情形 ; 1 i 
当 z > 1 = (一 ); di 
现在 在 x = 1 的 两 边 有 负 人， Ds 
Jim 2z2 一 一 6 
rol 2Z(Z 一 1)? 


然 , 左 极 限 和 右 极限 也 都 是 -oc. 


一 一 be: 


kK 


4.2 zz 一 a 时 的 平方 根 的 极限 
考虑 极限 


人 

x5 rT—5 . 
如 果 代 入 x = 5, 你 会 得 到 0/0 型 的 不 定式 ( 试 着 做 一 下 看 看 !). 进行 因 式 分 解 也 好 
像 不 太 管 用 一 一 你 可 以 将 xz? 一 9 写作 (z 一 3) (zx 十 3), 但 这 也 不 会 起 多 大 作用 , 因 
为 还 有 一 个 -4 在 分 子 上 . 你 需要 做 的 是 , 把 分 子 分 母 同 时 乘 以 Vz2 一 9 二 4, 也 就 
是 Vz2-9-4 的 共 斩 表 达 式 . (或许 你 已 经 在 之 前 的 数学 学 习 过 程 中 碰 到 过 轮 
表达 式 了 , 尤其 是 在 分 母 有 理化 的 时 候 . 其 基本 思想 是 , a 一 b 的 共 斩 表 达 式 是 a 十 b， 
反之 亦 然 . ) 因此 , 得 到 

xz2—9—4 , Vri—-9—-4 Vri—9+4 


lim 一 -一 一 一 lm 


5 
Z 一 5 TX—5 2 一 5 和 一 5 Vr2—9++4 
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这 看 起 来 更 复杂 了 , 但 某 种 好 事情 即将 发 生 : 使 用 公式 (a 一 5b) (a 十 四 = 一 局, 分 
子 可 简化 为 (Vz2 二 中 ”一 如, 即 x? 一 25. 因此 , 以 上 极限 就 是 
lim 0 
25 (7 一 5)(Vz2 — 9+4) 
将 x2 一 25 分 解 为 (z 一 5) (z 十 5) 并 消去 分 子 分 母 中 的 公 因子 , 此 极限 变 为 
lim | = lim re 
2Z 一 5 (z— 5)(Vr?2—9+4) 2 一 5 V7Z2 一 9 十 4 
现在 , 如 果 代 入 x = 5 就 没有 问题 了 , 你 会 得 到 10/8, 即 5/4. 这 个 例子 的 要 义 在 
于 , 如 果 你 碰 到 一 个 平方 根 加 上 或 减 去 男 外 一 个 量 , 可 以 试 着 把 分 子 分 母 同 时 乘 以 
其 共 斩 表 达 式 , 也 许 会 有 令 人 高 兴 的 惊喜 发 生 呢 ! 


4.3 zz 一 ce 时 的 有 理 函 数 的 极限 


现在 , 让 我 们 回 到 有 理 函 数 , 但 这 次 要 看 看 当 x 一 co 而 不 是 某 个 有 限 的 值 时 

会 有 什么 情况 发 生 . 用 符号 表示 , 现在 想 要 求 极限 
p(x) 
soo g(x) 
其 中 p 和 gq 是 多 项 式 . 现在 , 这 里 有 一 个 非常 重要 的 多 项 式 性 质 : 当 x 很 大 时 , 首 
项 决定 一 切 . 这 就 是 说 , 如 果 你 有 一 个 多 项 式 p, 那么 当 x 变 得 越 来 越 大 时 , p (x) 的 
表现 就 好 像 只 有 它 的 首 项 存在 一 样 . 例如 , 假设 p(x) = 3z3 - 1000z2 + 5z 一 7. 让 
我 们 设 pr (x) = 3z3, 它 就 是 p 的 首 项 . 这 里 我 要 说 的 是 : 当 x 变 得 非常 非常 大 时 ， 
p(z) 和 pz (x) 会 相对 地 非常 接近 . 更 确切 地 说 , 我 们 有 
p(X) 


lim = 


在 明白 为 什么 上 式 成 立 之 前 , 先 来 看 一 下 它 想 要 表达 的 意义 . 想象 一 下 如 果 没有 极 


限 符号 , 这 个 等 式 将 是 


) 


p(X) 

DF(Z) 

这 意味 着 p(z) = pr (z). 很 明显 这 不 是 真 的 (至 少 对 于 绝 大 多 数 的 z 值 来 说 ), 但 随 
着 z 越 来 越 大 , 该 等 式 就 会 越 来 越 趋 近 于 是 真 的 . 那么 为 什么 不 写成 

a Se 

这 确实 是 真 的 , 但 由 于 两 边 都 是 oo, 它 毫 无 意义 . 因此 , 我 们 只 能 接受 , 用 其 比 接近 

于 1 来 表达 p(x) 和 pr (z) 非常 接近 . 随 着 x 越 来 越 大 , 其 比 趋 于 1, 而 不 必 等 于 1. 

这 说 得 通 吗 ? 为 什么 是 首 项 呢 ? 为 什么 不 是 其 他 项 中 的 一 项 呢 ? 如 果 你 着 急 , 可 

以 跳 到 下 一 段 去 看 看 数学 证 明 ; 然而 , 首先 , 我 想 让 你 有 个 直观 感受 , 用 实际 的 大 的 

z 值 做 检验 , 来 看 看 在 例子 p(x) = 3x3 一 1000x? 十 5x 一 7 中 会 发 生 什么 . 从 x = 100 

始 . 在 那 种 情况 下 , 3z3 是 三 百 万 , 而 1000z2 是 一 千 万 . 量 5z 仅 为 500, 而 了 7 更 


中 
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是 无 足 轻重 . 因此 , 所 有 的 值 加 在 一 起 , 可 以 看 到 p (100) 大 概 是 负 七 百 万 . 另 一 方 
面 , pr (100) 是 三 百 万 , 这 看 起 来 不 是 太 好 : p (100) 和 pr (100) 完全 不 同 . 可 是 不 要 
丧失 信心 , 毕竟 100 不 是 很 大 . 假设 我 们 将 x 设 为 1000000, 即 一 百 万 . 那么 3z3 
会 变 得 非常 大 : 它 是 3000000 000000000000, 即 三 百 万 万 亿 ! 相 比 之 下 , 1000zx2 会 
变 得 相对 微小 , 它 仅 是 一 千 万 亿 ( 即 1000000000000000), 而 5z 只 是 五 百 万 , 更 是 
微不足道 . 项 -7 就 只 是 让 人 可 发 一 笑 了 . 因此 , 为 了 计算 p (1000000), 需要 用 
百 万 万 亿 减 去 一 千 万 亿 再 加 上 一 些微 小 的 变化 (在 五 百 万 以 下 的 小 变化 ). 不 得 
承认 , 结果 还 是 接近 于 三 百 万 万 亿 ! 毕竟 , 这 里 处 理 的 是 多 少 个 万 亿 呢 ? 我 们 有 
百 万 个 万 亿 , 而 上 只 是 去 掉 了 其 中 的 一 千 个 , 所 以 剩 下 还 有 差不多 三 百 万 个 万 亿 . 也 
就 是 说 , p (1000000) 大 概 是 三 百 万 万 亿 , 这 不 就 是 pr (1000000) 的 值 吗 ? 这 里 的 
要 点 是 , 当 xz 变 大 时 , 最 高 次 数 项 比 其 他 项 增长 得 更 快 . 事实 上 , 如 果 你 用 一 个 
大 的 数 来 代替 1000 000, za 与 诸如 z2 和 z 这 样 的 低 次 数 项 之 间 的 差异 会 变 得 更 为 
明显 . 


山 | 


由 让 1l 


效 


| 


BB 归 正 传 , 让 我 们 试 着 给 出 一 个 真正 的 证 明 , 证 明 


i 
z 一 co pL(7) 
这 里 必须 要 做 一 些 实际 的 数学 了 . 先 写 出 
， 7D(z) . 3xz3 一 1000z2 十 5z 一 了 
lim = lim 、 
2 一 co pL(T) zo 373 
它 可 简化 为 


es (5 1000z2 PE )- 人 ( 1000 ，5 7 ) 

z 一 co \ 373 373 373 323 T 一 co 37z 3z2 ”3z3 
你 该 如 何 处 理 它 呢 ? 首先 注意 到 , 可 以 将 最 后 一 个 表达 式 分 成 四 个 单独 的 极限 . 因 
此 , 如 果 你 知道 , 当 x 变 得 非常 大 时 , 1, -1000/3z, 5/3z2 和 -7/3z3 这 四 个 量 会 发 
生 什么 情况 的 话 , 那么 就 可 以 把 这 四 个 极限 加 在 一 起 来 得 到 你 想 要 求 的 极限 . 技术 
上 讲 , 这 可 以 描述 为 “和 的 极限 等 于 极限 的 和 ”; 这 在 所 有 的 极限 都 是 有 限 的 ?时 候 
成 立 . 因此 , 我 们 要 分 别 考虑 这 四 个 量 . 第 一 个 是 1, 不 管 x 是 什么 , 它 总 是 1. 第 
二 个 量 是 -1000/3z. 当 x 变 大 时 , 它 会 怎么 样 呢 ? 也 就 是 说 ， 


是 什么 呢 ? 这 里 的 诀 宅 是 , 意识 到 你 可 以 将 因子 -1000/3 提出 来 . 特别 是 , 该 极限 
可 以 表示 为 


5 1000 1 
lim 一 一 一 一 . 
Z 一 oo 3 ZX 
@ 如 果 极 限 不 是 有 限 的 , 它 就 不 成 立 ! 试 考虑 lim_ (z+(1 一 z). 对 于 任意 的 =, 都 有 (z+ (1 一 2))=1， 
忆 此 , 此 极限 是 1. 另 一 方面 , 这 两 个 单独 的 (z) 和 (1 - z) 的 极限 是 lim (z) 和 lim (1 一 z). 
一 个 极限 是 oo, 第 二 个 极限 是 -oo, 但 oo + (-o0) = 1 不 成 立 . 事实 上 , 表达 式 oo + (一 oo0) 是 无 意 


ol 
pe 
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于 一 1000/3 是 常数 , 不 管 > 是 什么 , 它 都 不 会 改变 . 因此 , 把 它 拖 到 极限 符号 之 
外 (更 多 详情 参见 附录 A 的 A.2.2 节 ). 于 是 有 
10001 1000 , 1 


lim = lim —. 
X00 3 ZX 3 zo07 


我 们 已 经 知道 , 一 个 非常 大 的 数 的 倒数 是 一 个 非常 小 的 数 ( 记 住 , 这 意味 着 一 个 非 
常 接近 于 零 的 数 ). 因此 ，lim 1/z = 0, 而 -1000/3 乘 上 此 极限 还 是 0. 于 是 结论 是 


事实 上 , 你 应 该 直接 写 出 上 述 结论 , 而 不 用 加 入 过 多 细节 . 更 一 般 地 , 你 可 以 使 用 下 
述 定 理 : 对 于 任意 的 n> 0, 只 要 C 是 常数 , 就 有 


这 个 事实 可 知 , 当 x 变 得 非常 大 时 , 其 他 两 项 5/3z2 和 -7/3z3 也 趋 于 0. 因此 ， 
完整 的 论证 是 
3xz3—1000z?+5z—7 .. ( 1000 5 5) 
lim = lim |1 | 
Zoo 373 X00 37 372 373 
二 1 一 0 十 0 十 0=1. 
这 样 就 证 明了 , 在 特例 p(x) = 3z3 一 1000z2 十 5z 一 7 中 ， 
. DZ) 
ue p(x) 的 首 项 | 
幸运 的 是 , 同样 的 方法 适用 于 任意 的 多 项 式 , 并 且 我 们 会 在 本 章 的 剩余 部 分 反复 使 
用 它 . 
方法 和 例子 
此 方法 的 一 般 思 想 是 : 当 看 到 某 个 关于 p 的 多 项 式 p (z) 是 多 于 一 项 时 , 把 它 
代 以 


的 首 项 ) 


对 于 每 一 个 多 项 式 都 这 样 做 ! 注意 到 , 所 需 做 的 就 是 用 该 多 项 式 除 以 并 乘 以 其 首 项 ， 
因此 并 没有 改变 p(z) 的 量 . 这 里 的 要 点 是 , 当 x 一 00 时 , 以 上 表达 式 中 的 分 式 的 
极限 是 1, 并 且 首 项 比 原 来 的 表达 式 简单 得 多 . 让 我 们 来 看 看 这 在 实际 中 如 何 应 用 
吧 . 例如 ， 


lim TD 82 

zw00 72Z4 十 573 十 2000z2 一 6 
是 什么 呢 ? 有 两 个 多 项 式 : 一 个 在 上 , 一 个 在 下 . 对 于 分 子 , 首 项 是 -8z4. (不 要 被 
分 子 中 项 的 顺序 所 迷惑 , 首 项 并 不 总 是 写 在 最 前 面 ) 因此 , 要 把 分 子 代 以 


54 第 4 章 求解 多 项 式 的 极限 问题 


类 似 地 , 分 母 的 首 项 是 7z4 因此 , 把 分 母 代 以 


7x4 十 5z3 十 2000z2 一 0 
7zx4 


x (—82”) 


= lim 
sho 724 二 573 十 2000727 二 6 
7Z4 


jim 并 一 8z4 
z 一 co 724 十 573 十 2000z2 一 6 


wi 


对 于 这 个 式 子 , 你 应 该 关注 的 是 比 


—8z4 
7Z4 ， 
他 分 式 的 极限 都 是 1, 但 我 们 已 经 有 效 地 从 两 个 多 项 式 中 “ 压 
; 出 了 所 有 重要 的 “果汁 ”, 得 到 简单 的 两 个 首 项 的 比 . 幸运 的 是 , 那个 比 可 简化 
一 8/7, 这 应 该 就 是 我 们 的 答案 了 . 确凿 起 见 , 必须 证 明 其 他 分 式 的 极限 为 1, 但 
et 式 里 , 可 以 做 除法 , 并 且 上 述 极限 可 以 写作 
1 
2000 6 ”71 
77Z 7Z2 7Z4 
现在 来 取 极 限 . 根据 上 一 节 的 方 框 公式 , 当 z -oo 时 , 任何 形 如 C/z" 的 表达 式 都 
趋 于 0( 只 要 C 是 常数 , 且 ”> 0) 因此 , 大 多 数 的 项 不 消失 了 ! 我 们 也 可 以 消去 右 
边 的 因子 zx4, 将 上 式 简 化 为 
0+1 
TO0T020 ”了 一 IT 了 了 了 


为 这 是 精华 所 在 . 其 


3 


Ee 


这 样 就 算 完成 本 题 了 
文 里 还 有 另外 一 个 例子 : 求 


这 里 有 
式 来 使 


(x4 


十 37z 一 99)(2 一 2Z5) 


372 


lim 
zo0 (1877 十 976 


四 个 多 项 式 , 首 项 分 别 是 x4， 


1) (z+ 


一 25, 1827 及 x. 因 


1 
此 , 将 对 


其 中 的 每 一 个 多 项 


用 我 们 的 方法 ! 在 继续 阅读 之 


前 , 试 着 自己 做 


确保 你 理解 了 以 下 论证 过 程 中 的 每 一 步 : 


下 看 看 . 


即使 你 不 做 , 也 要 
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1 (ZL4 十 37 一 99)(2 一 z5) 
zo00 (18z7 十 9z6 一 3z2 一 1)(z 十 ]) 
Z4 十 37z 一 99 2 一 Z5 
a x (29) ) (二 x (一 Z) 


= li 


18z7 二 9z6 — 3z2 一 1 


Im 
woo ( 


18z7 


x Gao (= % 


3 99 2 
ee ea (人 于 加 
Zr 一 co ， 9 (18z7)(z) 
18z mm) (1 > 
六 CL+0- OO+D 让 四 
T4001+0) ”a je = 2 
这 里 的 要 点 是 , 我 们 禁 取 出 各 首 项 , 写成 比 
(z4)( 一 z5) 
(18z7)(z) 


而 它 可 化 简 为 -z/18. 其 他 的 都 不 会 产 


生 影 响 ! 最 后 , 当 x 一 co 时 , -zx/18 趋 于 


且 非 零 (得 到 答案 -8/7), 也 


邮 一 00, 因此 , 它 就 是 我 们 想 要 求 的 极限 的 “ 值 ”. 
电 在 前 两 个 例子 中 , 我 们 看 到 极限 有 可 能 是 有 限 的 
有 可 能 是 无 限 的 (得 到 答案 -co). 现在 


在 第 
5 的 多 项 式 的 乘积 , 如 果 把 
母 是 次 数 为 7 和 1 的 多 项 式 的 乘积 ， 


个 例子 中 , 分 子 和 分 母 的 次 数 都 是 4. 在 第 二 个 例子 中 ， 
它们 乘 出 来 ， 


来 看 一 下 在 这 些 例子 中 的 多 项 式 的 次 数 吧 . 
分 子 是 次 数 为 4 和 
会 得 到 一 个 次 数 为 9 的 多 项 式 . 类 似 地 , 分 
因此 , 它 的 总 次 数 是 8. 在 这 种 情况 下 , 分 子 的 


次 数 大 于 分 母 的 次 数 . 另 一 方面 , 试 考虑 极限 


1 27 十 3 
ne 22 一 人 
用 我 们 的 方法 来 求解 : 
27 十 3 3 
， 27 十 人 (2z) [| 27 
lim 3 = lim 一 = lim 2 i 交 圭 - 
Z 一 co NT Y Z 一 co XT 7 Z 一 co 7 22 
Be 
1 十 0 2 
这 里 , 分 母 的 次 数 为 2, 大 于 分 子 的 次 数 (为 1). 结果 是 , 分 母 占 主导 , 因此 极限 为 
0. 一 般 地 , 考虑 极限 
lim (7) 
z 一 co gd(Z) 
其 中 p 和 9 为 多 项 式 , 我 们 可 以 说 : 
(1) 如 果 p 的 次 数 等 于 g 的 次 数 , 则 极限 是 有 限 的 且 非 零 ; 
(2) 如 果 p 的 次 数 大 于 4 的 次 数 , 则 极限 是 oo 或 -oo; 
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(3) 如 果 p 的 次 数 小 于 q 的 次 数 , 则 极限 是 0. 
当 x 一 00, 相应 极限 为 


AP 
Is 


时 , 所 有 这 些 也 成 立 , 4.5 节 将 考虑 这 种 情况 . ) 使 用 我 们 的 方法 可 以 很 容易 地 证 明 
这 些 事实 . 不 过 尽管 这 些 事实 很 有 用 , 但 你 并 不 需要 用 它们 来 解 题 ; 你 应 该 使 用 前 
面 教 的 乘除 方法 , 然后 使 用 这 些 事实 来 检验 你 的 答案 是 否 说 得 通 . 


4.4 2 一 co 时 的 多 项 式 型 函数 的 极限 
考虑 函数 f,g 和 ,此 三 个 函数 分 别 被 定义 为 
f(x) = x3 + 47 一 5z2/3 十 1, g(z) = Vz5 一 7z2 十 2， 
h(x) = 2 — Vr3+ Yr Ir+3. 

这 些 都 不 是 多 项 式 , 因为 它们 含有 分 数 次 数 或 ”次 根 , 但 它们 看 起 来 有 点 像 多 项 式 . 
事实 上 , 上 一 节 的 方法 也 适用 于 这 类 对 象 . 因此 , 我 称 它们 为 “多 项 式 型 函数 ”. 

处 理 多 项 式 型 函数 的 原理 与 处 理 多 项 式 的 类 似 , 只 是 这 次 首 项 是 什么 可 能 不 会 
那么 清晰 . 平方 根 (或 立方 根 、 四 次 根 等 ) 的 出 现 会 造成 很 大 干扰 . 例如 , 让 我 们 考 


V16z4 十 8 十 37 


2 区 2z2 十 6z 十 1 
分 母 是 一 个 带 有 首 项 2z2 的 多 项 式 , 因此 , 我 们 可 以 代 之 以 


2z2 十 6z 十 1 


那么 分 子 怎么 办 呢 ? 在 平方 根 符号 下 的 部 分 是 多 项 式 16z4 二 8, 且 它 的 首 项 为 16x4. 
如 果 你 对 其 取 平 方 根 , 你 会 得 到 4z2. 因此 , 你 应 该 想象 分 子 就 像 是 47? + 3x. 它 的 
首 项 为 4z2, 所 以 我 们 就 用 它 了 . 具体 地 , 我 们 把 分 子 代 以 


V16z4 十 8 十 37 


你 又 该 如 何 化 简 第 一 个 分 式 呢 ? 答案 是 , 你 可 以 把 4z2 拖 进 平方 根 符 号 , 它 就 变 为 
167z4: 


472 | 16z4 


Vi6ri+8+32 Vi6zi+8 3z /16z4+8 37 
472 加 472 472 


通过 进一步 拆 分 和 消去 , 可 以 将 其 化 简 为 


Jr+ 记 + 二 

16x4 4zx 

当 z 一 co 时 , 分 母 中 包含 x 的 部 分 就 消失 了 . 因此 , 该 表达 式 趋 于 
V1i+0+0=1. 


I 


l 
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最 后 , 将 所 有 的 放 在 一 起 , 写 出 原始 问题 的 解 : 
V16z4 十 8 十 37 


OAT 2 (4z?) 
zco 272+67+1 zo 272 二 6z 十 1 
全 一- x(2z2) 
272 
/16z4+8 3z 8 3 
ee 1 UE 
一 ji 16z4 4272 、472 a 到 4 
= lim 5 Xa = lim TI x 
Z 一 co 2x“ 十 6z 十 1 272 zo% 1 6 2 
2 十 一 十 一 
272 27 272 
V1 二 0 十 0 
二 x2=2. 
1 十 0 十 0 
这 很 棒 , 不 是 吗 ? 看 上 去 很 乱 , 但 确实 很 棒 . 现在 , 来 看 看 当 将 情形 稍 加 修改 后 会 发 


生 什 么 . 试 考虑 
ee V16z4 十 8 十 323 


zc 272 十 67z 十 1 
唯一 的 变化 是 , 上 例 分 子 中 的 项 3z 变 成 了 3z3. 这 会 有 什么 影响 呢 ? 好 吧 , 我 们 曾 
说 过 , 对 于 很 大 的 z, V16z4 十 8 这 一 项 就 像 是 4z2. 但 这 一 次 , 更 高 次 数 的 项 3zs 
超过 了 它 . 因此 , 现在 必须 把 分 子 代 以 


VI6z4 十 8 十 3z3 
当然 , 当 把 3z3 拖 进 平方 根 符 号 时 , 它 会 变 为 9z6. 将 所 有 的 放 在 一 起 , 得 到 问题 的 
解 如 下 : 
V16z4 十 8 十 323 
入 六 到 16z4 十 8 十 3z3 i 375 x (37 ) 
zcoo 272 十 6z 二 1 xz>co 2z2 二 6z 十 1 
一 -一 一 一 一 x(2z2) 
272 
16z4 二 8 3z3 16 8 1 
gz6 “373 3z3 9z2 ”9z6 32 
= lim 3 = 1 
十 一 十 
272 27 272 
_ v0+0+1 37 二 号 


二 于 下 站 下 全 

你 一 定 要 切实 理解 了 后 两 个 求解 过 程 的 每 一 步 . 在 第 一 个 例子 中 , 首 项 来 自 平方 根 
符号 下 的 16z4; 即使 当 你 取 平 方 根 的 时 候 , 结果 项 4z2 仍然 支配 了 分 子 中 的 剩余 
部 分 (3z). 在 第 二 个 例子 中 , 占 主导 的 则 是 分 子 中 的 剩余 部 分 (3z?). 但 等 一 下 , 你 
说 一 一 要 是 它们 相等 会 怎样 呢 ? 例如 ， 

Jim V475 一 575 — 273 

zco 区 2725 十 8z 
是 什么 呢 ? 事实 上 , 分 母 并 不 太 令 人 讨厌 , 但 还 是 先 来 看 看 分 子 吧 . 在 平方 根 符号 
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下 , 我 们 有 4z5 一 5z5, 当 x 很 大 时 , 它 表 现 得 就 像 是 首 项 4z5. 因此 , 我 们 应 该 会 想 
V475 二 575 也 会 表现 得 就 像 是 V4z5, 即 2z3( 因 为 x 为 正 ). 但 问题 是 , 消去 分 子 中 
的 2x3, 似乎 就 没 剩 下 什么 了 ! 真 糟糕 , 应 该 怎么 办 呢 ? 
我 们 使 用 4.2 节 中 描述 的 技巧 来 求解 : 分 子 分母 同 时 乘 以 分 子 的 共 斩 表 达 式 . 
所 以 在 看 到 首 项 之 前 , 需要 做 一 些 准 备 工 作 : 
人 V475 一 57z5 一 273 V4r6 一 5z5 一 273 V4z5 一 5 十 2 
zco 六 2775 十 8zr zco 已 2775 + BL V4765 一 575 十 273 
通过 公式 (ae 一 中 (ac+ 电 三 民 一 妇 , 可 以 将 上 式 化 简 为 
(4z6 — 5z5) — (223)2 
zco 只 2775 十 8z(V475 一 575 十 273) 
事实 上 , 可 以 进一步 整理 分 子 , 把 式 子 化 简 为 
lim SS 5 
zco V2776 十 8Z(V4276 — 525 + 273) 
这 就 没 那 么 糟 料 了 ! 对 于 分 子 , 不 需要 再 做 什么 , 现在 来 关注 分 母 . 对 于 W2725 十 8z， 
事实 上 , 可 以 乘 以 并 除 以 首 项 27z5 的 立方 根 , 得 到 
已 27275 + 87 
W276 


V2776 十 8z 
V2776 
当然 , 可 在 立方 根 符号 内 合并 这 些 项 , 消去 公 因 式 ， 到 


忆 / 2 (3z2) = 部 工 十 二 5 (3z2) 
注意 到 当 x 一 co 时 , 包含 立方 根 的 那 部 分 正好 趋 于 1. 
至 于 另外 一 项 , V4x6 一 525 十 2z3, 这 里 需要 小 心 一 些 . 在 平方 根 符号 内 有 4z5 
5z5， 故 其 首 项 是 4z8. 它 的 平方 根 是 2z3. 现在 必须 把 另 一 个 2x3 加 上 去 , 得 到 分 
子 总 的 “ 首 项 ”, 2z3 + 2z3, 即 4z3. 来 看 一 下 这 是 怎么 进行 的 吧 . 将 分 子 代 以 


V4z6 一 575 十 273 5 
二 x (4Z” )， 


然后 对 分 式 进 行 拆 分 , 并 把 42z3 拖 进 平方 根 符号 , 它 会 变 为 16z5; 得 到 


475 — 573 27 1 5 
(I 1675 入) x (i- 喜 + 3)* (rr). 


现在 , 当 x 一 co 时 , 乘积 的 第 一 项 就 会 趋 于 


一 


x 尽 2776， 
即 
x (3z2). 


0+ 二 = 二 十 二 =1， 
4 2 2 2 
这 正 是 我 们 想 要 的 ! (注意 | 5 的 平方 根 是 
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现在 , 试 着 将 所 有 的 放 在 一 起 来 求解 这 个 问题 . 由 分 子 分 母 同 时 乘 以 分 子 的 共 
斩 表 达 式 开始 , 式 子 简化 为 


: 一 5zZ5 
lim 
zco V2776 十 8Z(V476 — 575 十 273) 


现在 , 要 在 分 母 上 使 用 乘除 方法 , 并 得 出 
lim 5 
zco / 32725 二 87 V 和 5 二 875 十 273 
2 x (4z3) 
已 2776 473 
把 -5z5, 3z2 和 4x3 提出 来 , 得 到 
. 1 二 0 
lim x Bs 
Zoo /22775 十 87\ /VI 575 + 273 (322)(473) 
/2776 423 


现在 , 你 所 要 做 的 只 是 从 分 子 分 母 中 消去 z5, 并 使 用 上 面 提 到 的 论证 , 来 证 明 最 后 
的 答案 是 -5/12. 剩 下 需要 你 做 的 已 经 不 多 了 , 但 你 应 该 试 着 把 以 上 所 有 的 片断 组 
合成 一 个 完整 的 解 . 


LU 


4.5 Zz 一 一 00 时 的 有 理 函 数 的 极限 
现在 花 点 时 间 来 看 看 形 如 


,Pp(7) 

2 
的 极限 , 其 中 p 和 是 多 项 式 或 多 项 式 型 函数 . 所 有 我 们 在 一 直 使 用 的 原理 在 这 里 
也 适用 . 当 z 是 一 个 非常 大 的 负数 时 , 在 任意 和 中 , 最 高 次 数 项 仍然 会 占 主 导 . 此 
外 , 当 z 一 一 00 时 , 只 要 C 是 常数 , 且 n 是 一 个 正 整数 , C/zm 仍然 趋 于 0. (你 能 说 
出 为 什么 吗 ? ) 所 有 这 些 都 意味 着 , 问题 的 解 与 之 前 的 几乎 差不多 . 例如 , 考虑 4.3.1 
节 中 已 经 看 过 的 那 两 个 例子 的 改写 O 

. 并 一 824 . Xt+3r—99)(2— x5 
rr rae F 975 3 和 1 

我 所 做 的 只 是 将 oo 改 为 -oo, 表明 我 们 现在 感 兴趣 的 是 , 当 x 是 一 个 非常 大 的 负 
数 时 , 这 两 个 有 理 函 数 会 变 成 什么 样子 . 第 一 个 问题 的 解 和 当 x 一 co 时 的 解 是 一 
样 的 , 你 只 需 让 每 个 多 项 式 分 别 乘 以 并 除 以 其 首 项 : 
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并 一 8z4 
| sa (一 8z4) 
lim = lim 2 
xz 一 -co 724 十 523 十 2000z2 一 6 zx 全 -co 724 十 523 十 2000z2 一 6 
a x (72Z4) 
由 
-一 上 +1 
= lim B23 汉 = 
es 5 2000 6 7 7 


77 772 72Z4 
里 的 要 点 是 , 对 于 某 个 正 的 n, 当 z 一 -co 时 , 任何 形 如 Cy/zn 的 项 都 会 趋 于 0， 
当 z -yco 时 的 情形 是 一 样 的 . 另 一 方面 , 第 二 个 例子 则 不 太一 样 ; 最 后 一 步 不 同 
该 问题 之 前 的 版 本 : 


出 流 


(z4 十 3z 一 99)(2 一 2z5) 
lim 
z 一 -eco (187"7 十 9z6 一 3z2 — 1)(z+1) 


(一 人 x (9) ) (天 过 x (-) ) 


ns +1 
2 一 一 co 7 X32°— zr 
( Tr x aa】 (= x 中 


人 a Ss i 和 
人 


187 18zxz5 18z7 
(1+0 一 0)(-0 二 1 了) 一 代 . 一 外 


二 x lim — = lim 一 00. 


(T4000(+0) 22-018 oH-o018 


只 有 当 在 最 后 取 极 限 的 时 候 才 会 看 到 , 当 z 一 co 时 和 z 一 -co 时 是 不 同 的 . 现在 ， 
一 +/18 趋 于 co 而 不 是 -co. 

还 有 一 点 需要 小 心 . 我 们 之 前 在 将 因子 拖 进 平方 根 符号 里 的 时 候 并 没有 特别 
小 心 . 为 了 说 明 这 一 点 , 试 着 化 简 Vz2. 你 会 得 到 z 吗 ? 如 果 不 幸 > 是 负 的 , 那 你 
就 错 了 . 例如 , 如 果 平 方 -2, 然后 再 取 平 方 根 的 话 , 会 得 到 2. 因此 , 事实 上 , 当 zx 
为 负 时 , Vz2 = 一 zx， 当 你 面 对 z 一 -co 时 的 多 项 式 型 函数 的 极限 时 , 类 似 情况 也 
会 出 现 . 例如 ， 


lim A 
2z 一 -co 223 十 67 十 1 
分 母 表现 得 就 像 是 它 的 首 项 2z3, 但 分 子 呢 ? 在 平方 根 符号 里 的 项 4z6 + 8, 它 表现 
得 就 像 是 4z6, 因此 , V4z5 十 8 表现 得 就 像 是 V4z5. 这 看 上 去 好 像 可 以 化 简 为 2z?， 
但 那 是 不 正确 的 ! 由 于 x 一 -co, 我 们 感 兴趣 的 是 , 当 x 为 负 时 会 有 什么 情况 发 生 . 
这 就 是 说 , 2z3 是 负 的 , 但 V4z5 是 正 的 , 所 以 必须 将 V4z5 化 简 为 -2z3. 因此 , 求 
解 过 程 如 下 : 
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475 二 8 76 
]i V476 十 8 476 四 
1 一 一 一 
xz 人 -co 273 十 6z 十 1 zx-o0 223 十 6z 十 1 
一 一 X(2z3) 
273 
4z6 十 8 1 二 8 
3 426 V 476 476 = 
= lim 汉 = lim x 
z 人 -oo 273 十 6z 十 1 273 zco ] 6 本 1 273 
273 223 273 
Vl+0 
1 十 0 十 0 


类 似 地 , 在 处 理 四 次 方 根 、 六 次 方 根 等 时 , 你 也 需要 同样 小 心 . 例如 ， 
如 果 z 为 负 ， VZ4 一 一 7 
如 果 用 任意 的 偶数 替换 每 一 个 4, 结果 仍然 是 正确 的 . 另 一 方面 , 如 果 用 一 个 奇数 
奉 换 4 的 话 , 那 结 果 就 不 正确 了 . 例如 ， 
对 于 所 有 的 x ( 正 的 、 负 的 或 零 ), Vz3 = zx. 
还 有 一 点 , 即使 x < 0， 


VE 


仍然 成 立 ! 为 什么 呢 ? 因为 根据 定义 , x? 不 可 能 是 负 的 , Vz? 也 不 可 能 是 负 的 , 因此 
那里 不 可 能 有 一 个 负 号 ! 最 后 , 我 们 总 结 如 下 : 


如 果 x < 0, 并 且 想 写 Vr = 二 zm, 那么 需要 在 zm 之 前 加 一 
个 负 号 的 唯一 情形 是 , ”是 偶 的 而 m 是 奇 的 . 


4.6 包含 绝对 值 的 函数 的 极限 
有 时 候 , 你 不 得 不 面 对 一 些 包含 绝对 值 的 函数 . 试 考虑 极限 


lim EN 
zo30- 了 

为 了 解答 此 问题 , 设 f(x) = |z| /x, 并 对 它 检视 一 番 . 首先, 注意 到 0 不 可 能 在 函 
数 了 的 定义 域 中 , 因为 如 果 0 在 其 定义 域 中 , 则 分 母 将 会 是 0. 另 一 方面 , 其 他 的 
都 没 问题 . 我 们 再 来 看 一 下 , 当 z 为 正 时 f(z) 会 怎样 . 这 时 |z| 这 个 量 就 是 z, 因 
此 , 如 果 x 是 任意 的 正 数 , 那么 f(z) = 1. 另 一 方面 , 如 果 z 为 负 , 那么 |z| = 一 x， 
f(z) = 一 x/x = 一 1， 这 就 是 说 , f (xz) = |zl/z 只是“ 如果 z > 0, f(x) = 1; 如 果 
Z< 0, jz) = -1 的 另 一 种 花哨 说 法 而 已 . y = f(x) 的 图 像 如 图 4-2 所 示 . 

因此 , 对 于 要 求 的 左 极限 , 需要 从 左 侧 接近 x = 0, 很 明显 有 
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lim 图 1. 
2Z 一 0 一 化 
同时 我 们 也 会 注意 到 
lim jw = 
20+ LT 
于 左 极限 和 右 极 限 不 相等 , 因此 , 双 侧 极限 不 存在 : 


lm DnE,. 
大 多 数 涉 及 绝对 值 的 例子 可 以 用 相似 的 方式 来 解答 , 即 根据 绝对 值 内 部 的 符 
号 , 考虑 两 个 或 更 多 个 不 同 的 z 的 区 间 . 下 式 是 对 上 例 的 一 个 微小 改变 : 
lim 区 十 l 
z 一 (-2)- 2 十 2 
看 一 看 这 个 绝对 值 , 就 会 发 现 , 它 取 决 于 xz 十 2 > 0 还 是 z 十 2 < 0. 这 些 条 件 可 以 
被 重新 写成 z > -2 或 xz < -2. 在 第 一 种 情况 下 , |z 十 2| = zx 十 2; 而 在 第 二 种 情况 
下 ,lz+2 = 一 (z 十 2). 最 后 的 结果 是 , 当 z > -2 时 , |z 十 2|/ (zx 十 2) 等 于 1; 而 当 
Zz < 一 2 时 , 它 则 是 -1. 事实 上 , y = |z 十 2|/ (zx 十 2) 的 图 像 就 是 y = |z| /zx 的 图 像 
向 左 平移 两 个 单位 得 到 的 , 如 图 4-3 所 示 . 


图 4-2 图 4-3 
这 就 是 说 , 要 求 的 左 极限 等 于 -1 (同时 , 右 极限 是 1, 故 双 侧 极限 不 存在 ). 


aa 


叮 5 


= 三 


至 


连续 性 和 可 导 性 


一 般 而 言 , 函数 的 图 像 上 只 有 一 点 比较 特殊 : 它 必须 满足 垂 线 检验 . 这 并 没有 要 
求 特 别 多 . 图 像 可 以 散落 四 处 : 这 里 有 一 部 分 , 那里 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 或 者 随心 
所 欲 地 在 各 处 散落 任意 个 不 连续 的 点 . 所 以 现在 我 们 想 要 看 看 , 如 果 对 函数 图 像 要 
求 略微 多 一 点 会 发 生 什么 : 我 们 将 要 讨论 两 种 类 型 的 光滑 性 . 首先 是 连续 性 , 直觉 
告诉 我 们 , 连续 函数 的 图 像 必 须 能 一 笔画 成 . 其 次 是 可 导 性 , 直觉 上 , 在 可 导 函 数 的 


图 


像 中 不 会 


b 现 尖 角 . 在 这 两 利 


这 些 特 殊 要 求 的 函数 具有 的 一 些 性 质 
的 内 容 : 


我 们 儿 


点 处 及 在 


= 


区 间 上 连续 ; 


在 一 


和 


函数 的 介 


连续 


切线 和 导数 ; 
二 阶 导 和 高 阶 


连续 性 和 可 导 


科 移 、 平 均 速 度 科 


块 ; 但 对 


7 


作 


值 


函数 的 一 些 例子 ; 


理 


》 


函数 的 最 大 值 与 最 小 值 ; 


已 . 
可 ) 


性 的 


数 的 
于 像 


[瞬时 速度 ; 


5.1 


E 从 一 个 函数 是 连续 的 , 这 到 底 意味 着 什么 开始 . 正如 我 
上 , 可 以 一 笔画 出 连续 函 
为 整个 图 像 在 一 
是 在 x=0 处 有 


条 垂直 渐 近 线 , 把 


情形 中 ， 


图 像 . 这 对 于 
y = 1/z 这 样 的 函数 , 这 就 有 一 点 儿 不 公平 了 . 要 不 
图 像 分 成 了 两 部 分 , 它 的 图 像 本 来 可 以 是 在 


我 们 都 将 深入 地 讨论 其 定义 , 并 了 解 满足 
. 详细 地 说 , 以 下 是 我 们 将 在 本 章 中 所 要 研究 


连 续 性 


上 面 所 说 , 直觉 
象 y = zx? 这 样 的 函数 来 说 没有 问题 , 因 


块 的 . 事实 上 , 如 果 f(z) = 1/z, 那么 可 以 说 , 除了 在 z = 0 外 , f 处 处 连续 . 因此 ， 


必须 理解 在 一 点 处 连续 是 什么 意思 . 然后 , 考虑 在 更 大 的 区 域 上 , 比如 
续 性 . 


图 


区 间 上 的 连 


我 们 以 一 个 函数 f 和 在 x 轴 上 其 定义 域 中 的 点 a 开始 . 当 我 们 画 y = f(x) 的 


了 


像 时, 想 要 在 通过 图 像 上 的 点 (a, f (a)) 时 不 提起 笔 . 如 果 在 其 他 地 方 必须 提起 笔 
的 话 , 那 也 不 要 紧 , 只 要 


E (a, f(a)) 的 附近 不 提起 笔 就 行 了 . 这 意味 着 , 我 们 想 要 
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一 连 串 点 (zx, f(z)) 变 得 越 来 越 接近 (事实 上 是 任意 地 接近 ) 于 点 (a, 了 (a)). 换 句 话 
说 , 当 z 一 a 时 , 需要 f(z) 一 大 (wo). 没 错 , 女士 们 , 先生 们 , 我 们 这 里 面 对 的 是 极 
限 问题 . 现在 可 以 给 出 一 个 恰当 的 定义 : 


如 果 lim f (2) 二 了 (Qa), 函数 f 在 点 xz = a 处 连续 


然 , 为 了 让 前 面 的 等 式 有 意义 , 等 号 两 边 必 须 都 是 有 定义 的 . 如 果 极 限 不 存在 , 敢 
f 在 点 z = a 处 不 连续 , 而 如 果 f(a) 不 存在 , 那么 你 彻底 完蛋 了 : 那里 甚至 都 
没有 一 个 点 (a, f(a)) 可 以 让 你 通过 ! 因此 , 可 以 对 定义 进行 更 精确 一 些 的 描述 , 并 
明确 地 要 求 以 下 三 条 成 立 : 

(GD 双 侧 极限 lim f(z) 存在 (并 且 是 有 限 的 ); 

(2) 函数 在 点 z 二 处 有 定义 , 即 f(a) 存在 (并 且 是 有 限 的 ); 

(3) 以 上 两 个 量 相等 , 即 


SL 


lim f(2) = f(0). 
让 我 们 来 看 看 , 如 果 任 意 一 条 怕 竹 质 不 满足 那 会 怎么 样 . 考 


和 


在 标号 为 1 的 图 中 , 在 x = a 处 的 左 极限 和 右 极限 不 相等 , 则 双 侧 极限 不 存在 ， 
所 以 函数 在 点 x = a 处 不 连续 . 在 标号 为 2 的 图 中 , 左 极限 和 右 极限 都 存在 且 是 有 
限 的 , 并 且 左 右 极 限 相等 , 故 双 侧 极限 存在 ; 然而 , 函数 在 点 x = a 处 无 定义 , 因此 ， 
函数 在 点 x = a 处 不 连续 . 在 标号 为 3 的 图 中 , 双 侧 极限 也 存在 , 函数 在 点 x = a 
处 有 定义 , 但 极限 值 和 函数 值 不 相等 , 再 一 次 地 , 函数 在 点 z = a 处 一 次 不 连续 . 男 
一 方面 , 在 标号 为 4 的 图 中 , 由 于 双 侧 极限 在 点 z = a 处 存在 , f(a) 存在 , 并 且 极 
限 值 和 函数 值 相 等 , 因此 , 函数 的 确 在 点 z = a 处 连续 . 顺便 说 一 下 , 前 三 个 图 中 的 
函数 在 点 z = a 处 有 一 个 不 连续 点 . 

5.1.2 在 一 个 区 间 上 连续 


我 们 已 经 知道 函数 在 一 个 单 点 上 连续 的 定义 了 . 现在 来 把 该 定义 扩展 一 下 , 如 
果 函 数 在 区 间 (a， Wa 上 的 每 一 点 都 连续 , 那么 它 在 该 区 间 上 连续 . 注意 到 f 实际 上 
没有 必要 在 端点 = 或 zx 一 上 连续 . 例如 , 如 果 了 f(z) = 1/z, 那么 f 在 区 
间 (0,co) 上 连续 , 即使 (0) 无 定义 . 该 函数 在 区 间 (一 oo0,0) 上 也 连续 , 但 在 区 间 
(一 2,3) 上 不 连续 , 因为 0 位 于 此 区 间 内 , 而 f 在 那里 不 连续 . 
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对 于 形 如 [中 的 区 间 又 如 何 呢 ? 对 此 我 们 不 得 不 稍微 灵活 些 . 例如 , 图 5-2 是 
函数 在 其 定义 域 [a,9] 上 的 图 像 ; 我 们 想 说 它 在 [a,6] 上 连 
续 . 但 问题 是 , 双 侧 极限 在 端点 z = a 和 z = "处 不 存在: 
在 点 z = a, 只 有 一 个 右 极限 ; 而 在 点 x = b, 只 有 一 个 左 
极限 . 不 过 没有 关系 , 只 需 利用 端点 处 适当 的 单 侧 极 限 来 上 
略微 修改 一 下 定义 . 因此 , 我 们 说 函数 f 在 [a,9?| 上 连续 ， 
如 果 图 5-2 
(1) 函数 f 在 (a,05) 中 的 每 一 点 都 连续 ; 
(2) 函数 f 在 点 z = au 处 右 连续 ; 即 ， lim, f (2) 存在 ( 且 有 限 ), f (a) 存在 , 并 
且 这 两 个 量 相等 ; 以 及 
(3) 函数 f 在 点 x = 5 处 左 连续 ; 即 ， im f (2) 存在 ( 且 有 限 ), f (2) 存在 , 并 
且 这 两 个 量 相等 . 
最 后 , 如 果 函 数 在 其 定义 域 中 的 所 有 的 点 都 连续 , 我 们 就 说 它 是 连续 的 . 如 果 函 数 
的 定义 域 包括 一 个 带 有 左 端点 和 /或 右 端点 的 区 间 , 那么 在 那里 需要 函数 的 单 侧 连 
续 性 . 
5.1.3 连续 函数 的 一 些 例子 
很 多 的 常见 函数 都 是 连续 的 . 例如 , 每 一 个 多 项 式 都 是 连续 的 . 这 看 起 来 好 像 
不 太 好 证 明 , 因为 有 很 多 不 同 的 多 项 式 , 但 事实 上 并 不 是 那么 难 证 明 . 首先 , 让 我 们 
证 明定 义 为 f(x) = 1 的 常数 函数 f, 对 于 所 有 的 xz, 在 任意 一 点 a 处 都 连续 . 也 就 
是 说 , 需要 证 明 


lim f(z) = f(0). 
于 对 于 任意 的 z 都 有 f(z) = 1, 并 且 f (a) = 1 这 意味 着 需要 证 明 
lim 1 =1. 


显然 上 式 成 立 , 因为 所 有 的 一 切 都 不 依赖 于 x 和 a. 现在 , 设 g (x) = z. 9 是 连续 的 
吗 ? 这 时 需要 证 明 


lim g(x) = g(a). 


于 g(x) =z 且 g(a) =a, 这 就 将 问题 简化 为 证 明 
lim z= a. 
Ta 


显然 上 式 也 成 立 : 当 x 一 a 时 , 当然 会 有 x 一 al 现在 只 需 观察 可 知 , 一 个 连续 函 
数 的 常数 倍 是 连续 的 ; 此 外 , 如 果 对 两 个 连续 函数 做 加 法 、 减 法、 乘法 或 复合 , 会 得 
到 另 一 个 连续 函数 (更 多 详情 请 参见 附录 A 的 A.4.1 节 ). 当 用 一 个 连续 函数 除 以 
男 一 个 连续 函数 的 时 候 , 这 几乎 也 一 样 成 立 : 除了 分 母 为 零 的 点 外 , 商 函 数 处 处 连 
续 . 例如 , 除了 在 z = 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 , 因为 我 们 已 经 看 到 分 子 分 
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母 同 为 x 的 连续 函数 . 

不 管 怎样 , 让 我 们 回 到 多 项 式 . 因为 g(x) = x 是 z 的 连续 函数 , 可 以 让 9 和 它 
自己 相 乘 , 看 到 x? 也 是 x 的 连续 函数 . 你 想 要 多 少 个 x 和 它 自 己 相 乘 都 可 以 , 这 
样 可 以 证 明 z 的 任意 次 震 (作为 z 的 函数 ) 的 连续 性 . 然后 , 可 以 乘 以 币 数 系数 , 并 
将 不 同 次 窜 相 加 在 一 起 , 得 到 任意 一 个 多 项 式 一 一 并 且 每 一 个 仍然 是 连续 的 ! 
结果 证 明 , 所 有 的 指数 函数 和 对 数 函 数 部 是 连续 的 , 同样 所 有 的 三 角 函 数 也 是 
如 此 (除了 在 它们 的 渐 近 线 上 ). 我 们 暂且 接受 这 一 点 , 后 面 的 5.2.11 节 将 会 解释 其 
中 的 原因 . 同时 , 我 想 让 你 来 看 一 个 更 奇异 的 函数 . 考虑 函数 f, 其 定义 为 f (zx) = 
zsin (1/z). 在 3.6 节 有 过 它 的 图 像 (至 少 是 当 xz > 0 时 的 图 像 ). 其 实 把 图 像 扩展 到 
2 <0 是 很 容易 的 , 因为 f 是 一 个 偶 函 数 . 为 什么 呢 ? 记得 sn (z) 是 xz 的 奇 函 数 ， 


> (三) = 人 i (3)) = (2) a 


因此 , f 的 确 是 偶 函 数 , 从 而 以 y 轴 为 镜子 反射 之 前 的 图 像 , 就 可 以 得 到 了 的 图 像 
(图 5-3 只 显示 了 在 定义 域 -0.3 < x < 0.3 上 的 图 像 ). 


图 5-3 


现在 来 考虑 一 下 这 个 函数 的 连续 性 .作为 z 的 函数 , 我 们 已 经 知道 , 除了 在 
2 二 0 处 , 1/z 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 现在 , 我 们 将 它 与 正弦 函数 作 复合 , 得 到 的 
函数 依然 是 连续 的 , 并 且 可 以 看 到 , 除了 在 x = 0 处 , sn (1/z) 在 其 他 各 处 也 都 是 
连续 的 . 现在 , 你 只 需要 用 x (这 显然 是 xz 的 连续 函数 !) 和 sin (1/z) 相 乘 就 可 以 看 
到 除了 在 z = 0 处 外 , f 在 其 他 各 处 都 是 连续 的 . 

那么 在 x = 0 处 发 生 了 什么 呢 ? 显然 , f 在 xz = 0 不 连续 , 因为 它 在 那里 甚至 都 
没有 定义 (图 像 上 这 里 有 一 个 洞 ). 让 我 们 来 定义 一 个 函数 g 如 下 , 将 这 个 洞 堵 上 : 


i | x sin (3) 如 果 xz 去 0， 


0 如 果 z = 0. 


因此 , 除了 在 xz = 0 (此 时 9 等 于 0, 而 f 无 定义 ) 外 , g(z) = f(x). 因此 , 9 必然 是 
处 处 连续 的 , 而 f 除 z = 0 外 处 处 连续 . 现在 需要 来 看 看 在 x = 0 处 发 生 了 什么 . 
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于 g (0) 有 定义 , 这 就 有 了 希望 . 此 外 , 可 以 使 用 3.6 节 的 三 明治 定理 来 证 明 


1 
li = in(—|]=0. 
4 = ,aesn (3) 


通过 对 称 性 (或 再 次 使 用 三 明治 定理 ), 可 以 看 到 左 极限 也 等 于 0. 事实 上 , 双 侧 极 
限 也 为 0: 


. 1 
lim g(7) = lim 2 sin (3) = 0. 


因此 , 就 证 明了 
lim glz) = 9(0), 
因为 等 号 两 边 都 存在 且 等 于 0. 这 意味 着 , g 在 x = 0 处 实际 上 是 连续 的 , 尽管 它 是 
一 个 分 段 函 数 的 形式 . 
我 们 差不多 已 经 准备 好 , 可 以 来 看 看 两 个 涉及 连续 性 的 很 好 的 事实 . 不 过 首先 
我 想 回 到 第 4 章 开始 时 曾 讲 到 的 一 点 . 当时 所 举 的 第 一 个 例子 是 


将 z = -1 代入 上 式 求 解 得 到 结果 为 -2. 为 什么 可 以 这 样 做 ? 这 似乎 与 之 前 所 说 ， 
上 述 极限 的 值 与 在 z = -1 处 发 生 的 情况 无 关 , 仅仅 与 在 z = -1 附近 的 情况 有 关 
这 一 点 相 了 矛盾 . 这 里 就 轮 到 连续 性 派 上 用 场 了 : 它 将 “附近 的 ”与 “在 ”联系 了 起 
来 . 特别 是 , 如 果 令 f(z) = (z? 一 3z 十 2) / (x 一 2), 那么 由 于 分 子 和 分 母 都 是 多 项 
式 , 除了 在 分 母 为 0 的 点 外 , f 是 处 处 连续 的 . 也 就 是 说 , 除了 在 x = 2 处 , f 是 处 
处 连续 的 . 因此 , f 在 x = -1 上 是 连续 的 , 这 就 意味 着 ， 


lim f(z) = f(-1). 


Z 一 一 1 


用 其 定义 蔡 换 f, 有 


-3z+2 (J1)2-3(-1)+2 
人 
这 就 是 完整 的 解 . 在 实践 中 , 很 少 有 数学 家 会 不 厌 其 烦 地 把 这 些 细节 都 写 出 来 , 但 
这 样 做 会 有 助 于 你 理解 你 在 做 什么 ! 
5.1.4 介 值 定理 


知道 一 个 函数 是 连续 的 会 有 很 多 好 处 . 我 们 将 看 看 其 中 两 个 好 处 . 第 一 个 被 称 
想 是 : 假设 一 个 函数 f 在 一 个 闭 区 间 [a,8] 上 连续 . 此 外 , 假 


为 介 值 定理 . 其 基本 思 
设 f(a) <0 且 了 (5) >0. 因此 ,在 y= f(z) 的 图 像 上 , 点 (a,f(a)) 位 于 x 轴 的 下 
方 , 而 点 (b, f(b)) 位 于 z 轴 的 上 方 , 如 图 5-4 所 示 . 

现在 , 如 果 必 须 用 一 条 曲线 (当然 它 要 满足 垂 线 检验 ) 来 连接 这 两 个 点 , 并 日 不 
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允许 抬 起 笔 来 , 直觉 上 显然 有 , 你 的 笔 将 与 x 轴 上 a 和 5b 之 间 的 某 处 至 少 相 交 一 
次 . 交点 也 许 在 a 的 附近 或 5 的 附近 , 或 者 在 a 和。 中 间 的 某 处 , 但 必须 相交 至 少 
一 次 . 这 就 是 说 , x 轴 截 距 在 a 和 2b 之 间 的 某 处 . 在 这 里 , 函数 f 在 区 间 [o, 上 的 
每 一 点 都 是 连续 的 , 这 一 点 至 关 重 要 ; 我 们 来 看 看 哪怕 f 仪 仅 在 一 点 处 不 连续 会 怎 
样 , 如 图 5-5 所 示 . 


【2 
a b a b 
. G2 
图 5-4 图 5-5 


不 连续 点 让 函数 在 z 轴 上 发 生 跳 跃 而 不 通过 x 轴 ， 因 此 , 需要 在 整个 区 域 
[a, 中 上 的 连续 性 . 这 也 适用 于 从 x 轴 上 方 开 始 并 在 x 轴 下 方 结束 的 情况 , 即 如 果 
f(a) >0 且 f(5) < 0, 并且 上 了 在 [aa 上 的 每 一 点 都 连续 , 那么 在 [a,9] 上 的 某 
处 , 必定 会 有 一 个 x 轴 截 距 . 由 于 x 轴 截 距 意 味 着 f (c) = 0, 可 以 表述 介 值 定理 如 
下 ; 


介 值 定理 : 如 果 f 在 [a,9] 上 连续 , 并 且 f (a) <0 且 f(b) > 0, 那么 在 区 间 
(a,b) 上 至 少 有 一 点 c, 使 得 f(c) = 0. 代 之 以 f(a) > 0 且 f (5) < 0, 同样 成 


和 


.. 


该 定理 的 证 明 请 参见 附录 A 中 的 A.4.2 节 . 现在 来 看 一 些 如 何 应 用 此 定理 的 例子 . 
首先 , 假设 要 证 明 多 项 式 p(z) = -z5+z4+3z+1 在 z=1 和 7z=2 之 间 有 一 个 
2 轴 截 距 . 你 只 需 注意 到 , 由 于 它 是 一 个 多 项 式 , 所 以 p 是 处 处 连续 的 (包含 [1, 2]); 
此 外 , 计算 p( 人 =4>0 且 p(2)=-9<0. 由 于 p(D) 和 z(2) 的 符号 相反 , 且 p 在 
[1,2] 上 连续 , 我 们 知道 在 区 间 (1,2) 上 至 少 存在 一 点 c 使 得 p(c) = 0. 数 ec 就 是 多 
项 式 p 的 一 个 x 轴 截 距 . 

接着 是 一 个 稍微 难 一 点 的 例子 . 如 何 证 明 方 程 zx = cos (x) 有 一 个 解 呢 ? 不 需要 
求 出 解 来 , 只 需要 证 明 存 在 一 个 解 . 可 以 先 在 同一 坐标 轴 上 画 出 y=z 和 ww = cos(z) 
的 图 像 . 如 果 这 样 做 了 , 就 会 发 现 图 像 的 交点 的 x 轴 举 标 在 x/4 附近 . 不 过 这 样 的 
图 像 式 论证 , 虽然 不 无 说 服 力 , 但 对 于 一 个 数学 证 明 来 说 , 还 远 远 不 够 . 那么 如 何 能 
够 做 得 更 好 呢 ? 

第 一 步 是 使 用 一 个 小 容 门 : 将 所 有 表达 式 放 到 等 号 左边 . 因此 , 我 们 试 着 来 求 
解 z 一 cos (z) = 0, 而 不 是 求解 x = cos(z). 现在 , 设 f(z) = x 一 cos(z). 如 果 可 以 
证 明 存 在 数 c 使 得 f (c) = 0 的 话 , 任务 就 算 完成 了 . 来 检验 一 下 这 是 否 说 得 通 : 如 
果 让 (c) = 0, 那么 c 一 cos(c) = 0, 因此 c= cos (oj, 于 是 束 找 到 了 方程 x = cos (zx) 
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的 一 个 解 , 它 就 是 z = c. 


现在 , 该 使 
中 一 个 是 负 的 而 另 


守 地 选取 a=0 和 5=n/ 


有 介 值 定 天 


EE 了 . 我 们 需要 找到 两 个 数 a 和 bb, 使 得 f (a) 和 f(b) 其 


个 是 正 的 . 


由 于 从 图 像 中 可 知 答 案 会 在 x/4 附近 , 我 们 将 保 


2. 来 检验 一 下 f(0) 和 f(x/2) 的 值 吧 . 首先 , f (0) 


0 一 cos (0) = 0 一 1= 一 1, 它 是 负 的 ; 其 次 , f (x/2) = /2 一 cos (7/2) = /2 一 0 = 7/2, 


i 


是 正 的 . 


已 


解 . 我 们 不 知道 解 在 
有 一 个 解 . (注意 , 解 实际 上 不 是 /4! 习 


表达 .) 


-二 


于 f 是 连续 的 ( 它 是 两 个 连续 函数 的 差 ), 根据 介 值 定理 可 以 得 出 ， 
在 区 间 (0, zx/2) 上 存在 某 个 数 c 使 得 f (c) = 0, 于 是 证 明了 x = cos (x) 有 一 个 


那里 , 也 不 知道 会 有 多 少 解 , 只 是 知道 在 


区 间 (0,r/2) 上 人 至少 


这 里 有 一 个 稍 


反 过 来 ), 然后 得 出 结论 , 帮 


E (a,b) 


意 数 M 来 替换 0, 且 结 果 依 然 成 立 . 


且 f(5) > M (或 反 过 来 ), 那么 在 (a,5) 


果 f(x) = 3” 十 zx, 那么 方程 f 


猜 昌 


8 解 在 0 和 2 之 间 , 这 样 会 


因此 , 假设 了 在 
上 存在 一 点 c 使 得 


有 实 上 , 不 可 能 找到 一 个 有 关 解 的 很 好 的 


不 同 的 变 体 . 到 目前 为 止 , 都 是 规定 f (a) <0 
上 存在 一 点 c 使 得 f (ce) = 0. 然而 现在 , 可 以 用 任 
[wj 上 连续 ; 如 果 f(a)<M 
f(c) = M. 例如, 如 


zZ) = 5 有 解 吗 ? 显然 f 是 
会 有 (0) =1 和 2) = 13. 1 


且 /OO) >0 (或 


连续 的 ; 我 们 也 可 以 


于 数 1 和 13 夹 着 


目标 数 5( 一 个 小 一 点 而 另 一 个 大 一 点 ), 介 值 定理 告诉 我 们 , 对 于 (0,2) 上 的 某 个 c 


有 f(c)=5. 


这 就 是 说 , f (zx) = 5 确实 有 解 . 现在 试 着 以 一 个 新 的 函数 g 来 重新 做 一 遍 ， 


定义 为 g(z) = 37 十 xz?2 一 5. 可 以 看 出 , 如 果 f(x) =5 有 一 个 解 是 c, 那么 c 也 是 


9 (7) = 0 的 解 . 由 于 


六 9 (0) 


体 ! 事实 上 , 变 体 ; 


简单 些 


<0 


上 且 g (2) > 0, 你 可 以 使 用 


5.1.5 一 个 更 难 的 介 值 定理 例子 


最 后 一 个 例子 : 证 明 作 


其 


YY 


前 的 方法 而 不 是 上 面 的 变 
没有 给 我 们 提供 任何 新 的 东西 , 它 只 是 有 时 候 会 让 生活 变 得 更 


F 意 的 奇数 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 这 就 是 说 , 令 p 是 一 


个 奇数 次 多 项 式 , 我 断言 , 至 少 有 一 个 数 e 使 得 p (ce) = 0. (这 对 于 偶数 次 多 项 式 不 


成 立 . 例如 , 二 次 的 z2 


言 呢 ? 


事实 上 , 这 里 的 关键 可 以 追溯 到 4.3 节 . 在 那 


且 其 首 项 为 a,x", 那么 


这 意味 着 , 它们 至 少 有 相同 的 符号 ! 不 可 


lim 


p(x) 


1 没有 根 , 其 图 像 和 x 轴 


二 1 日 


TH00 QnTn 


D(Z) 


lim = 
XH—00 QnTn 


不 相交 .) 可 是 如 何 来 证 明 我 的 断 


有 EE, 如果 p (z) 是 任意 的 多 项 式 ， 


因此 , 当 x 变 得 非常 大 时 , p(z) 和 anz” 会 相对 地 非常 接近 (它们 的 比值 接近 于 1). 
能 是 一 个 负 一 个 正 , 否则 它们 的 比值 为 负 ， 
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而 不 是 


取 一 个 


接近 于 1. 当 xz 是 一 个 非 第 大 的 负数 时 , 情况 也 是 如 此 . 


非常 大 的 正 数 B, 使 得 p(B) 和 a,,B” 有 相同 的 符号 . 现在 , 比较 


和 awB” 的 符号 . 由 于 n 是 一 个 奇数 , 它们 的 符号 一 定 相反 ! 一 个 为 了 


因此 , 假设 4 是 一 个 很 大 的 负数 , 使 得 p (4) 和 an4"” 有 相同 的 符号 . 此 外 , 选 


= 下 Ce 


E 而 另 一 个 为 


负 . 例如 , 如 果 an > 0, 那么 awB" 为 正 且 anA” 为 负 . (这 只 有 当 n 是 奇数 时 才 成 


立 : 如 果 交 是 偶数 , 忆 


所 以 p(4) 和 p(B) 的 符号 相反 . 由 于 p 是 一 个 多 项 式 , 它 是 连续 的 , 于 是 根据 介 值 


定理 , 在 A 和 B 之 间 有 一 个 数 c, 使 得 p(c) = 0. 这 就 是 说 , p 有 一 个 根 , 尽管 不 知 


道 它 在 
的 
5.1.6 
接 
在 闭 区 
拿 笔 放 
这 里 的 


Bb 么 这 两 个 量 均 为 正 .) 因 
(a) 


此 , 有 


anA” ls anB” 和 p(B). 


连续 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 


在 点 (a, f(a) 


间 [a,4] 上 连续 . 
) 


(这 是 


》 


肯定 的 
用 


问题 是 , 能 画 多 


高 ? 


换 名 话说 , 这 条 曲线 能 够 达到 


哪儿 . 这 也 没 办 法 , 毕 竞 不 知道 p 是 什么 样子 的 多 项 式 , 只 知道 它 是 奇数 次 


着 来 看 知道 一 个 函数 是 连续 的 所 带 来 的 第 二 个 好 处 . 假设 有 一 个 函数 f, 它 
区 间 的 两 个 端点 都 是 闭 的 非常 重要 .) 这 意味 着 , 可 以 
此 出 发 , 笔 不 离 纸 地 画 一 条 曲线 , 并 结束 于 点 (5b, 了 (2b)). 


, 一定 有 一 个 最 高 点 , 尽管 曲线 可 以 多 次 达到 最 高 点 . 


符号 表达 即 为 , 定义 在 


的 高 度 有 限度 吗 ? 回答 是 


区 间 [a,2b] 上 的 函数 f 在 xz = e 处 有 一 个 最 大 值 , 如 
果 f(c) 是 f 在 整个 区 间 [中 上 的 最 大 值 . 即 对 于 区 间 上 所 有 的 zx, f (c) > f(z). 


这 里 我 试图 传递 的 基本 思想 是 , [w 上 的 连续 函数 在 区 间 [a,?] 上 有 最 大 值 . 对 于 


类 似 的 问题 ,“ 能 画 多 低 ”, 我 们 也 有 同村 
果 f (c) 是 f 在 整个 区 间 [a,9] 上 的 最 小 值 . 
区 间 [ww 中 上 的 任何 连续 函数 在 该 区 间 
个 定理 , 有 时 被 称 作 最 大 值 与 最 小 值 定理 , 它 可 以 陈述 如 下 : 


次 地 ， 


YI 


的 说 法 , 即 了 在 z = c 处 有 一 个 
1 对 于 [ww 上 所 有 


最 小 值 , 如 


的 z, f (©) < f (2). 


上 都 有 最 小 值 . 这 些 寻 


实 构成 一 


最 大 值 与 最 小 值 定 理 : 如 果 f 在 [a,b] 上 连续 , 忆 


Ph 么 f 在 [a,9] 上 至少 有 一 个 


在 


最 大 值 和 一 个 最 小 值 . 
图 5-6 是 一 些 关 于 [a,8] 上 的 连续 函数 及 其 最 大 值 与 最 小 值 的 例子 . 


第 一 幅 图 中 , 孙 : 


图 5-6 


在 zx= < 处 取得 最 大 值 并 在 x = d 处 取得 最 小 值 . 在 第 二 
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及 图 中 ,函数 在 * = ce 处 取得 最 大 值 而 在 左 端点 z = a 处 取得 最 小 值 .在 第 三 幅 图 
中 , 最 大 值 在 > = 处 , 而 最 小 值 在 x = c 和 xz = d 上 . 这 是 可 以 接受 的 (允许 有 多 
个 最 小 值 , 只 要 至 少 有 一 个 ). 最 后 , 第 四 幅 图 展示 了 一 个 常数 函数 , 它 是 连续 的 ; 事 
实 上 , 由 于 该 函数 绝 不 会 高 于 或 低 于 常数 C, 所 以 区 间 [a, 相 中 的 每 一 个 点 既是 最 
大 值 也 是 最 小 值 . 

那么 为 什么 需要 函数 / 是 连续 的 ? 并 且 , 为 什么 不 能 是 一 个 像 (a,5) 那样 的 开 
区 间 ? 图 5-7 显示 了 一 些 潜在 的 问题 . 


SU 


a 


1 
1 
1 
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1 
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图 5-7 


在 第 一 幅 图 中 , 函数 f 在 区 间 [ww 的 中 间 有 一 条 渐 近 线 , 它 当然 会 产生 一 个 
不 连续 点 . 该 函数 没有 最 大 值 , 它 只 会 在 渐 近 线 的 左 侧 无 限 上 升 . 类 似 地 , 它 也 没 
有 最 小 值 , 因为 它 会 在 渐 近 线 的 右 侧 无 限 下 降 . 

第 二 幅 图 涉及 一 个 更 微妙 的 情况 . 这 里 函数 只 在 开 区 间 (a,5) 上 连续 . 显然 该 
函数 在 x = c 处 有 一 个 最 小 值 , 但 它 的 最 大 值 是 什么 呢 ? 你 或 许 会 想 它 出 现在 z=。 
处 , 但 再 想 想 看 . 该 函数 在 x =b 处 没有 定义 ! 因此 , 它 不 可 能 在 那里 有 一 个 最 大 值 . 
如 果 该 函数 有 一 个 最 大 值 , 那么 它 一 定 在 5 附近 的 某 处 . 事实 上 , 你 想 要 的 是 一 个 
小 于 b 并 接近 于 5 的 数 . 很 不 幸 , 没有 这 样 的 数 ! 无 论 你 想到 一 个 多 么 接近 于 。 的 
数 , 你 总 是 可 以 取 该 数 与 5 的 平均 数 得 到 另 一 个 更 接近 于 5 的 数 . 因此 , 该 函数 没 
有 最 大 值 . 这 说 明 , 为 了 确保 可 以 使 用 最 大 值 与 最 小 值 定理 , 连续 性 区 间 必 须 是 闭 
的 . 


当然 , 即使 区 间 不 是 闭 的 , 该 定理 的 结论 也 可 能 会 成 立 . 例如 , 在 上 面 的 第 三 幅 
中 , 函数 只 在 开 区 间 (a,5) 上 连续 , 但 它 仍然 在 x = c 处 有 一 个 最 大 值 并 在 x = d 
有 一 个 最 小 值 . 但 这 只 是 一 个 幸运 情况 . 如 果 你 知道 函数 在 区 间 [wj 上 连续 , 你 
能 仰赖 定理 来 确保 最 大 值 与 最 小 值 的 存在 性 . 


痛 古 


AS 
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5.2 可 导 性 


我 们 已 经 花 了 一 些 时 间 来 学 习 连 续 性 . 现在 该 来 看 看 函数 能 够 具有 的 男 一 种 
光滑 性 可 导 性 . 这 实质 上 意味 着 函数 有 导数 . 因此 , 我 们 会 花 相 当 一 部 分 时 间 
来 研究 导数 . 发 展 微 积分 的 最 初 灵感 之 一 来 自 试 图 去 理解 运动 物体 的 速度 、 距 离 和 
时 间 的 关系 . 因此 , 让 我 们 从 那里 开始 , 之 后 再 回 到 函数 . 
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5.2.1 平均 速率 
想象 一 下 ,在 高 速 路 上 给 一 辆 汽车 拍照 ， 曝 光 时 间 非 常 短 , 因此 图 像 并 不 模 


糊 你 甚至 不 能 分 辨 那 辆 车 是 不 是 在 动 . 现在 , 我 问 你 : 拍照 时 汽车 的 运动 速度 
有 多 快 ? 你 说 , 没 问题 , 只 需 使 用 经 典 公 式 

,x 距离 

速率 = 二 而 : 


但 问题 是 , 照片 无 法 告诉 你 距离 ( 那 辆 车 没有 动 ) 或 时 间 (照片 实质 上 是 捕捉 了 一 
瞬间 ). 因此 , 你 无 法 回答 我 的 问题 . 
咽 , 但 如 果 我 告诉 你 , 拍照 之 后 的 一 分 钟 , 汽车 行驶 了 一 英里 呢 ? 这 时 你 就 可 以 
使 用 以 上 公式 来 计算 了 , 汽车 一 分 钟 开 了 一 英里 , 速率 是 60 英里 /小 时 . 但 仍旧 , 你 
如 何 知道 汽车 在 那 一 分 钟 里 的 速率 是 一 样 的 呢 ? 在 那 一 分 钟 里 , 它 可 能 会 有 多 次 的 
加 速 和 减速 . 你 不 知道 在 那 一 分 钟 的 开始 时 刻 它 究竟 开 得 有 多 快 . 事实 上 , 上 述 公 
式 并 不 精确 : 等 号 左边 应 该 称 为 平均 速率 , 因为 那 是 我 们 所 能 知道 的 全 部 

好 吧 , 看 你 可 怜 , 我 再 告诉 你 , 在 第 一 个 10 秒 钟 , 汽车 行驶 了 0.25 英里 . 现在 ， 
你 可 以 使 用 该 公式 来 计算 , 在 第 一 个 10 秒 钟 内 的 平均 速率 是 1.5 英里 /分 钟 或 90 
英里 /小 时 . 这 有 点 帮助 , 但 在 这 10 秒 钟 里 汽车 仍旧 可 能 改变 过 速率 , 因此 我 们 仍 
然 不 知道 在 这 段 时 间 的 开始 时 刻 它 开 得 有 多 快 . 不 过 速率 也 不 可 能 跟 90 现时 /小 
时 差 太 多 , 毕 竞 在 这 么 短 的 时 间 里 , 汽车 只 可 能 加 速 或 减速 这 么 多 . 

如 果 知 道 在 拍照 后 的 一 秒 钟 里 汽车 走 了 多 远 , 那 将 会 更 好 , 但 这 仍旧 还 不 够 . 
甚至 0.0001 秒 都 可 能 足以 让 汽车 改变 速率 , 尽管 变化 不 会 太 大 . 如 果 你 感到 我 们 是 
在 取 极 限 的 话 , 那 你 想 得 没 错 . 不 过 , 我 们 首先 需要 看 一 看 速度 的 概念 . 
5.2.2 位移 和 速度 


想象 一 下 , 汽车 在 一 条 长 直 的 高 速 路 上 行驶 . 公路 上 的 里 程 标志 牌 有 点 奇怪 : 
某 个 点 上 是 0 标志 , 在 其 左 侧 , 标志 始 于 -1 并 且 变 得 越 来 越 负 ; 在 其 右 侧 , 一 切 一 
如 平常 . 事实 上 , 整个 情形 看 上 去 就 像 图 5-8. 


上 


DH 


—1 0 1 2 3 
图 5-8 
假设 汽车 始 于 2 英里 处 并 直接 驶 向 5 英里 处 , 那么 它 行驶 的 距离 是 3 英里 . 但 
如 果 它 是 始 于 2 英里 处 但 向 左 行 驶 到 了 -1 英里 处 , 它 行驶 的 距离 也 是 3 英里 . 我 
们 想 要 区 分 这 两 种 情形 , 因此 我 们 将 使 用 位 移 来 代替 距离 . 位 移 公 式 就 是 : 


位 移 = 终点 位 置 - 初始 位 置 . 
如 果 汽 车 从 位 置 2 驶 到 位 置 5, 那么 位 移 是 5 一 2 = 3 英里 . 但 如 果 是 从 位 置 2 驶 
到 了 位 置 -1, 那么 位 移 是 (-1) - 2 = -3 英里 . 因此 , 和 距离 不 一 样 , 位 移 可 以 是 
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负 的 . 事实 上 , 如 果 位 移 是 负 的 , 那么 汽车 将 终 1 


距离 和 
行驶 过 程 中 


立 移 的 妇 外 一 个 本 
的 情况 是 无 关 紧 要 


9 十 6 二 15 英里， 
2, 位 移 实际 上 是 
没有 后 退 的 话 , 那 


> 


旦 总 位 移 仍 然 


于 它 初始 位 置 的 左 侧 . 


0 英里 , 尽管 2 


么 距离 就 是 位 移 的 绝对 值 . 
正如 我 们 在 上 一 节 看 到 的 , 平均 速率 是 行使 
来 代替 距离 , 你 会 得 到 平均 速度 . 也 就 是 ， 


值 


果 它 从 2 走 到 


要 区 别 就 是 , 位 移 仅 仅 涉及 终点 和 初始 位 置 , 汽车 在 


的 .如 果 它 从 2 走 到 11, 然后 又 返回 到 5, 距离 是 
只 是 3 英里 . 而 如 


-4 然后 又 返回 到 
各 是 12 英里 ， 然 而 , 如 果 汽 车 只 向 一 个 方向 行驶 ， 


开 雹 流放 _ 位 移 
平均 速度 = 村 耐 - 


E 离 除 以 行驶 时 间 . 如 果 你 


用 位 移 


同样 , 速度 可 以 是 负 的 , 而 速率 必定 是 非 负 的 . 如 果 在 一 定 的 时 间 段 内 , 汽车 有 一 个 


负 的 平 


均 速 度 , 那 


么 它 终 止 于 初始 位 置 的 左 侧 . 而 如 
是 0, 那么 汽车 终止 于 它 的 初始 位 置 . 注 


的 平均 速率 , 尽管 
驶 , 那么 平均 速率 
5.2.3 瞬时 速度 


其 平均 速度 为 0! 一 
就 是 平均 速度 的 绝对 值 . 


果 在 一 定 的 时 间 段 内 平均 速度 


意 到 , 在 这 利 


情况 下 , 汽车 或 许 有 一 个 很 高 


役 而 言 , 就 像 位 移 , 如 果 汽 车 沿 着 一 个 方向 行 


现在 , 我 们 用 速度 来 重新 考察 一 下 前 面 提 到 的 重要 问题 : 在 给 定 的 瞬间 , 如 何 


测量 汽车 的 速度 ? 如 前 所 述 , 基本 思想 就 是 , 帮 
平均 速度 . 下 四 


间 段 上 , 求 汽车 的 


AAA 


就 是 如 何 用 


令 上 是 我 们 关心 的 时 刻 . 人 


记 , 并 用 0 表示 玫 


将 取 t= 180. 不 管 怎样 ， 
于 时 间 t 终止 于 时 间 ww 的 时 间 段 J 
而 这 正 是 轮 到 极限 登场 
在 时 刻 t 的 瞬时 速 


不 过 , 为 什么 要 忽略 在 时 刻 上 之 前 的 细节 


能 有 多 近 就 多 近 ! 


F 始 时 间 ， 那 利 


上 定义 变 得 更 


现在 需要 更 多 的 公式 . 假设 知道 在 高 速 路 上 汽车 在 外 


般 一 些 . 然后 , 我 们 可 以 


付 与 
如, 如 果 全 程 始 于 下 有 


3 照 时 间 是 下 有 


E 始 于 拍照 时 刻 并 变 得 越 来 越 小 的 时 
来 表达 这 个 思路 . 


F 两 点 ,你 可 能 决定 要 以 秒表 


情况 下 ,如果 


段 设 wu 是 t 之 后 很 近 的 四 
上 的 平均 速度 . 现 
的 地 方 . 


事实 上 ， 


度 = lim UteOu-: 
呢 ? 通过 允许 在 t 之 前 , 我 们 可 以 让 以 
用 双 侧 极限 蔡 换 右 极限 : 


在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = lim wow 


假设 在 时 刻 t, 汽 好 


现在 就 可 以 准确 地 计算 平均 速度 vi 本: 


Viou 一 


在 时 刻 v 的 位 置 


的 位 置 是 (). 这 就 是 说 , 信 
7 (0 = 汽车 在 时 刻 的 位 置 . 


E 意 时 刻 的 准确 位 置 . 特别 是 ， 


在 时 刻 t 的 位 置 /WO 一/ 


ut 


ut 


F 两 点 零 三 分 , 那么 你 
刻 . 我 们 写 ve 表示 汽车 在 始 
在 , 让 ww 越 来 越 靠 近 t. 多 近 呢 ? 


注意 到 分 母 u 一 t 是 所 涉及 时 间 段 的 长 度 (如 果 w 在 t 之 后 的 话 ”). 不 管 怎么 说 , 现 
在 来 取 一 上 时 的 极限 : 
在 时 刻 t 的 瞬时 速度 = lim 四 二 区. 


ut 
当然 , 在 以 上 极限 中 , 不 能 只 是 用 w = t 作 蔡 换 , 因为 那样 的 话 , 会 得 到 0/0 的 不 定 
式 . 你 现在 还 是 要 使 用 极限 形式 . 
再 来 看 一 个 稍 有 变化 的 变 体 . 我 们 定义 h = w 一 t. 由 于 习 非常 靠 近 也 两 时 刻 
的 差 值 h 一 定 非 常 小 . 确实 , 当 w 一 t 时 , 可 以 看 到 太一 0. 如 果 在 上 述 极限 中 作 
如 此 替换 的 话 , 由 于 w=t 十 h, 也 会 有 


在 时 刻 + 的 用 时 速度 = lim + 为 一 f9， 


该 公式 和 前 一 个 公式 没有 实质 性 差别 , 只 是 写法 不 同 而 已 
让 我 们 来 看 一 个 小 的 例子 ， 假 设 处 于 静止 状态 的 汽车 从 7 英里 标志 处 向 右 开 
始 加 速 , 并 设 此 时 刻 t= 0 小时. 结果 表明 , 汽车 在 时 刻 + 的 位 置 好 像 是 152 二 7( 这 
里 的 数 15 取决 于 加 速度 ). 暂且 不 去 担心 为 什么 会 如 此 , 让 我 们 设 Pb = 152 二 7 

并 看 看 是 否 可 以 求 出 汽车 在 任意 时 刻 + 的 速度 
使 用 上 述 公 式 有 
在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = jim 站 叶 多 一 /9 


2 = 2 
5G + ?+7) — (1562 +7) 
h—0 h 
现在 展开 (t 十 h)? = 如 十 2th 十 ,并 进一步 化 简 , 看 到 上 述 表 达 式 变 为 
15t2 + 30th + 15h2+7—15t2—7 i 30th + 15h2 


3 j ee 


在 最 后 一 步 , 从 分 母 中 消去 了 hh, 这 非常 好 , 因为 是 它 造 成 了 所 有 的 麻烦 . 现在 , 就 
可 以 将 h=0 代入 并 看 到 
在 时 刻 上 的 瞬时 速度 = lim (30¢ + 15h) = 30¢. 

因此 , 在 时 刻 0, 汽车 的 速度 是 30 x 0 = 0 英里 /小 时 一 一 汽车 处 于 静止 状态 . 半 
小 时 之 后 , 在 时 刻 t= 1/2, 它 的 速度 是 30 x 1/2 = 15 英里 /小 时 . 一 小 时 之 后 , 速 
度 是 30 英里 /小 时 . 事实 上 , 在 时 刻 t 的 速度 是 30t, 这 个 事实 告诉 我 们 , 汽车 行驶 
得 越 来 越 快 , 每 小 时 速度 增加 30 英里 /小 时 . 也 就 是 说 , 汽车 以 30 英里 每 二 次 方 小 
时 加 速 . 

5.2.4 ”速度 的 图 像 阐释 

是 时 候 来 看 看 图 像 了 . 再 次 假设 f(t) 代表 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 如 果 想 要 在 


@ 如果 在 tt 之前, 那么 分 母 应 该 是 二- ww, 分 子 应 该 是 f(t) - f(w), 因此 无 论 怎样 都 没 问题 ! 
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特定 时 刻 t 的 瞬时 速度 , 需要 选取 一 个 靠近 t 的 时 刻 wu. 让 我 们 来 画 一 下 y= f(t) 
的 图 像 , 并 标注 位 置 已 ) 和 (w, 了 (ww)) 以 及 过 这 两 点 的 直线 , 如 图 5-9 所 示 . 


图 5-9 


该 直线 的 斜率 由 公式 


2 一世 
给 出 , 这 正好 就 是 上 一 节 中 平均 速度 vo 的 公式 . 因此 就 有 了 在 t 到 w 时 间 段 上 
平均 速度 的 图 像 曾 释 : 在 位 置 与 时 间 的 图 像 上 , 它 就 是 连接 点 (t, f(t)) 和 (wf (w)) 
的 直线 的 斜率 . 
让 我 们 来 试 着 给 瞬时 速度 找 一 个 类 似 的 阐释 . 我 们 需要 取 w 趋 于 t 时 的 极限 ， 
因此 要 重复 几 次 上 述 图 像 , 每 一 次 v 会 越 来 越 接近 固定 值 t, 如 图 5-10 所 示 . 


y 


N 
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图 5-10 

这 些 直 线 看 上 去 好 像 越 来 越 接 近 点 (t, f(t)) 处 的 切线 . 由 于 瞬时 速度 是 这 些 直 
线 在 w 一 t 时 的 极限 , 于 是 , 瞬时 速度 就 等 于 通过 点 (t, f(t)) 的 切线 的 斜率 . 看 起 
来 需要 对 切线 有 更 好 的 了 解 .……… 
5.2.5 切线 

假设 在 某 个 函数 f 的 定义 域 上 选取 一 点 z, 那么 点 (x, f(x)) 位 于 y= f(x) 的 
图 像 上 . 我 们 想 要 试 着 画 一 条 通过 该 点 并 与 该 曲线 相 切 的 直线 , 即 要 找到 一 条 切线 . 
直观 上 , 这 意味 着 要 找 的 直线 刚好 掠 过 该 曲线 的 点 (z, f (x)). 切线 不 是 只 能 与 曲线 
仅 相 交 一 次 ! 例如 , 图 5-11 中 通过 点 (x, f(x)) 的 切线 与 曲线 还 有 第 二 次 相交 , 这 
不 成 问题 . 
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图 5-11 

也 可 能 在 一 个 图 像 上 给 定 的 一 点 没有 切线 . 例如 , 考虑 y = |z| 的 图 像 , 如 图 
5-12 所 示 . 该 图 像 通过 点 (0,0), 但 过 那 一 点 没有 切线 . 毕竟 , 怎么 可 能 会 有 切线 ? 
不 管 怎么 画 , 都 不 能 在 那里 同时 顾及 两 边 的 图 像 , 因为 它 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 在 
后 面 的 5.2.10 节 将 返回 到 该 例子 . 


y=|z| 


图 5-12 


即使 通过 (zx, f (zx)) 的 切线 存在 , 你 又 该 如 何 找到 它 呢 ? 回想 一 下 , 为 了 描述 一 
条 直线 , 仅仅 需要 提供 两 个 信息 : 直线 上 的 一 点 和 该 直线 的 斜率 . 然后 , 就 可 以 使 用 
点 斜 式 来 求 直 线 方程 其实, 我 们 已 经 有 了 一 个 要 素 了 : 直线 通过 点 (z, f(z)). 现 
在 , 只 需要 求 出 斜率 . 为 了 求解 , 我 们 将 玩 一 个 游戏 , 类 似 于 在 上 一 节 中 求 瞬时 速度 
玩 的 那个 . 

我 们 由 选取 一 个 靠近 于 zx( 在 它 的 左边 或 右边 ) 的 数 z 开始 , 并 在 曲线 上 画 出 点 
(z, 了 (2)). 现在 , 画 一 条 通过 点 (z, f(z)) 和 (>z, 让 (2)) 的 直线 , 如 图 5-13 所 示 . 


图 5-13 


于 斜率 是 对 边 比邻 边 , 则 虚线 的 斜率 是 
f(z) ~ f(z) 


必 一 六 
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现在 , 当 点 z 越 来 越 接近 z, 但 没有 真正 到 达 z 的 情况 下 , 以 上 直线 的 斜率 应 该 变 
得 越 来 越 接近 要 找 的 切线 的 斜率 . 因此 , 显然 有 
通过 (z, f(z)) 的 切线 的 币 率 = jm 了 一人 9 
设 有 =z 一 x, 可 以 看 到 , 当 zz 一 xz 时, 有 hh 一 0, 从 而 也 有 
通过 (z, f(z)) 的 切线 的 人 来 = jin + 区 一 1 
当然 , 这 只 有 当 极 限 确实 存在 的 时 候 才 说 得 通 | 
5.2.6 导 函 数 
在 图 5-14 中 , 我 在 曲线 上 面 了 通过 三 个 不 同 的 点 的 切线 
/在 sc 处 的 切线 


-在 z=5 处 的 切线 


在 z= a 处 的 切线 


a i 


图 5-14 


这 些 直 线 有 不 同 的 斜率 . 也 就 是 说 , 切线 的 斜率 取决 于 你 选取 的 点 x 的 值 . 换 
句 话说 , 通过 (z, f(z)) 的 切线 的 斜率 是 x 的 一 个 函数 . 这 个 函数 被 称 为 f 的 导数 ， 
并 写作 户 . 我 们 说 , 对 f 关于 变量 > 求 导 得 到 函数 J'. 根据 上 一 节 结 尾部 分 的 公 
式 , 如 果 极 限 存 在 的 话 , 有 


在 这 种 情况 下 , 在 x 点 可 导 . 如 果 对 于 某 个 特定 的 z, 极限 不 存在 , 那么 = 的 值 
就 没有 在 导 函 数 fr 的 定义 域 里 , 即 广 在 xz 点 不 可 导 . 有 很 多 原因 会 导致 极限 不 存 
在 . 比如 说 , 那里 有 一 个 尖 角 , 就 像 前 述 y = |z| 的 例子 中 那样 .从 更 基本 的 层次 上 
说 , 如 果 z 没有 在 的 定义 域 中 , 那么 甚至 不 可 能 面 出 点 (z, f(z)), 更 不 用 说 在 那 
里 画 一 条 切线 了 . 
回忆 一 下 5.2.3 节 中 瞬时 速度 的 定义 吧 : 

t 二 月 一 7 


在 时 刻 + 的 瞬时 速度 = lim 萎 
h—0 h 
中 f (4) 是 汽车 在 时 刻 t 的 位 置 . 等 号 右边 的 表达 式 和 上 述 fr (z) 的 定义 一 样 ,上 


加 | 


上 


AAA 


Y 
4 
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是 用 z 代替 了 刀 这 就 是 说 , 如 果 v(t) 是 在 时 刻 上 的 瞬时 速度 , 那么 v(t) = f(t). 
速度 正 是 位 置 关 于 时 间 的 导数 . 

来 看 一 个 关于 求 导 的 例子 . 如 果 f (x) = z2, 那么 f(x) 是 什么 呢 ? 计算 过 程 
和 5.2.3 节 结 尾部 分 很 相似 ; 


f(z++h)— f(z) oe (z+h)?2— wv? 


Te 二 h /0 h 
7+2rzh+i+h2— or? ,2wh 二 + hh2 
= lim = lim 
h—0 hh h—0 h 


= lim(2z+h) = 2x. 
h—0 


因此 , f(z) = xz? 的 导数 由 f(z) = 2z 给 出 . 这 意味 着 , 抛物 线 y = z2 在 点 (x, 2?) 
的 切线 的 斜率 就 是 2z. 让 我 们 画 出 该 曲线 和 一 些 切线 来 检验 一 下 , 如 图 5-15 所 示 . 


在 z= 一 1 处 
的 切线 。\、 


图 5-15 


在 z= 一 1 处 的 切线 的 斜率 看 起 来 的 确 是 -2, 这 与 公式 f(x) = 2z 是 一 致 的 . 


(两 倍 的 -1 是 -20 其 他 切线 也 一 样 , 它们 的 斜率 都 是 相应 的 z 坐标 的 两 倍 . 
5.2.7 作为 极限 比 的 导数 

在 导 函 数 f(z) 的 公式 中 , 必须 求 出 量 jz 十 站 的 值 . 这 个 量 是 什么 呢 ? 其 实 ， 
如 果 y = f(z), 将 xz 变 为 x++ 尹 那么 jz 二 站 只 是 一 个 新 的 y 值 . 量 hh 代表 对 
x 作 了 多 少 改变 , 因此 用 量 Ax 作 蔡 换 . 这 里 的 符号 人 表示 “在 ……… 中 的 变化 ”， 
因此 Az 就 是 在 x 中 的 变化 . (不 要 把 Az 看 作 是 A 和 z 的 乘积 , 否则 是 错 的 !) 因 
此 , 用 Az 替换 h, 来 重新 写 一 下 f' (xz) 的 公式 : 

a f(z + 人 Ax)— f(x) 
Az 一 


好 了 , 情况 是 这 样 的 . 由 (z,y) 开始 , 其 中 y = f(z). 现在 , 选取 一 个 新 的 > 值 , 称 

之 为 * 新 . y 的 值 也 会 相应 地 变 成 ys, 这 当然 就 是 了 (z 新 ) 现在 , 任意 量 的 改变 量 

正好 是 新 值 减 去 旧 值 , 因此 有 两 个 方程 
Az=z 新 -7Z 和 Ay= 基 一 少 

第 一 个 方程 说 的 是 z 新 三 zz 十 Az, 因此 第 二 个 方程 现在 可 以 变形 为 


52 可 导 性 79 


Ay = 新 一 /= fr) — f(r) = f(r + Az)— f(z). 
这 就 是 上 面 fr (x) 定义 中 分 数 的 分 子 ! 这 意味 着 


Ay 
六 Ee Ve 
A 


该 公式 的 一 个 阐释 是 , z 中 的 一 个 小 的 变化 产生 了 大 约 fr (z) 倍 的 y 中 的 变化 . 的 
和 如 果 y = f(z) = 22, 那么 在 上 一 节 已 经 看 到 f' (xz) = 2x. 让 我 们 将 精力 集中 在 
例如 当 xz = 6 时 的 情况 . 首先 注意 到 , 由 fr (zx) 的 公式 可 知 ff (6) = 2 x 6 = 12. 因 
此 , 如 果 取 等 式 62 = 36 并 将 6 作 一 点 点 改变 , 36 将 会 变化 12 倍 于 此 的 量 . 例如 ， 
如 果 把 0.01 加 到 6 上 , 就 应 该 将 0.12 加 到 36 上 . 因此 , 我 会 猜 (6.01)” 应 该 差 不 
多 是 36.12. 事实 上 , 确切 答案 是 36.1201, 因此 我 的 猜测 确实 接近 . 
那么 , 为 什么 我 没有 得 到 确切 答案 呢 ? 原因 是 , fr (x) 并 不 真正 地 等 于 Ay 和 
Az 的 比值 , 它 等 于 当 Az 趋 于 0 时 该 比值 的 极限 . 这 意味 着 , 如 果 没 有 离 6 太 远 的 
话 , 可 能 会 做 得 更 好 . 让 我 们 来 试 着 猪 一 下 (6.0004)” 的 值 吧 . 将 原始 的 x 值 6 加 
上 了 0.0004, 因此 , y 值 应 该 有 12 倍 于 此 的 改变 , 也 就 是 0.0048. 因此 , 我 们 猜测 
(6.0004)” 大 约 是 36.0048. 这 还 不 错 一 一 真正 的 答案 是 36.004 800 16, 两 个 数 已 经 
非常 接近 了 ! 对 6 的 改变 越 小 , 我 们 的 方法 计算 出 的 结果 就 会 越 好 . 
当然 , 魔力 数字 12 仅仅 当 从 xz = 6 开始 的 时 候 才 会 起 作用 . 如 果 从 x = 13 开 
始 的 话 , 魔力 数字 就 是 (13) 了 , 它 就 等 于 2 x 13 = 26. 因此 , 我 们 知道 132 = 169， 
那 (13.0002)” 是 什么 呢 ? 为 了 从 13 得 到 13.0002, 必须 加 上 0.0002. 由 于 魔力 数字 
是 26, 必须 将 26 倍 的 0.0002 加 到 169 上 来 得 到 我 们 的 猜测 . 这 就 是 说 , 将 0.0052 
加 到 169 上 并 得 出 猜测 结果 是 169.0052. 再 一 次 地 , 这 相当 不 错 : (13.0002)” 实 际 
上 169.005 200 04. 

不 管 怎样 , 我 们 在 第 13 章 讲解 线性 化 时 将 返回 到 这 些 基 本 思想 上 来 . 现在 再 
来 看 看 公式 


a 


Ay 
/ a A 
te 


等 号 右边 的 表达 式 是 , 当 zx 中 的 变化 非常 小 时 , y 中 的 变化 与 z 中 的 变化 的 比值 的 
极限 . 假设 x 小 得 以 至 于 其 中 的 变化 几乎 注意 不 到 . 现在 我 们 不 写 Ar, 它 表示 人 
中 的 变化 ”, 而 是 写 dz, 它 表示 “z 中 的 十 分 微小 的 变化 ". 对 y 也 有 类 似 的 表示 方 
法 . 不 幸 的 是 , dz 和 dy 本 身 没有 什么 意义 e; 尽管 如 此 , 这 给 了 我 们 灵感 , 可 以 用 
一 种 不 同 的 且 更 方便 的 方法 来 写 导数 : 

如 果 y = /lz), 那么 可 以 用 YY 来 代替 f7(z). 


例如 , 如 果 Y 二 x2, 那么 = 2z. 事实 上 , 如 果 用 xw? 代替 y, 会 得 到 对 于 一 件 事情 


@ “无 穷 小 ”也 有 其 理论 , 但 它 超出 了 本 书 的 范围 


的 很 多 不 同 的 表达 方式 : 
人 
作为 另 一 个 例子 , 在 5.2.3 节 , 我 们 看 到 过 , 如 果 汽 车 在 时 刻 t 的 位 置 是 f(t) = 
15 妇 +7, 那么 它 的 速度 是 30t. 回想 一 下 , 速度 就 是 f(t 这 尹 伯 =30# 但 
如 果 我 们 决定 把 位 置 称 为 p, 从 而 p = 15 刀 十 7, 便 可 以 写 写 S 一 二 30t. 这 里 的 要 点 是 ， 


不 是 所 有 的 量 都 用 x 和 y 来 表达 , 你 必须 和 ee 
总 而 言 之 , 量 OY 是 y 关于 z 的 导数 . 如 果 y = f(z), 那么 YY 和 fr (z) 是 一 
回 事 . 最 后 , 请 记 住 , 量 实际 上 根本 不 是 一 个 分 数 , 它 是 当 Az _y 0 时 分 数 车 
的 极限 . 
5.2.8 线性 函数 的 导数 
让 我 们 暂停 一 下 喘 口 气 , 回 到 一 个 简单 的 例子 : 假设 f 是 线性 的 ， 这 意味 着 
对 于 某 个 m 和 5, f(x) = mz 十 b. 你 认为 f(x) 会 是 什么 ? 回想 一 下 , 它 度量 的 是 ， 
| 线 y 二 了 (zx) 在 点 (x, 了 (x)) 处 的 切线 的 斜率 . 在 这 个 例子 中 , y = mz +b 的 图 像 
就 是 斜率 为 m、y 轴 稚 距 为 的 一 条 直线 . 显而易见 该 条 直线 上 任意 一 点 的 切线 
就 是 这 条 直线 本 身 ! 这 意味 着 , 不 管 > 取 何 值 ,fr (z) 的 值 就 应 该 是 m, 因为 曲线 
y 二 mz 十 b 有 固定 的 斜率 m. 用 公式 检验 一 下 : 
J f+th) mfr) (mMm(z+h)+b) — (mz+b) 
人 


四 


mh 
= lim ©— = lim m= m. 
n=0 hh h—0 


因此 , 不 管 > 取 何 值 , fr (z) = m. 这 就 是 说 , 线性 函数 的 导数 是 常数 . 如 你 所 想 , 只 
有 线性 函数 有 固定 的 斜率 (这 是 所 谓 的 中 值 定理 的 结果 , 具体 参见 11.3.1 节 ). 顺便 
说 一 下 , 如 果 f 是 常数 函数 , 即 f(z) = 6b, 那么 其 斜率 总 是 0. 特别 是 , 对 于 所 有 的 
Zz， f(z) = 0. 因此 , 这 证 明了 常数 函数 的 导数 恒 为 0 

5.2.9 二 阶 导 数 和 更 高 阶 导 数 

于 可 以 由 一 个 函数 6 出发, 取 其 导数 得 到 一 个 新 的 函数 1, 实际 上 可 以 采 上 
这 个 新 的 函数 ,再 次 求 导 . 最 终 得 到 导数 的 导数 , 这 被 称 为 二 阶 导 , 写作 刀 

例如 , 如 果 f(z) = zx?, 那么 其 导数 为 f(x) = 2x. 现在 ， 我 们 想 要 对 此 结果 求 
的 三 加 二 g' (z). 由 于 9 是 一 个 线性 函数 , 其 斜率 为 2 从 上 一 
节 我 们 知道 g (z) = 2. 因此 , 了 导数 的 导数 是 常数 函数 2, 这 样 就 证 明了 , 对 于 所 有 
的 zx, f7 (zx) = 2. 
如 果 y = f(z), 那么 我 们 已 经 看 到 , 可 以 用 昏 代 符 1(z). 对 于 二 阶 导 有 一 种 
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相似 的 记号 : 


在 上 述 例子 中 , 如 果 y = f(x) = Z2, 我 们 已 经 看 到 
d2 d2 分 d2 
2 i 和 i dz 
这 些 都 是 对 f(x) = x? (关于 z) 的 二 阶 导 是 种 数 函数 2 的 有 效 的 表达 方式 . 
为 什么 要 止步 于 求 二 阶 导 呢 ? 函数 f 的 三 阶 导 是 f 的 导数 的 导数 的 导数 . 这 
可 是 一 长 串 “ 导 数 ”1, 你 应 该 把 f 的 三 阶 导 看 成 是 f 二 阶 导 的 导数 , 并 且 可 以 用 以 
下 任意 一 种 方式 写 出 : 
d3y 、 ds 


下 


dzZ3 dzZ3 

记号 1f3) (xz) 对 于 高 阶 导数 尤其 方便 , 因为 写 那 么 多 的 撤 号 简直 太 傻 了 . 因此 , 四 阶 
导 , 即 三 阶 导 的 导数 , 就 可 以 写作 jb (z) 而 不 是 Jf (x). 尽管 如 此 , 对 于 低 阶 导数 ， 
有 时 候 用 这 种 方式 表示 也 会 很 方便 , 比如 将 二 阶 导 写成 f2) (z) 而 不 是 f(x). 甚至 
也 可 能 将 一 阶 导 写成 fa) (z) 而 不 是 f(z), 因为 只 取 了 一 次 导数 , 此 外 , 还 可 以 用 
Fo (zx) 代替 f(x) 本 身 (没有 取 导 数 !). 用 这 种 方式 , 任何 导数 都 可 以 写成 f(x) 
的 形式 , 其 中 nn 为 正 整 数 . 

5.2.10 何 时 导数 不 存在 

在 5.2.5 节 , 我 提 到 过 f(z) = |z| 的 图 像 在 原点 处 有 一 个 尖 点 . 而 这 应 该 意味 
着 , 在 x = 0 处 导数 不 存在 . 现在 来 看 看 为 什么 会 是 这 样 . 使 用 导数 公式 , 有 


(Z2) = 2. 


N_in EtOH) mt jz| 
gy h 写生 b 
我 们 感 兴趣 的 是 x = 0 时 会 发 生 什么 , 因此 在 以 上 等 a 0 蔡 换 z, 得 到 
0 2 jm f+OTAO0) mt 0 _ jm 
A A 


我 们 之 前 看 到 过 这 个 极限 ! 事实 上 , 在 4.6 节 ， i 这 意味 着 , f' (0) 的 值 
无 定义 , 即 0 没有 在 Fr 的 定义 域 中 . 然而 我 们 也 看 到 过 , 如 果 将 它 由 一 个 双 侧 极限 
改 为 单 侧 极限 , 那么 以 上 极限 存在 . 特别 是 , 右 极限 是 1, 左 极限 是 -1. 这 激发 了 右 
导数 和 左 导数 的 思想 , 其 定义 分 别 为 

e+ 月 一 je f+) fs) 

万 一 0+ h h—>0— h 
它们 看 起 来 和 普通 导数 的 定义 很 相似 , 只 是 双 侧 极限 ( 即 当天 一 0) 分 别 由 右 极限 
和 左 极限 所 代 蔡 . 跟 在 极限 的 情况 一 样 , 如 果 左 导数 和 右 导 数 存 在 且 相 等 , 那么 实 
际 的 导数 存在 且 有 相同 的 值 . 同时 , 如 果 导 数 存 在 , 那么 左右 导数 都 存在 且 都 等 于 
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导数 值 . 


导数 为 -1. 你 相信 吗 


纪 ? 让 我 们 再 来 看 看 图 5-16. 当 


从 原点 出 发 沿 着 该 


| 线 向 右 移 动 时 , 它 的 斜率 确实 


是 1 (事实 上 , 斜率 始终 为 1, 即 如 果 x > 0, f(x) = 


1). 类 似 地 , 从 原点 HH 
的 斜率 是 -1 (事实 | 
于 左 侧 
不 存在 . 


发 沿 着 该 曲线 向 左 移 动 时 , 它 
FL, 如 果 z < 0, f(z) = -1T). 由 


斜率 不 等 于 右 侧 斜率 , 所 以 在 x = 0 处 导数 


现在 , 我 们 有 了 


在 草 


点 外 , 它 仍然 是 可 导 


至 


股价 建 模 如 果 
思 了 . 不 管 怎样 , 这 


可 导 函 数 吗 ? 回答 是 


它 实 际 上 在 每 一 个 单 点 x 上 都 有 一 个 尖 角 ， 
怪异 的 函数 超出 了 本 书 的 


的 . 事实 上 , 你 可 以 有 这 样 


定义 域内 不 是 处 处 可 导 的 连续 函 


不 管 怎样 , 这 里 的 要 点 是 , 如 果 f(z) = |z|, 那么 在 z = 0 处 其 右 导 数 为 1, 左 


因此 它 在 人 
究 范 围 , 但 我 要 顺便 提 及 , 这 种 类 型 的 函数 可 


y=|z| 


图 5-16 


数 . 很 明显 , 除了 一 个 小 
个 连续 函数 , 它 是 如 此 起 伏 多 刺 以 
E 意 点 上 都 不 可 导 ! 这 种 


以 用 来 为 


你 曾经 看 到 过 股价 的 图 像 , 就 会 知道 我 说 的 起 伏 多 刺 是 什么 意 


里 我 的 要 点 的 是 , 存在 不 可 


5.2.11 可 导 性 和 连续 性 
现在 是 时 候 将 本 章 的 两 个 重要 概念 联系 在 一 起 了 . 我 将 要 表明 , 每 一 个 可 导 函 


数 也 是 连续 的 . 换言之 , 如 果 你 知道 


函数 的 连续 性 . 更 确 


切 地 说 , 我 将 要 表明 : 


导 的 连续 函数 . 那么 会 有 不 连续 的 
否定 的 , 我 们 马上 就 会 看 到 原因 . 


个 函数 是 可 导 的 , 那么 你 将 买 一 赠 一 , 获知 该 


如 果 一 个 函数 了 在 xz] 


可 导 , 那么 它 在 x 上 连续 . 


例如 , 将 在 第 


7 章 证 明 , sin (z) 作为 x 的 函数 是 可 导 的 . 这 将 自动 暗示 它 在 x 处 也 


是 连续 的 . 同样 的 结论 也 适用 于 其 他 的 三 角 函 数 、 指 数 函数 和 对 数 函 数 (除了 在 它 


们 的 垂直 渐 近 线 处 ). 


那么 该 如 何 证 明 我 们 这 个 习 


f 在 x 上 连续 , 需要 证 明 


并 目 


u 一 2 时, 我 们 看 到 


我 们 需要 证 明 等 号 两 边 都 存在 


目标 已 经 明确 ， 


根据 5.1.1 节 , 只 有 当 等 号 两 边 同 时 存在 时 ， 
想 用 h = w 一 xz 作 替 换 , 正如 我 们 之 前 做 过 的 . 在 这 种 情况 下 , w = zx 十 h, 并 且 


lim f(w) = f(2), 


h 一 0. 因此, 上 式 变 为 
lim f(z + = f(r). 


相等 


那样 的 话 , 就 完成 人 


E 大 断言 昵 ? 先 来 看 看 我 们 想 证 明 的 是 什么 . 要 证 明 


F 式 才 成 立 ! 在 继续 证 明之 前 , 我 


当 


E 务 了 


现在 就 让 我 们 从 实际 知道 的 开始 吧 . 我 们 知道 4 在 zx 上 可 导 ; 
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这 意味 着 , 7 (z) 存在 , 因此 根据 疡 的 定义 , 极限 
二 月 一 fa 


h—0 
存在 . 首先 注意 到 , 上 式 中 包含 了 f(zx), 那么 它 一 定 存在 , 否则 上 式 就 无 从 谈 起 . 因 
此 , 我 们 已 经 有 所 进展 : f (xz) 存在 . 但 我 们 仍然 需要 想 些 聪明 的 办 法 . 这 里 的 技巧 


是 , 由 另 一 个 极限 开始 ; 
lim (9 x 中 


它 分 成 两 个 因子 , 可 以 求 出 该 极限 为 
(f(z+h)— f(2) AC et RE 本 
lim (xn) = lin xX lmh= f(r)x0=0. 


于 所 有 涉及 的 极限 都 存在 , 所 以 这 样 做 没 问 题 . (这 里 需要 用 到 事实 , 所 (z) 存在 ， 
不 然 就 有 问题 了 .) 另 一 方面, 可 以 取 原 始 极限 并 消去 因子 h 得 到 
h)— 
lim (9 x ) -mHz+ 月 -Ho) 
比较 一 下 这 两 个 式 子 , 就 会 得 到 
lim(f(e+)) —f(e) =0 
然 , f(z) 的 值 根本 不 依赖 于 极限 , 因此 可 以 将 它 提出 来 , 得 到 
(lim f(z +h)) - flz) =0. 
现在 , 只 需 将 f(z) 加 到 等 号 两 边 , 得 到 
him fle + = f(a), 
而 这 正 是 我 们 想 要 的 ! 特别 是 等 号 左边 的 极限 存在 并 且 等 式 成 立 因此 我 们 证 
明了 一 个 很 好 的 结论 : 可 导 函 数 必 连 续 . 不 过 要 记 住 , 连续 函数 并 不 总 是 可 导 的 | 
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第 6 章 求解 微分 问题 
现在 , 我 们 要 看 看 如 何 应 用 上 一 章 中 的 一 些 定理 来 求解 微分 问题 . 我 们 可 以 利 


F 是 我 们 在 本 章 要 讲解 的 内 容 ; 
。 使 用 定义 求 时 ; 


用 公式 求 导 , 但 这 很 笨拙 . 因此 , 我 们 会 看 到 一 些 能 让 4 


E 活 变 轻松 的 法 则 . 总 之 , 以 


。 使 用 乘积 法 则 、 商 法 则 和 链 式 求 导 法 则 ; 


。 求 切线 方程 ; 

。 速度 和 加 速度 ; 

。 求 导数 伪 闭 的 极限 ; 

。 如何 对 分 段 函 数 求 导 ; 


。 使 用 一 个 函数 图 像 来 画 出 


三 
于 


像 . 


6.1 


使 用 定义 求 导 


三 


假设 要 对 f (x) = 1/z 关于 


f(z) = lim 


py 全 


因此 , 现在 有 


现在 从 分 子 分 母 中 消去 h, 然后 通过 
f(z) = 


-zx 求 导 . 从 上 


h 
ya 


背 口 


AE 


P 可知, 导数 的 定义 
f(z +h) = f(z) 
h 这 


到 一 个 “的 不 定式 


来 化 简 分 子 . 你 会 得 到 


因此 , 需要 多 计 


jh 
0 hz(z+h) 
= 0 求 极限 值 : 
-1 


设 h 
一 1 


et Zz(z+h) 
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d i 
dr \z/) 2 
另 一 方面 , 为 了 求 f(z) = Vz 的 导数 , 必须 利用 在 4.2 节 中 使 用 过 的 技巧 . 具 

体 如 下 : O 


Ee Se LE 


h—0 h h—>0 
我 们 再 次 过 到 的 情况 . EN 得 到 
f’(z) = lim LE Es 
h-30 "eh VT ha30h(Vit+h+t ve) 
现在 , 可 以 在 分 子 上 消去 x 这 一 项 , 从 分 子 和 分 母 中 消去 h, 然后 求 极限 , 得 到 
f'(x) = lim 有 = lim = . = ly 
hs0h(Vi+thtivVi) AOVithivVi VitvVri 2V7 
总 而 言 之 , 这 就 证 明了 


d 1 
元 (Vz) = 32 


现在 , 使 用 导数 的 定义 , 你 会 如 何 求 f(x) = Vz 十 x2 的 导数 呢 ? 即使 你 能 个 
够 直接 写 出 答案 , 但 我 要 求 的 是 使 用 导数 的 定义 , 所 以 你 必须 撤 开 一 切 诱惑 并 使 用 


公式 


LU 


J ft fr)  ，(Vz+TIA+(Z+h 一 (VZ 十 2) 
下 h Sn h | 
这 看 起 来 很 杂乱 , 但 如 果 将 它 分 成 含有 平方 根 的 项 和 含有 平方 的 项 , 会 看 到 
/ NR VX + A m (2 十 h)? ea 
(2) = Wy wy h 
我 们 知道 该 如 何 来 求 这 两 个 极限 ; ee a 而 在 5.2.6 节 求 得 第 
二 个 极限 是 2z， 你 应 该 试 着 不 看 前 面 的 求解 过 程 自己 做 一 遍 , 并 确保 得 到 正确 答 


案 
f(z) = + 
现在 是 时 候 对 in 关于 z 求 导 了 , 其 中 是 某 个 正 整数 . 设 f(z) = x", 那么 
~ 
A 


我 们 必须 想 办 法 处 理 (z 十 站”. 有 很 多 方法 能 处 理 该 问题 . 尝试 最 直接 的 方法 , 那 
就 是 写 出 
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(z+h)"*=(r+h)(r+h):.. (r+h). 
在 以 上 乘积 中 有 n 个 因子 . 如 果 将 它们 都 乘 开 会 很 混乱 , 但 事实 上 , 不 需要 全 部 展 
, 只 需要 开头 部 分 . 如 果 从 每 一 个 因子 中 提取 项 x, 将 会 有 nn 个 x, 因而 会 在 乘积 
中 得 到 z” 这 一 项 . 那 是 得 到 所 有 x 因子 的 唯一 方法 , 因此 有 
(z+ 有 "= (z 十 及 (xz 十 有 …(z 十 hh) = 二 x?++ 含有 的 项 
然而 , 还 需要 再 多 做 一 点 . 要 是 从 第 一 个 因子 中 提取 h, 然后 从 其 他 因子 中 提取 x， 
又 会 怎样 呢 ? 那样 就 会 有 一 个 h 和 (n 一 1) 个 zx, 因此 当 将 它们 都 乘 起 来 的 时 候 , 会 
得 到 hz"-1. 还 有 其 他 的 方法 来 选择 一 个 h 和 其 余 的 x (可 以 从 第 二 个 因子 里 提取 
h, 然后 从 其 他 因子 中 提取 zx; 或 者 , 从 第 三 个 因子 里 提取 h, 然后 从 其 他 因子 中 提 
取 zx, 如 此 等 等 ) 事实 上 , 有 n 种 方法 来 选取 一 个 h 和 其 余 的 z, 因此 实际 上 有 n 
个 na 加 在 一 起 , 会 得 到 nhz"!， 在 展开 式 中 , 其 余 每 一 项 至 少 有 两 个 h, 因 
此 ,其余 每 一 项 就 含有 一 个 带 碾 的 因子 . 总 之 , 可 以 写成 
(Zz 二 及" 二 (z 十 h(t 十 有 … (ZY 十 有 = 二 zx? 十 nhz"-1 十 含有 因子 hr? 的 项 

稍 作 整 理 : 将 用 及 x (垃圾 ) 代表 “含有 因子 局 的 项 ”, 其 中 “垃圾 ”就 是 含有 zx 和 
h 的 多 项 式 . 也 就 是 说 ， 

(z+ 有 hh)”=(z 十 hz 二 及:… (ZY 十 有 = 二 ?十 nhrm-1l 十 hx (垃圾 ). 
现在 , 可 以 将 以 上 形式 带 入 导数 的 公式 里 : 

jh 十 民 XxX (垃圾 ) 一 2 

f= 
2 这 一 项 被 消去 了 , 然后 可 以 分 子 分 母 消去 h: 

npzn 十 jx (垃圾 ) 本 
lim = lim (nz 1 十 hx (垃圾 )). 

当 hh 王 0 时 , 第 三 项 趋 于 0, 而 第 一 项 仍然 是 nz" 因此 , 我 们 得 出 结论 , 当 n 是 
一 个 正 整 数 时 ， 


地 


二 (4Z) = 722 一 1. 
事实 上 , 我 们 将 会 在 9.5.1 节 中 证 明 , 当 a 是 任意 实数 时 ， 
dz 


用 文字 表述 就 是 : 提取 次 数 , 将 它 放 在 最 前 面 作 系 数 , 然后 


(2°) = 0 


有 将 次 数 减 少 1. 
了 来 好 好 看 看 以 上 公式 . 首先 , 当 a = 0 时 , z? 是 常数 函数 1. 其 导数 是 0z-1， 
结果 就 是 0. 这 和 5.2.8 节 中 的 计算 一 致 . 总 而 言 之 ， 
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如 果 C 古 币 数 , 那么 元 (C) =0. 


化 


现在 , 如 果 a = 1, 那么 z? 就 是 x. 根据 公式 , 其 导数 为 1z0, 也 就 是 常数 函数 1. 同 


样 , 这 和 5.2.8 节 中 的 结果 一 致 . 因此 , 可 以 确认 
d 
去 他 ) 二 


当 a=2 时 , 可 以 看 到 x? 关于 z 的 导数 是 2z1, 也 就 是 2z. 这 和 之 前 的 结论 一 致 
类 似 地 , 当 a = -1 时 , 可 以 使 用 公式 并 看 到 x-! 的 导数 是 -1 x z-?. 事实 上 , 这 就 
是 说 1/z 的 导数 是 -1/z2, 这 一 点 我 们 在 本 节 开 始 的 时 候 已 经 知道 了 ! 这 个 例子 会 
竺 常 出 现 , 你 应 该 特别 掌握 . 
现在 ,来 党 试 一 些 指数 为 分 数 的 情况 当 “ = 3 时 ， zl/2 关于 zx 的 导数 是 
32 -1/2. 根据 指数 法 则 (关于 这 些 的 回顾 请 参见 9.1.1 节 ), 可 以 重 写 并 看 到 Vz 的 
导数 是 1/2Vz, 这 正 是 之 前 所 求 得 的 结果 . 再 次 地 , 它 也 会 经 常 出 现 , 所 以 要 特别 掌 


握 , 了 以 避免 将 指数 > 和 -了 搞 错 了 . 最 后 看 5 3 的 情况 . 公式 告诉 我 们 


1 


I 


\ 


d 1 1 
/3) = x1/3-1 二 二 7 一 2/ 
去 (人 = “= 2/3. 
使 用 指数 法 则 (再 次 地 , 你 可 以 在 9.1.1 节 中 找到 它 ), 将 其 重 写成 


da 
Iz V7®) = 


3V 
这 个 箭 仙 复杂 一 些 ,所 以 你 不 必 和 费心 去 沁 , 只 需 能 够 使用 上述 we 关于 > 的 求 导 公 
式 来 推导 出 它 就 可 以 了 . 


6.2 ”用 更 好 的 办 法 求 导 
所 有 这 些 折腾 极限 的 求 导 不 免 有 些 烦 琐 乏 味 . 幸运 的 是 , 一 旦 你 做 完了 它们 , 就 
可 以 根据 一 些 简单 的 法 则 由 已 经 求 得 的 导数 来 构造 其 他 的 导数 了 . 让 我 们 定义 一 
个 函数 


3z7 + LIV275 + 1524/3 一 23z 十 9 
f(z) = B72 A 
对 类 似 这 样 一 个 函数 求 导 的 关键 是 , 理解 它 是 如 何 由 简单 函数 合成 的 . 在 6.2.6 节 ， 
我 们 将 会 看 到 如 何 使 用 简单 的 运算 (函数 的 常数 倍 、 函 数 的 加 法 、 减法、 乘法 、 除 
法 以 及 复合 函数 ) 用 形 如 z? 的 原子 来 构造 f, 而 对 于 x* 我 们 已 经 知道 如 何 求 导 
了 . 首先 , 需要 看 看 求 导 将 如 何 受到 这 些 运 算 的 影响 ; 然后 ， 人 ed 
处 理 的 函数 了 的 疡 (z). (以 下 法 则 的 正式 证 明 参 见 附录 A 中 的 A.6 节 , 而 在 6.2.7 
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ID 


节 中 会 有 对 其 中 一 些 法 则 的 直观 证 
6.2.1 函数 的 常数 倍 

处 理 一 个 函数 的 常数 倍 很 容易 : 只 需 在 求 导 后 , 用 常数 乘 以 该 函数 的 导数 就 可 
以 了 . 例如 , 我 们 知道 z2 的 导数 是 2z, 因此 7z2 的 导数 就 是 7 倍 的 2z, 即 14zx. 
一 x2 的 导数 是 -2z, 因为 你 可 以 认为 前 面 的 负 号 是 用 -1 做 乘法 的 结果 . 事实 上 , 有 
一 个 简单 的 方法 来 求 za 的 常数 倍 的 导数 : 将 指数 拖 下 来 , 用 它 和 常数 相 乘 ， 然后 
将 指数 降低 一 次 . 因此 , 对 于 7z2 的 导数 , 将 2 拖 下 来 , 用 它 和 7 相 乘 得 到 系数 14， 
然后 将 x 指数 降低 一 次 得 到 14zx1, 也 就 是 14z. 类 似 地 , 为 了 求 13z4 的 导数 , 用 4 
乘 以 13, 得 到 系数 为 52, 然后 将 z 指数 降低 一 次 得 到 52x3. 


6.2.2 ”函数 和 与 函数 差 


对 函数 和 与 函数 差 求 导 则 更 容易 : 对 每 一 部 分 求 导 , 然后 再 相 加 或 相 减 就 可 以 
了 . 例如 ， 


骨 .) 


LU 


3825 一 -2862 十 万 2 
关于 z 的 导数 是 什么 呢 ? 首先 , 将 1/Vz 写成 x-1/2, 这 意味 着 , 必须 要 对 3z5 - 
2z2 上 7z-12 十 2 求 导 . 使 用 刚刚 看 到 的 常数 倍 的 求 导 方法 , 3z5 的 导数 是 15z4. 类 
似 地 , _2z? 的 导数 是 _4z, 7z-12 的 导数 是 -和 3/2. 最 后 , 2 的 导数 是 0, 因为 2 
是 一 个 常数 . 也 就 是 说 , 只 要 是 求 导 , 在 结尾 的 +2 就 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 将 这 些 
值 组 合 在 一 起 , 得 到 


d 7 
a (3 27z2 + 区 | 2) = 二 (7 2z2 十 7z-1/2 十 2) = 15z4 一 47 一 5 


顺便 说 一 下 , 如 果 意 识 到 可 以 将 xz3/2 写成 0 也 可 以 将 以 上 导数 写作 
7 

类 似 地 , z5/2 就 是 22Vz, z7/2 就 是 3Vz， 二 等 
6.2.3 通过 乘积 法 则 求 积 函 数 的 导数 

处 理 函 数 乘 积 的 时 候 要 更 麻烦 些 
不 做 展开 (那样 太 费 时 间 了 ), 我 们 想 要 求 

hzZ)=(z5 十 20 一 1)(3z8 一 227 一 4 一 327) 

的 导数 . 设 f(x) = x 十 27 一 1 及 g(x) = 373 一 277 一 X14 一 37， 函数 及 是 了 
和 g 的 乘积 . 我 们 可 以 很 容易 地 写 出 f 和 g 的 导数 , 它们 是 f(x) = 5z4 十 2 及 
g (7) = 24z7 一 14z5 一 4x3 一 3， 如 前 所 述 , 简单 认为 乘积 h 的 导数 是 这 两 个 导 
的 乘积 是 不 正确 的 . 也 就 是 说 ,1r (z) 天 (524 二 2) (24z7 -14z6 -4z3 -3). 当然, 说 


不 能 只 是 将 两 个 导数 乘 在 一 起 例如， 
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hv (z) 不 是 什么 是 没有 用 的 , 需要 说 它 是 什么 ! 

事实 上 , 需要 混合 搭配 . 也 就 是 说 , 取 f 的 导数 并 用 它 和 g 相 乘 (不 是 g 的 导 

数 ). 然后 , 也 需要 取 9 的 导数 并 用 它 和 f 相 乘 . 最 后 , 将 它们 加 在 一 起 . 具体 如 下 : 
乘积 法 则 (版 本 1) ”如果 h(x) = f(zx)g(z), 那么 (xz) = 万 (z)g(z) + f(z)g (72). 


因此 , 对 于 例子 中 的 h(z) = (z5 十 22 一 了 (328 227 -2z4 3z), 我 们 将 及 写成 
和 9 的 乘积 并 分 别 求 它们 的 导数 . 将 结果 汇总 一 下 , 取 每 一 列 分 别 对 应 f 和 9: 
f(x)=x5+2r—1 go =3z8 一 277 一 24 一 37 
jz)=5z4 十 2 9g(z) = 2477 — 147x5 -473 一 3. 
现在 , 可 以 使 用 乘积 法 则 并 做 一 些 交 叉 相 乘 . 你 看 , 需要 用 左下 方 的 f(x) 和 右上 
方 的 g(x) 相 乘 , 然后 用 左上 方 的 f(x) 和 右 下 方 的 g' (z) 相 乘 , 并 将 它们 相 加 在 一 
起 . 这 样 得 到 


下 


1z) 三 万)gtz) + f(r)g (2) 
三 (524 十 2)(3z8 -2x — 14 37) 
+(z5 十 27 一 1)(24z7 — 142z6 — 4z3 — 3). 
可 以 将 这 个 结果 乘 开 , 但 这 会 比 将 原始 函数 h 乘 开 然后 求 导 还 要 糟 .就 让 它 这 样 
吧 . 


还 有 另外 一 种 方式 来 写 乘积 法 则 . 确实 有 时 候 , 必须 处 理 y = 用 x 表示 的 项 ， 

而 不 是 f(x) 的 形式 . 例如 , 假设 y= (z2 +2z) (37 十 Vz 十 1), dy/dz 是 什么 呢 ? 在 

这 种 情况 下 , 令 二 (z3 十 2z) 及 v= (3z 十 VE+1) 会 更 容易 一 些 . 然后 , 可 以 使 

用 以 上 形式 的 乘积 法 则 并 作 一 些 蔡 换 : 首先 , v 替换 f (x), 这 样 就 使 du/dz 替换 
六 (z); 对 于 wv 和 9(z) 也 做 同样 的 操作 . 于 是 得 到 

乘积 法 则 (版 本 2) ”如 果 y = wv, 则 
dy du dv 


因此 , 在 例子 中 有 


u= 23 + 27 4 一 3z 十 VZ 十 1 


du 2 dv 1 
d 1 
六 | a VZ 十 1)(3z2 十 2) 十 (Z3 十 27) (+ 二 )， 


dz dz dz 
现在 , 要 是 你 有 一 个 三 项 的 乘积 又 会 怎样 呢 ? 例如 , 假设 
4 一 (z2 二 1)(z2 二 3z)(z5 十 274 十 了 )， 
而 你 想 要 求 dy/dz. 可 以 将 它 乘 开 再 求 导 , 或 者 使 用 适用 于 三 项 的 乘积 法 则 : 


2VZ 
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乘积 法 则 (三 个 变量 ) ”如果 y = wuvw, 那么 
dy du dv dw 
一 凯 十 2 一 十 2V 


dz 1 dz dz 


在 解答 例子 之 前 , 先 来 看 一 个 记 住 以 上 公式 的 小 穹 门 : 把 wvw 加 三 次 , 但 对 于 每 一 
项 , 要 将 d/dz 放 在 不 同 的 变量 之 前 . (同样 的 诀 穿 适 用 于 四 个 或 更 多 个 变量 一 一 每 
一 个 变量 都 要 进行 一 次 微分 运算 !) 不 管 怎样 , 在 例子 中 , 要 令 = x2 十 1, v = Z2 十 37， 
w 二 23 十 274 十 7, 这 样 , y 就 是 乘积 wvw. 我们 有 du/dz = 2z, du/dz = 2x 十 3， 
dw/dz = 57x4 十 8z3. 根据 以 上 公式 ,有 

dy du ， dv dw 

dr dz Ds “az™ 人 dz 

= (27x)(z?2 十 3z)(z5 + 274+7)+ (z+1)(2r+3)(r 十 27z4 十 7) 

二 (z2 十 1)(z2 十 3z)(5z4 十 8z3). 
于 没有 将 以 上 y 的 原始 表达 式 展开 并 化 简 , 显然 我 也 不 会 化 简 这 个 导数 ! 不 过 ,我 
确实 受 提 雇 的 是 ， i 不 总 是 能 将 所 有 的 一 切 都 展开 . 有 时 候 上 只 能 使 用 乘积 法 则 . 例 
如 , 当 你 在 下 一 章 学 了 如 何 对 三 角 函 数 求 导 之 后 , 只 能 使 用 乘积 法 则 来 求 像 x sin (z) 
这 样 的 导数 . 但 真 的 不 能 将 这 个 表达 趟 展开 它 已 经 是 展开 的 形式 了 . 因此 , 如 
果 想 要 对 它 关 于 xz 求 导 , 那 就 避免 不 了 要 使 用 乘积 法 则 . 
6.2.4 通过 商法 则 求 商 函数 的 导数 
处 理 商 的 方式 与 处 理 乘积 的 方式 类 似 , 只 是 法 则 和 


2z3 一 3z 十 1 
全 25 一 8Z3 十 2 


关于 xz 求 导 . 可 以 令 f(z)==2253 一 37 十 1 及 g(r) = 7x5 一 8x 十 2, 然后 将 hh 写成 了 
和 g 的 商 , 或 h(x) = f(z)/g (x). 以 下 就 是 商法 则 : 


4 有 不 同 . 假设 想 对 


注意 到 除了 正 号 变 成 了 负 号 外 , 等 号 右边 分 式 的 分 子 与 乘积 法 则 中 的 分 子 是 一 样 
的 . 在 例子 中 , 需要 对 f 和 g 求 导 并 将 结果 汇总 如 下 : 

f(z)=2x3—37+1 g(r)= 7x —873+2 

f'(7)= 672—3 g9'(7) = 574 — 24x2. 
根据 商法 则 , 由 于 h(z) = f(z) /g(x), 有 
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f(x)g9(7) — f(x)g (x) 
人 
(6z2 一 3)(z5 一 8z3 十 2) 一 (2z3 一 3z 十 1)(5z4 一 2472) 
加 (25 一 8z3 十 2)? 
跟 乘 积 法 则 一 样 , 这 里 还 有 另外 一 种 版 本 . 如 果 你 面 对 
372 十 二 
4 二 278 一 7， 


并 想 求 出 dy/dz, 那么 就 从 设 w= 3 十 1 及 w= 2x3 一 7 开始 , 这样 y=v/u. 现在 
我 们 使 用 : 


商法 则 (版 本 2) 如 果 y = 7, 那么 


du dv 
dy ?az dz 
dz v2 
人 一 3z2 二 1 v=2x3—7 
du dy _ 
根据 商法 则 ， 
du dv 
dy “dz “dr (2x*—7)(6x)— (3x?2+1)(16x") 
dz v2 和 (27x3 一 7 了 )? 


如 你 所 见 , 商 的 情况 并 不 比 乘积 的 难 多 少 (就 是 更 杂乱 了 些 ). 
6.2.5 通过 链 式 求 导 法 则 求 复合 函数 的 导数 


假设 h(x) = 下 十 1) ,你 想 要 求 pn/ (zx). 将 它 展开 来 求 乘积 是 很 可 笑 的 (这样 
的 话 , 就 必须 用 z2 + 1 和 它 本 身 相 乘 99 次, 那 将 是 很 耗 时 的 ). 使 用 乘积 法 则 也 会 
很 苑 唐 , 因为 需要 使 用 很 多 很 多 次 . 
相反 , 将 Vo f 和 9 的 复合 , 其 中 g(x) = x? 十 1, f(x) = 7x99. 
有 实 , 如 果 取 一 个 z, 将 它 放 入 9 中 , 会 得 到 xz? 十 1. 现在 , 如 果 把 它 放 入 f, 会 得 到 
(zx? 十 1)”, 即 i ). 这 样 , 就 把 及 (x) 写成 了 f(g (x)). (更 多 有 关 复 合 函 数 的 内 容 
请 参见 1.3 节 .) 现在 , 可 以 应 用 链 式 求 导 法 则 了 : 
链 式 求 导 法 则 (版 本 1) ”如 果 h(x) = f(g(x)), 那么 V(x) = f'(g(x))g (zx). 
该 公式 看 起 来 有 点 环 手 . 让 我 们 分 解 一 下 . 第 二 个 因子 很 简单 , 它 正好 是 g 的 导数 . 
那么 第 一 个 因子 呢 ? 好 吧 , 必须 对 了 求 导 , 然后 求 其 在 g(x) 而 不 是 z 处 的 结果 . 
在 例子 中 , 有 f(x) = z99, 这 样 f(x) = 99z98. 也 有 9 (z) = z2 二 1 故 9 (x)= 


EN 
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2z， 第 二 个 因子 就 是 2z， 那么 第 一 个 因子 呢 ? 好 , 取 户 (z), 但 现在 不 是 将 x, 而 
是 将 zz + 1 (因为 这 就 是 g(z)) 放 入 其 中 ， 也 就 是 说 , P(g(m) = 户 (z2+1) = 
99 (z2 十 1)”. 现在 , 将 这 两 个 因子 乘 起 来 就 会 得 到 

1(z) = jg)9 Z) 一 99(z2 + 1)3(27x) = 198z(z2 + 1)9. 
确实 , 这 看 上 去 有 点 复杂 . 还 有 另 一 种 方法 来 求解 这 个 问题 . 
我 们 由 y = (z2 + 了) 开始 , 想 要 求 dy/dz. (z2 十 1) 这 一 项 让 问题 变 得 复杂 ， 
因此 就 称 它 为 这 意味 着 y = v89, 其 中 v= zx? 十 1. 现在, 可 以 借助 链 式 求 导 法 
则 的 另 一 个 版 本 了 : 


链 式 求 导 法 则 (版 本 2) ”如果 y 是 久 的 函数 , 并 且 ww 是 z 的 函数 , 那么 
dy _ dydu 
dz dudz' 
因此 , 在 我 们 的 例子 中 , 有 
y = U9 u= 22 二 1 
所 三 二 本 
du 
使 用 以 上 框 中 的 链 式 求 导 法 则 , 可 以 看 到 
dy dydu 加 
a 99u88 x 27 = 1987zu®s. 


现在 , 只 需 用 x? 十 1 替换 w 便 可 得 到 dy/dz = 198z (z? 十 1)%”, 一 如 我 们 之 前 求 出 
的 . 


下 面 是 另 一 个 简单 的 例子 ， 如果 y = Vz5 - 7z, 那么 dy/dz 是 什么 昵 ? 设 
凡 =23 一 7z, 这 样 y = Vu. 汇总 表 如 下 : 
y= Vu u= X73—77 


dy 1 du ,, 
du 2Vu dz 3 
因此 , 根据 链 式 求 导 法 则 有 
2 二 
dy dydu _ 1 a 7 


dr dudr 2Vu 2Vu | 
现在 , 只 需 在 分 母 中 替换 掉 wu. 由 于 = za - 7z, 可 以 看 到 


dy 322 一 了 
dr 2Vr3—77 


旦 你 掌握 了 , 事情 就 没有 看 上 去 那么 难 . 

链 式 求 导 法 则 的 两 点 简短 说 明 . 首先 , 为 什么 称 它 为 链 式 求 导 法 则 呢 ? 以 x 开 
始 , 就 会 得 到 wu; 然后 , 取 wv 会 得 到 y. 这 样 通过 额外 的 变量 w 从 x 到 y 便 形成 了 
一 种 链 . 其 次 , 你 可 能 会 认为 链 式 求 导 法 则 是 显而易见 的 . 毕 竞 , 在 前 面 的 方 框 公 


让 Wl 
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式 中 , 不 是 能 够 消去 因子 du 吗 ? 回答 是 否定 的 . 回想 一 下 , 诸如 dy/du 和 du/dz 
这 样 的 表达 式 其 实 不 是 分 数 , 它们 是 分 数 的 极限 (更 多 详情 参见 5.2.7 节 ). 不 过 幸 
好 , 它们 经 常 表现 得 就 好 像 是 分 数 (显然 这 里 它们 就 是 如 此 ). 

链 式 求 导 法 则 实际 上 可 以 同时 多 次 运用 . 例如 , 令 

y= ((z3 — 107x)? 十 22)5， 

那么 dy/dz 是 什么 呢 ? 我 们 令 v = za- 10z 及 w= 十 22, 这 样 y = vs. 然后 ,使 
用 一 个 更 长 形式 的 链 式 求 导 法 则 : 
dy _ dy ddu 
dz do du dz 
稍 作 思 考 , 你 就 不 会 弄 错 : y 是 v 的 函数 , v 是 久 的 函数 ,wu 是 z 的 函数 , 因此 公式 
只 可 能 是 现在 这 个 样子 ! 不 管 怎样 , 我 们 有 


y= v=u +22 w=7x3— 10r 
dy 7 dv 8 du 2 
A 一 一 三 = 二 一 10. 
8v a 9u 3 37 0 
将 所 有 的 一 切 代 入 , 得 到 
dy dydvdu 


CU _ YVAN Ri7Wg8rar2 
人 (8u')(9 心 )(3z — 10). 


快 大 功 告 成 了 , 但 还 需要 除 掉 v 项 和 v 项 . 首先 , 用 w? + 22 蔡 换 v: 
一 (8u7)(9u8)(3z2 — 10) = (8(wu? + 22)") (9us)(37x? — 10). 
然后 用 z3 一 10z 蔡 换 wu, 并 合并 因子 8 和 9, 得 到 真正 的 答案 : 

YY = (8(u? 十 22)7)(9u8)(3z2 — 10) = 72((z3 — 107x)? + 22)" (x3 — 10x)(3z2 — 10). 
以 上 主要 使 用 了 链 式 求 导 法 则 的 第 二 种 形式 , 但 有 时 应 用 链 式 求 导 法 则 的 第 一 种 形 
式 也 会 事半功倍 . 例如 , 对 于 某 个 函数 9 和 ,如 果 知道 h(x) = Vg(z), 且 g(5)=4 
以 及 9 (5) = 7, 那么 仍然 可 以 求 出 jv (5). 我 们 设 f(x) = Vz, 这 样 h(xz) = f(g (z))， 
然后 使 用 上 述 公 式 (zx) = f(g(z))g (xz). 由 于 jz) = Vz, 有 f(x) =1/2VzZ; 因 
此 ， 


AZ) = f(g(7))g (7) = ret 


现在 , 将 z 二 5 代入 , 得 到 


/ 5) 二 5 
Dw A 
于 g(5)=4 及 g (5)=7, 有 
1(5) = yr = 
再 来 看 一 个 例子 : 假设 j (z) = g (Vz), 其 中 9 的 情况 如 上 . 7' (25) 会 是 什么 呢 ? 现 


©O 


©O 


94 第 6 章 求解 微分 问题 


在 , 有 j(z) =g (f(z)), 其 中 f(z) = Vz. 这 一 次 的 结果 是 
F(z) =9(F(0) (0) = 9 (VD 


2VZ 

因此 , 如 果 x = 25, 由 于 g'(5) = 7, 有 
y ey Ee 1 7 
iA er A 


比较 一 下 这 两 个 例子 可 知 : 复合 的 顺序 非常 重要 ! 
6.2.6 那个 难以 处 理 的 例子 

回 到 开头 提 到 的 函数 了 : 

3z7 + z4V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 

f(z)= 6z2 一 4 
为 了 求 出 产 (o), 必须 使 用 前 几 节 中 的 法 则 将 分 解 为 较 简单 的 函数 .使 用 函数 记 
号 (前 述 所 有 法 则 的 第 一 种 形式 ) 是 一 个 不 错 的 主意 . 现在 就 试 着 做 一 下 吧 ! 

不 过 这 里 , 我 将 使 用 所 有 法 则 的 第 二 种 形式 . 设 y = f(x), 并 试 着 求 出 dy/dx. 
首先 , 注意 到 y 是 两 部 分 的 商 : w = 3z7+z4V2z5 十 15z43 一 237z 十 9 及 = 6z2 一 4. 
我 们 将 使 用 商法 则 来 处 理 这 个 分 式 , 因此 需要 du/dz 和 du/dz， 第 二 个 非常 好 计 
算 , 它 就 是 12x. 第 一 个 有 点 难度 . 让 我 们 把 目前 已 知 的 汇总 一 下 : 

4 一 3z7 十 Z4V2z5 十 15z43 一 237 十 9 v=6r2—4 


一 了 -一 一 122. 


dz 
如 果 知 道 du/dz, 就 可 以 使 用 商法 则 来 完成 运算 . 因此 , 要 求 出 du/dx. 
首先 , 注意 到 w% 是 g = 3z7 和 一 个 难 解 的 量 x 的 和 , 其 中 ” 的 定义 为 了 = 
zZ4vV2z5 二 15z43 一 23x 十 9， 我 们 需要 这 两 部 分 的 导数 . 9 的 导数 很 简单 , 它 就 是 
21z6. 现在 ,7 是 w= xz4 和 z= V2x5 十 15z43 一 23zx 十 9 的 乘积 , 因此 , 必须 使 用 
乘积 法 则 来 求 dr/dz. 目前 有 
也 一 24 2 一 V22z5 十 15z4/3 一 237z 十 9 


真 要 命 , 我 们 又 不 知道 dz/dz 是 什么 , 所 以 需要 求 出 它 . 这 里 , 取 一 个 大 的 表达 式 
(不 妨 称 之 为 t) 的 平方 根 . 特别 是 , 如 果 t= 2z5 二 15z43 一 23x 十 9, 那么 > = Vt. 
现在 , 可 以 真正 地 求 导 了 ! 让 我 们 给 出 最 后 一 张 汇总 表 : 
t=275+15r4/3—237+9 z=vt 
= 10z4 十 20z1/3 — 23 大 
根据 链 式 求 导 法 则 (将 变量 改 成 我 们 需要 的 字母 )， 
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dz dzdt 1 
dr dtdzr 2vt 
用 的 定义 2z5 十 15x4/3 一 23x 十 9 替换 志 可 以 看 到 
dz 10z4+20z13 一 23 
dz 。 2V2xz5 十 15z43 一 23z 十 9 
太 棒 了 ! 终于 得 到 了 dz/dz. 现在 可 以 将 上 表 中 的 问号 补充 完整 了 : 


山 一 24 z=V2r 415r4/3— 237+9 
dw _ 3 W100 十 20z13 一 23 
dz dz ， 2VvV2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 
现在 , 再 往 前 看 : 试图 求 出 dr/dz, 其 中 7 = wz. 让 我 们 使 用 乘积 法 则 : 
dr 加 ,dw | dz 
有 
一 次 地 , 注意 到 对 于 变量 你 必须 灵活 处 理 , 它们 不 会 总 是 w 和 wl! 不管 怎样 , 作 相 
应 奉 换 得 到 
dr 
dz 
通 分 并 化 简 上 式 , 得 到 (自己 检验 一 下 !) 
dr 26x 十 140z13/3 一 207z4 十 7273 
dz VI 1B io 
现在 返回 到 ww. 我 们 已 经 看 到 w=g+r, 其 中 有 9g=3z7,7 一 z4V2z5 二 15z43 一 237 十 9. 
我 们 知道 do/dz = 21z5, 并 且 已 经 解 出 了 杂乱 的 dr/dz 的 公式 , 因此 只 要 把 它们 加 
在 一 起 , 就 会 得 到 
i 26z8 + 140z13/3 一 207z4 十 7273 
dz 2V2z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 


(10z4 十 20zl1/3 — 23). 


10z4 十 20zl/3 — 23 
2V27z5 十 15z43 一 237 十 9 


= (Vas 二 15775 二 237 十 9) (4z3) + (14) 


d a al 
最 后 , 返回 到 商 和 二 的 计算 , 补充 进 du/dx 得 到 
4 二 327 十 zZ4V275 十 1574/3 一 237 十 9 u 一 6z2 一 4 
du 6 ，26z8 + 140z13/3 一 207z4 十 7273 dv 
一 一 217z6 1 = 12x. 
dz 2V27z5 十 15z4/3 一 23z 十 9 dz 
于 y= w/v, 只 需 使 用 标准 的 商法 则 
du dv 
dy dz “dr 
dz v2 


拆 分 和 消去 之 后 , 得 到 
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5 76 ，26z ”十 140z13/3 一 207z4 十 7273 
T+ 
dy _ 2v2z5 十 15z43 一 23z 十 9 
dz 6z2 一 4 
(az 上 2z4V325 十 15775 二 237 十 9) (12z) 
(62? — 4)? | 


终于 完成 解答 了 ! 这 个 解答 确实 不 美观 , 但 它 无 疑 是 有 效 的 . 


6.2.7 乘积 法 则 和 链 


就 乘积 法 则 来 说 ， 


在 附录 A 的 A.6. 
证 明 , 但 先 对 为 什么 这 些 法 则 会 起 作用 有 个 直观 概念 , 也 是 一 个 不 错 的 主意 . 因此 ， 
让 我 们 来 快速 地 看 一 下 吧 . 


式 求 导 法 则 的 理由 
3 市 和 A.6.5 三 中 , 可 以 找到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 的 正式 


将 使 用 6.2.3 节 中 该 法 则 的 第 三 种 形式 . 我 们 以 两 个 量 w 和 


v 开始 , 它们 都 依赖 于 某 个 变量 x. 我 们 想 知 道 , 如 果 > 有 一 个 小 的 变化 量 Ax, 乘 


vw 将 如 何 变化 . 


显然 , w 会 变 成 wu 十 Au, v 会 变 成 v 十 Av, 因此 乘积 变 成 了 


(4 二 人 Aw) (十 Au 可 以 通过 想象 一 个 边 长 分 别 为 ww 和 w 个 单位 长 度 的 矩形 来 理 


解 . 该 矩形 的 形状 发 生 


度 , 如 图 6-1 所 示 . 


乘积 UU 和 (人 十 


E 了 一 点 变化 , 其 新 的 边 长 分 别 是 + Aw 和 ww 十 Av 个 单位 长 
= (wtAWWHAY |vtAv 
4 十 Au 
图 6-1 


Au (v 十 Av) 正好 分 别 是 两 个 矩形 的 面积 , 单位 是 平方 单位 . 


那么 面积 有 多 大 改变 呢 ? 将 这 两 个 矩形 重 闭 起 来 看 一 下 , 如 图 6-2 所 示 . 


面积 的 差 恰好 是 灰 
vAu 和 Au 平方 单位 ) 以 及 一 个 小 矩形 (面积 为 uAw 平方 单位 ) 组 成 . 由 于 面 


积 的 改变 是 A (wv) 平 


图 6-2 


色 工 形 区 域 的 面积 . 该 区 域 由 两 个 狭长 的 矩形 (面积 分 别 为 


方 单位 , 这 就 证 明了 
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A(uw) = vAu+uAv + (Au)(Av). 
当量 Aw 和 Awv 非常 小 时 , 那个 小 区 域 的 面积 事实 上 会 非常 非常 小 , 基本 上 可 以 忽 
略 不 计 . 因此 ， 


A(uv) ST vA + uAv. 
如 果 将 上 式 除 以 Az, 然后 取 极 限 , 近似 符号 就 会 变 成 直 等 号, 会 得 到 乘积 法 则 
d du dv 
去 (oo) 二 "二 + wr 
事实 上 , 这 非常 接近 于 真正 的 证 明 ! 
台 讲解 链 式 求 导 法 则 之 前 , 先 来 证 明 一 下 三 个 函数 的 乘积 法 则 . 正如 我 们 之 
前 看 到 的 , 它 由 下 式 给 出 : 


0 je du | dv dw 
了 WVW) 一 a T WR UU a 
这 里 的 小 容 门 是 令 z = vw, 这 样 uvw 就 是 uz. 首先 , 对 于 > = vw 可 以 使 用 乘积 法 


则 : 


dz dv dw 
dz "dz 下 dz 
然后 , 对 uz 使 用 乘积 法 则 , 得 到 
d d du dz 
二 (ou) = 7) = 2 十 凤 - 一 . 
剩 下 要 做 的 就 是 用 vw 替换 z 以 及 用 上 式 蔡 换 dz/dz, 得 到 


du dz du 


将 上 式 展开 , 就 可 以 得 到 想 要 的 公式 了 . 

最 后 , 来 考虑 一 下 链 式 求 导 法 则 . 假设 y= f (wu) 及 wu = g (zx). 这 意味 着 , v 是 
2 的 函数 , y 是 久 的 函数 . 如 果 将 z 稍 作 改变 , 结果 是 w 也 会 有 相应 的 变化 . 因为 
如 此 , y 也 会 改变 . 那 y 将 有 多 大 的 改变 呢 ? 

好 吧 , 让 我 们 从 关注 函数 wu 开始 , 观察 对 于 z 的 一 个 小 的 变化 它 是 如 何 反 应 
的 . 忆 及 w= g(x), 因此 正如 5.2.7 节 所 讨论 的 , uv 的 变化 可 以 近似 看 成 g' (z) 乘 以 
2 的 变化 . 你 可 以 将 g (z) 看 作 是 一 种 拉 伸 因子 . (例如 , 如 果 你 站 在 游乐 园 中 那些 
可 以 让 你 变 高 变 瘦 两 倍 的 哈哈 镜 前 面 , 然后 中 起 脚尖 , 你 的 镜像 将 变 高 两 倍 于 你 实 
际 身高 的 高 度 .) 这 可 描述 为 


Au s 0 (7)Ax. 
现在 可 以 对 用 wu 表达 的 y 来 重复 以 上 练习 . 由 于 y = 了 (ww), vu 的 一 个 变化 会 引起 y 
中 的 近似 户 (w) 倍 于 此 的 一 个 变化 ; 


将 这 两 个 式 子 写 在 一 起 , 得 到 
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因此 , x 的 变化 首先 被 因子 9 (z) 拉 伸 了 , 然后 又 被 因子 旋 (ow) 拉 伸 了 . 总 体 的 效果 
就 是 被 两 个 拉 伸 因子 记 (w) 和 g' (z) 的 乘积 拉 伸 了 . (毕竟 , 如 果 你 将 一 片 口香糖 拉 
申 两 倍 , 然后 将 被 拉 伸 过 的 口香糖 再 拉 伸 三 倍 , 这 与 将 原始 的 那 片 口香糖 拉 伸 六 信 
是 一 样 的 .) 最 后 一 个 式 子 暗示 了 


dy 人 
均一 im = f (ug (2). 


= im, Ao = 
从 这 里 , 你 不 用 大 费劲 就 可 以 得 到 链 式 求 导 法 则 的 两 种 形式 中 的 任意 一 种 . 为 了 得 
到 第 一 种 形式 , 忆 及 w = 9g(z) 及 y = f (ww), 得 到 y = f(g (2z)); 然后 , 令 y=h(z) 
并 将 上 式 重 写 为 


W(x)= f (ug (7) = f(g9(7))g (7). 
为 了 得 到 第 二 种 形式 , 我 们 将 f' (w) 解释 为 dy/dw, 将 g (z) 解释 为 du/dz, 于 是 以 
上 关于 dy/dz 的 式 子 就 转化 为 


dy dydu 
dz dudz- 
虽然 上 述 解释 不 是 正式 的 证 明 , 但 它 已 经 相当 接近 了 . 


6.3” 求 切线 方程 


那么 , 求 导 又 有 什么 用 处 呢 ? 一 个 好 处 就 是 , 可 以 使 用 导数 来 求 所 给 曲线 的 切 
线 方程 . 假设 有 一 条 曲线 y = f(zx) 和 曲线 上 一 个 特定 的 点 (x, 了 (zx)), 那么 过 该 点 
的 切线 的 斜率 是 fr (zx), 并 且 此 切线 通过 点 (z, f(z)). 现在 , 就 可 以 使 用 点 和 斜 式 来 求 
切线 方程 了 . 具体 细节 如 下 : 

(1) 求 斜 率 , 通过 求 导 函数 并 代入 给 定 的 z 值 ; 

(2) 求 直 线 上 的 一 点 , 通过 将 给 定 的 x 值 代入 原始 函数 本 身 得 到 y 坐标 , 将 化 
标 写 在 一 起 并 称 之 为 点 (zo,yo); 最 后 ， 

(3) 使 用 点 斜 式 y 一 yo = m (zx 一 zo) 来 求 方程 . 
人 全 
首先 需要 导 函 数 . 需要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 令 = 妇 一 7, 因此 yy = vw50. 然后 有 
dy/du = 50u4 及 du/dz = 3z2. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

YY = YY ~ = 50u49 x 3z2 = 150z2(z3 — 7)49. 

( 记 住 , 需要 用 z3 - 7 替换 w 以 便 让 一 切 都 用 x 表示 .) 现在 需要 代入 z = 2. 对 于 
2 的 这 个 值 , 有 


YY = 150(2)2(23 — 7)49 = 150 x 4 x 149 = 600. 


很 好 ， 我 们 找到 了 要 找 的 切线 的 侍 率 接 下 去 , 需要 求 它 通过 的 那 一 点 , 也 就 是 把 
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2 二 2 代入 原始 函数 并 看 看 y 是 什么 . 


线 通 过 点 (2， 


1). 使 月 


事实 上 ,y= (2 一 7) ”= 1% =1. 因此 , 切 


点 斜 式 , 可 以 看 到 切线 方程 是 (y 一 1) = 600 (x 一 2), 或 者 重 写 


为 y = 600z 一 1199. 这 就 是 求 切线 所 有 步骤 ! 


6.4 速 


度 和 加 速度 


求 导 的 男 一 个 应 用 是 计算 运动 物体 的 速度 和 加 速度 . 在 5.2.2 贡 中 , 我 们 想象 
了 一 个 物体 沿 着 实 轴 运 动 . 我 


的 速度 "就 是 


门 发 现 , 如 果 在 时 刻 t 它 的 位 置 是 x, 那么 它 在 时 刻 t 


速度 = 


_ 
dt 


现在 , 正如 速度 是 位 置 的 瞬时 变化 比率 , 物体 的 加 速度 是 速度 的 瞬时 变化 比率 . 也 
就 是 说 , 加 速度 是 速度 关于 时 间 t 的 导数 . 由 于 速度 是 位 置 的 导数 , 我 们 发 现 , 加 速 


度 实际 上 是 位 置 的 二 阶 导 . 因 


例如 , 假设 一 个 物体 在 时 刻 t 的 位 置 1 


此 , 有 


加 速度 = va 


dv dz 
dt dt 


zz 一 36-652+4 世 -2 给 出 ,其 中 > 的 单 


位 是 英尺 , t 的 单位 是 秒 . 在 时 刻 t = 3 时 该 物体 的 速度 和 加 速度 分 别 是 什么 呢 ? 
见 


通过 对 位 置 关于 
新 的 表达 式 关 于 


时 间 求 导 得 到 速度 : v = dz/dt = 9 一 12t 十 4， 天 
时 间 求 导 得 到 加 速度 : a = dv/dt = 18t 一 12 代入 t = 3, 得 到 


在 再 对 这 个 


v= 二 9(3) 一 12(3) 十 4=49 英尺 / 秒 , 及 a=18(3) 一 12= 42 英尺 / 秒 2. 


为 什么 加 速度 的 
么 的 时 候 , 实际 上 是 在 


位 是 英尺 每 二 次 方 秒 呢 ? 其 实 , 当 问 一 个 物体 的 加 速度 是 什 
问 该 物体 的 速率 变化 有 多 快 . 如 果 在 一 个 为 期 2 秒 的 时 间 段 


里 , 速率 由 15 英尺 / 秒 变 成 25 英尺 / 秒 , 那么 它 的 (平均 ) 变化 是 5 英尺 / 秒 . 因此 ， 


加 速度 的 单位 应 该 是 英 


时 间 单 位 平方 . 
负 常数 加 速度 

假设 将 一 个 球 径直 上 抛 , 它 会 上 升 然后 落 回 (除非 它 撞 到 了 某 物 或 被 菜 人 抓 住 
拉 向 地 面 . 牛顿 ( 微 积分 的 先驱 之 一 ) 认识 到 该 力 的 
效果 就 是 : 该 球 带 有 常数 加 速度 向 下 运动 . (假设 没有 空气 阻力 .) 


了 ). 这 是 因为 地 球 的 引力 将 其 


于 该 球 多 
0 点 为 地 面 ,并且 


@ 从 现在 


始 , 我 们 不 


[向 上 为 正 . 1 


每 二 次 方 秒 , 


般 来 说 , 处 理 加 速度 的 时 候 , 总 是 需要 把 


加 “用 


E 上 升 然 后 下 降 , 最 好 调整 一 下 数 轴 的 方向 , 使 它 指向 上 下 . 我 们 设 


于 加 速度 是 向 下 的 , 它 一定 是 一 个 负 的 量 , 同时 由 于 
它 是 常数 , 可 以 称 之 为 -9. 在 地 球 上 , 9 大 约 是 9.8 米 每 二 次 方 秒 , 但 在 月 球 上 这 


中 两 字 ，* 速 


度 ”将 总 是 指 瞬时 速度 , 除非 明确 说 是 “平均 速度 ”. 
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[CS 


个 量 会 小 得 多 . 不 管 怎样 , 如 果 要 理解 这 个 球 是 如 何 运 动 的 , 需要 知道 在 时 刻 
的 位 置 和 速度 . 
让 我 们 从 速度 开始 . 我 们 知道 a = dv/dt. 在 上 一 节 的 例子 中 , 我 们 知道 v 是 
什么 , 于 是 对 其 求 导 得 到 了 a. 不 幸 的 是 , 这 一 次 恰恰 反 了 过 来 , 我 们 知道 a( 它 就 是 
常数 -9) 且 需 要 求 出 v. 一 旦 我 们 知道 了 w 同样 的 情况 也 会 发 生 在 x 上 . 在 这 两 
种 情况 下 , 都 需要 反 转 微分 的 过 程 . 不 幸 的 是 , 我 们 对 此 还 没有 准备 好 ( 那 是 积分 部 
分 所 要 讲 的 内 容 ). 因此 , 现在 我 只 想 告 诉 你 答案 , 然后 通过 微分 来 验证 它 : 
在 时 刻 上 = 0 从 初始 高 度 h 被 殷 出 的 带 有 初始 速度 v 的 一 个 物体 , 满足 以 下 
方程 : 


J 


检验 这 些 方 程 的 相 容 性 并 不 难 . 关于 t 求 导 , 会 看 到 dv/dt = -9 它 就 等 于 a; 以 及 
dz/dt = 一 gt 十 wu, 它 束 是 v. 因此 , a = dv/dt 昌 v= dz/dt. 同时 , 当 +=0 时 ,v= 
及 z=h. 这 意味 着 , 初始 速度 是 v, 初始 高 度 是 h. 一 切 都 得 到 了 验证 . 

现在 , 来 看 一 个 如 何 使 用 上 述 公式 的 例子 吧 . 假设 你 从 距离 地 面 高 度 为 2 米 的 
地 方 以 3 米 / 秒 的 速率 向 上 抛 一 个 球 . 取 9 为 10 米 每 二 次 方 秒 , 我 们 想 要 知道 五 
点 : 


(1) 需要 多 久 该 球 撞 到 地 面 ? 
(2) 当 该 球 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 
(3) 该 球 能 上 升 到 多 高 ? 
(4) 如 果 以 相同 的 速率 向 下 抛 球 , 需要 多 入 该 球 撞 到 地 面 ? 
(5) 在 那 种 情况 下 , 当 它 撞击 地 面 时 , 其 运动 有 多 快 ? 
在 原始 情形 下 , 我 们 知道 g = 10, 初始 高 度 为 h = 2, 初始 速度 为 u = 3. 这 意味 着 
i 


以 
a=—10,，v= 一 10t+3，ZX= 1 (10)t2 HF3t+2=—5t2 +3t+2. 
对 于 第 一 点 , 要 求 出 需要 多 久 该 球 撞击 地 面 . 这 显然 只 有 其 高 度 为 0 时 才 会 发 生 
因此 , 设 x=0, 求 t; 得 到 0= 一 5 十 3t 十 2. 如 果 将 它 因 式 分 解 为 一 (5t 十 2)(t 一 1)， 
闪 改 


就 可 以 发 现 方程 的 解 是 上 = 1 或 t= 一 2/5. 很 明显 第 二 
你 还 没有 抛 出 之 前 该 球 不 可 能 撞击 地 面 ! 因此 , 答案 一 定 
1 秒 后 该 球 撞击 地 面 . 
对 于 第 二 点 , 需要 求 出 该 球 撞 击 地 面 时 的 速率 . 没 问 题 , 我 们 知道 v = 一 10t 十 3， 
并 且 现 在 知道 当 t= 1 时 该 球 撞击 地 面 . 将 其 代入 , 得 到 v= -10+3= 一 7. 因此 ， 
该 球 撞 击 地 面 时 的 速度 是 -7 米 / 秒 . 为 什么 是 负 的 ? 因为 该 球 撞击 地 面 时 它 是 向 
下 运动 的 , 向 下 的 为 负 . 该 球 的 速率 就 是 速度 的 绝对 值 , 或 7 米 / 秒 . 


案 是 不 切合 实际 的 , 在 
. 也 就 是 说 , 抛 出 


名 
| 
i 


6.5 导数 伪装 的 极限 “101 


站 


vr 


为 了 求解 第 三 点 , 你 需要 意识 到 , 当 速 度 为 0 时 该 球 达 到 它 路 径 的 最 高 点 . 在 
向 上 的 过 程 中 , 速度 是 正 的 ; 在 向 下 的 过 程 中 , 速度 是 负 的 ; 而 当 该 球 从 向 上 变 为 向 
下 运动 时 , 其 速度 一 定 是 0. 那么 何 时 v 等 于 0 呢 ? 我 们 只 需要 求解 -10t 二 3 = 0. 
答案 是 t= 3/10. 也 就 是 说 , 在 抛 出 该 球 之 后 的 0.3 秒 它 达 到 其 路 径 的 最 高 点 . 那 
么 有 多 高 呢 ? 只 需要 将 上 = 3/10 代入 公式 x = 一 5 十 3t 十 2 就 可 以 得 到 


3 3 49 
也 就 是 说 , 这 时 该 球 下 距 地 面 49/20 米 . 

对 于 最 后 两 点 , 你 是 将 球 向 下 抛 出 . 我 们 仍然 有 9 = 10 及 初始 高 度 = 2, 但 
初始 速度 v 是 什么 呢 ? 不 要 错 认为 u 仍然 为 3! 由 于 球 向 下 抛 出 , 初始 速度 是 负 的 . 
向 下 3 米 / 秒 的 速率 对 应 于 初始 速度 w = -3. 忽略 这 个 负 号 是 个 常见 的 错误 , 因此 
一 定 要 警惕 . 不 管 怎样 , 方程 现在 变 成 

wa 一 -10，v= -10t-3 及 x= 10) 3t 二 2 一 一 52 一 3 十 2. 
注意 到 , 这 些 方程 和 将 球 向 上 抛 出 情景 下 的 方程 很 相似 .为 了 求解 该 问题 的 第 四 
点 , 需要 求 出 该 球 撞击 地 面 的 时 刻 . 正如 在 第 一 点 中 所 做 的 , 设 zx = 0, 然后 有 0 

5 十 3t 十 2 = 二 一 (5t 一 2)(t 十 1)， 因 此, t = 2/5 或 t= 一 1 这 一 次 舍弃 t= 一 1， 
因为 它 是 在 抛 球 之 前 . 因此 , 一 定 有 t= 2/5. 也 就 是 说 , 在 抛 出 后 的 0.4 秒 该 球 撞 
和 地面. 它 小 于 向 上 抛 球 时 该 球 撞击 地 面 所 用 的 时 间 ( 那 是 1 秒 ), 这 是 自然 的 , 因 
为 该 球 不 需要 先 上 升 然后 再 下 降 . 对 于 最 后 一 点 , 要 知道 该 球 撞击 地 面 时 运动 有 多 
大 ; 因此 , 将 t = 2/5 代入 速度 的 公式 , 得 到 w= -10(2/5) -3= -4-3= 一 7. 再 
一 次 地 , 该 球 以 7 米 每 秒 的 速率 撞击 地 面 . 有 趣 的 是 , 不 管 是 将 球 向 上 抛 还 是 向 下 
抛 (只 要 它 是 以 相同 的 速率 从 同一 高 度 抛 出 ), 它 都 以 相同 的 速率 撞击 地 面 , 只 是 所 
用 的 时 间 有 所 不 同 . 


HH 


| 


6.5 ”导数 伪装 的 极限 
运动 暂时 讲 得 够 多 了 . 现在 考虑 如 何 来 求解 极限 


.V32+h—2 
lim a 
h—>0 h 


这 看 起 来 一 点 希望 都 没有 . 甚至 同 乘 以 共生 表 达 式 VY32 十 及 +2 的 技巧 也 不 起 作用 ， 
因为 它 是 五 次 方 根 , 不 是 平方 根 . (你 自己 试 着 看 一 下 0) 因此 , 暂且 将 它 放 在 一 边 并 
考虑 一 个 相关 的 极限 


注意 到 这 里 的 虚拟 变量 是 h 而 不 是 z. 这 个 极限 看 起 来 也 很 难 解 决 , 但 或 许 它 让 你 
感觉 有 点 似曾相识 . 它 和 以 下 公式 中 的 极限 非常 相似 : 


= ps). 


因此 ,所 要 做 的 就 是 设 F(z) = YE 并且 注 意 到 f/(z) = 5 


将 57 写作 x15.) 导数 方程 变 为 


Z-4/5. (为 了 求 导 , 我 们 


因此 , 等 号 左边 的 极限 其 实 是 一 个 伪装 的 导数 ! 我 们 需要 创造 一 个 函数 f 并 对 它 求 
导 来 求 此 极限 . 
现在 , 可 以 返回 到 初始 极限 


中 V32 十 九 一 2 


h—0 h 


这 其 实 是 我 们 刚刚 求解 的 极限 


YT 二 +h— 5/T 1 4s 
5 


的 一 个 特例 . 如 果 在 此 极限 中 设 z = 32, 就 会 得 到 


/32 4h 3 1 本 
m = = x 32-4/5. 
h—0 h 5 
于 32 =2 及 32-4/5 = 1/16, 这 就 证 明了 
总 52 十 六 -2 1 1 1 
li 2-45 二 二 Xx 一 一 二 . 
pe 及 =3 从 5”16 80 


不 要 误 以 为 这 很 简单 . 这 是 一 个 双重 的 伪装 : 不 仅 是 在 处 理 一 个 导数 , 实际 上 还 是 
在 计算 一 个 特定 点 (在 这 里 是 32) 上 的 导数 . 你 最 好 先 解 得 一 般 情况 , 然后 再 代入 
x 具体 的 值 . 这 里 是 另 一 个 例子 ; 
V(4+h)3—7(4+h)—6 

h—0 hh 
可 以 通过 用 共 思 M 表 达 式 和 分 子 分 母 相 乘 来 求解 , 但 它 也 是 一 个 伪装 的 导数 . 由 于 处 
理 的 是 4 十 h, 因而 试 着 用 x 蔡 换 4. 分 子 中 的 第 一 项 变 为 V(x+h)3 一 7(z 十 hh). 这 
刘 示 着 或 许可 以 试 着 设 f(x) = Vz5 二 77. 在 6.2.5 节 中 , 我 们 已 经 看 到 户 (z) = 
(3z2 一 7)/2V7x3 一 7x, 因此 方程 


6.6 ”分 段 通 数 的 导数 103 
V(r+h)3—7r+h)— Vr m7 322 一 7 
lim 三 
h—>0 h 2V7Z3 — 7x 
最 后 , 如 果 将 z = 4 代入 并 化 简 (注意 到 Vz3 -7z = V64 一 28 = V36 = 6), 会 
得 到 


es V(4+h)3—7(4+h)—6 


3(4*—-7 _ 41 

h-»0 h 2(6) 12° 

如 果 求 解 一 个 极限 有 困难 , 那 它 或 许 是 一 个 伪装 的 导数 . 迹象 就 是 , 虚拟 变 直 
在 分 母 上 , 并 且 分 子 是 两 个 量 以 


导数 . 例如 ， 


hy 是 ， 虐 抄 量 本 身 
个 量 的 差 . 即使 不 是 这 样 的 , 仍然 有 可 能 是 在 处 理 一 个 伪 


li 
0 (Z 十 尹 )6 一 Z6 


在 分 子 上 有 一 个 虚拟 变量 


是 . 这 不 要 紧 , 只 需 把 它 颠 倒 过 来 并 先 求 出 极限 
. (z+ hh) 一 2Z6 
es h 


(z+h)e oz 0 f(r+h)— fx) ，，、 
i 7 = f'(2) = 6z5， 
现在 把 它 再 颠倒 一 次 , 得 到 
i h 1 
0 (z+h)s—ze 625 


我 们 将 来 (确切 地 说 , 是 第 


和 9 章 和 第 17 章 ) 会 看 到 其 他 一 些 导数 伪装 的 极限 的 例子 . 
所 以 要 睁 大 眼睛 : 许多 极限 都 是 伪装 的 导数 , 而 你 的 工作 就 是 揭 开 它们 的 伪装 .” 
6.6 ”分 段 函数 的 导数 
考虑 以 下 分 段 函 数 六 O 
1 如 果 x < 0， 
f(zx) = be, 
Z2 二 1 如 果 xz>0. 
@ 事实 上 , 如 果 使 用 洛 毕 达 法 则 (参见 第 
导数 . 


), 你 经 常 甚至 不 需要 去 识别 一 个 极限 是 否 是 一 个 伪装 的 
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图 6-3 


这 个 函数 可 导 吗 ?让 我 们 画 出 其 
这 看 起 来 相当 平滑 
很 明显 , 除了 可 能 在 z = 0 点 上 不 可 导 , 函数 了 处 
= 0 的 左 侧 , 函数 f 继承 了 常数 函数 
;在 z=0 的 右 侧 , 函数 了 继承 了 z2 二 1 
是 ,在 z=0 的 两 段 接口 处 


6-3). 


处 可 导 . 在 x 
1 的 可 导 性 
的 可 导 性 . 问题 


了 什么 ? 


首先 要 检验 函数 在 那 9 


图 像 来 看 看 (图 


没有 尖 角 . 事实 上 ， 


上 发生 


EE 确 


实 是 连续 的 . 正如 我 


们 在 5.2.11 节 看 到 的 , 没有 连续 性 就 不 可 能 有 可 导 


性 . 为 了 确认 了 在 xz = 0 上 连续 


, 我 们 需要 证 明 


lim f(z) = f(0). 首先 从 f 的 定义 , 可 以 看 到 (0) = 1. 全 于 极限 , 让 我 们 将 它 分 成 


左 极 限 和 右 极限 . 对 了 


至 于 右 极限 , 当 z 在 0 的 右 


左 极限 
a 
则 时 ， 
T(z) 


lim = 


lim 
Z 一 0 十 Z 一 0 十 


, 当 z 在 0 的 左 侧 时 , 由 于 f(z) = 


T f(z)= 2 
(22 二 +1)=02+1=1. 


li Ly); 
Re 


二 1， 


因此 , 左 极限 等 于 右 极限 ， 
此 证 明了 了 在 x=0 上 连续 . (注意 到 , 对 于 左 极限 和 右 极 限 


这 意味 着 双 侧 极限 存在 3 


代入 到 适当 的 了 的 段 中 来 求 极限 .) 


等 于 1. 这 和 f(0) 相等 , 因 


有 


, 实际 上 只 需 将 z= 0 


我 们 仍然 需要 i 


数 和 


后 导 数 相等 


有 f(x) = 1, 因 


E 明 f 在 z = 0 上 可 导 . 为 了 


回 


lim f(x)= lim 0 
X07 X07 


求证 , 必须 放 


上 的 左 导 


F 明 在 zx=0 


二 小 


顾 5.2.10 节 来 回忆 一 下 左 导数 和 右 导 数 的 概念 ). 在 0 的 左 侧 ， 
此 这 时 户 (z) = 0. 事实 表明 , 可 以 往 右 至 z = 0, 得 出 


这 表明 了 在 z = 0 上 的 左 导 数 是 0. (更 多 详情 参见 附录 A 中 的 A.6.10 节 .) 在 0 


函数 在 zx=0 


的 右 侧 , 有 f(z) = 22 二 1 因此 f(z) = 2z. 再 


因此 , f 在 z=0 上 的 右 导数 是 2x0= 0. 
上 可 导 . 
因此 , 检验 一 个 分 段 函数 在 分 段 连接 点 -| 


lim 一 
zt0+ 


f" (2) 


次 地 , 可 以 往 


左 至 zx = 0: 


lim 2x=2x0=0. 
2 一 0 十 


于 在 * = 0 上 的 左 导 数 和 右 导 数 相等 


是否 可 导 , 需要 检验 分 段 在 连接 点 上 


极限 相等 (以 证 明 连 续 性 ) 以 及 分 段 的 导数 在 连接 点 上 相等 .否则 , 在 连接 点 上 不 


可 导 .” 如 果 有 两 个 以 上 的 分 段 , 就 必须 在 所 有 的 连接 点 上 检验 连续 性 和 可 导 性 . 


再 来 看 一 个 有 关 求 分 段 函数 的 导数 的 例子 . 假设 


中 事实 上 , 可 导 还 要 求 导 数 在 连接 点 上 的 左右 极限 都 存在 且 有 限 . 有 关 的 例子 请 参见 7.2.3 节 . 
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g(7) = 
一 27 十 5 如 果 z > 1. 
g 在 哪里 可 导 呢 ?你 或 许 会 认为 唯一 的 问题 是 在 连接 点 x = 1 上 , 但 事实 上 绝对 值 
事情 变 得 更 复杂 了 . 回想 一 下 , 绝对 值 函 数 实际 上 是 一 个 伪装 的 分 段 函 数 ! 特别 
, 当 z>0 时 ,|z| = z, 但 当 z<0 时 ,|z| = -z. 因此 ,有 
2Z2 一 人 4 如 果 z2 一 4>0， 
lz2 一 4| = 
一 (2 一 4) 如 果 z2 一 4< 0. 
事实 上 , 不 等 式 z2 -4 < 0 可 以 被 重 写 为 zz < 4, 这 意味 着 -2 < z < 2. (除了 更 显 
然 的 z < 2, 注意 别 落 了 -2 < xz!) 因此 , 我 们 稍微 化 简 得 到 
Xz2 一 4 如 果 z>2 或 zX 芭 一 2， 
lz2 一 4 = 


-zx2 十 4 如 果 -2<x<2. 
于 在 上 述 g(z) 的 定义 中 , 项 lz 一 4| 只 有 当 xz < 1 才 出 现 , 因此 可 以 将 一 切 拼 起 
来 并 去 掉 绝对 值 , 重新 将 g(z) 写成 


22 一 4 如 果 z 世 一 2， 


g(zZ) 二 4 一 2 十 4 如 果 一 2<z 芯 1， 
一 2z 十 5 如 果 xz>1. 
因此 , 事实 上 有 两 个 连接 点 : x = -2 和 w= 1. 由 于 组 成 g 的 三 个 分 段 都 是 处 处 可 
导 , 我 们 知道 , 除了 可 能 在 连接 点 上 不 可 导 外 , g 本 身 处 处 可 导 . 让 我 们 检验 一 下 连 
接点 上 的 性 质 , 我 们 由 x = -2 开始 . 首先 是 连续 性 . 从 左 侧 , 有 


li = 1 2—4=(-2)?*—4=0; 
Ed 


而 从 右 侧 , 有 


lim 9g(z)= lim -7x2+4=—(-2)*+4=0. 


2 一 (一 2) 十 Z 一 (一 2) 十 


由 于 两 个 极限 相等 , 因此 9 在 x = -2 上 连续 . 现在 检验 导数 . 对 于 左 导数 , 有 


li . = 1 27 = 2(—2) = 一 4; 
we 


而 对 于 右 导 数 , 有 


lim ,9 (7) = lm —2zx=2(-2)=4. 


2Z 一 (一 2) Z 一 (一 2) 十 
于 它们 不 相等 , 故 函 数 9 在 x = -2 上 不 可 导 . 
在 另外 一 个 连接 点 > = 1 上 又 如 何 呢 ? 重复 之 前 的 步骤. 左 连续 : 
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lim g(x)= lim -2?2+4=—(1)?+4=3; 


Z 一 工 一 2 一 1 一 


lim g(x)= lim —2z+5=—2(1)+5=3. 


Z 一 1 十 Z 一 1 十 
它们 相等 , 因此 g 在 x = 1 上 连续 . 现在 , 左 可 导 性 : 


lm g(x)= lim —27x = —2(1) = —2; 


2 一 1 一 2 一 1 一 


右 可 导 性 : 


lim g(x)= lim —2=—2. 


x1+ 让 
于 它们 相等 , 因此 函数 g 在 xz=1 上 可 导 . 
我 们 已 经 回答 了 原始 问题 , 但 不 管 怎样 , 还 是 要 画 出 图 像 来 看 看 到 底 发 生 了 什 
么 . 为 了 画 出 y = |z? - 4| 的 图 像 , 要 先 画 y = z? -4 的 图 像 . 这 是 一 个 抛物 线 , 其 
2 轴 截 距 在 2 和 -2 (那里 就 是 y = 0 的 地 方 ) 并 且 其 y 轴 截 距 在 -4. 为 了 得 到 绝 
对 值 , 将 z 轴 下 方 的 一 切 关于 x 轴 做 反射 . 翻转 的 那 部 分 是 曲线 y = -z2 十 4 的 一 
部 分 . 最 后 , 直线 y = -2z + 5 有 vy 轴 截 距 5 及 zx 轴 截 距 5/2, 因此 并 不 难 画 出 图 
像 . 在 图 6-4 的 两 幅 图 中 , 左 图 显示 了 组 成 g(z) 的 所 有 的 函数 , 右 图 则 取 我 们 所 需 ， 
也 就 是 y= g(z) 的 图 像 


a 、 
y= 4 \ y=—272+5 
\ 


Vv 


图 6-4 


它 实 际 上 也 是 看 起 来 处 处 连续 且 处 处 可 导 , 除了 在 尖 角 (-2,0) 外 . 特别 地 , 在 
连接 点 z = 1 上 一 切 正常 , 正如 我 们 计算 的 那样 . 


6.7 ”直接 画 出 导 函 数 的 图 像 


假设 有 一 个 函数 的 图 像 , 你 不 知道 它 的 方程 , 但 又 想 要 夯 出 其 导 函 数 的 图 像 . 这 
时 公式 和 法 则 帮 不 上 你 , 你 需要 的 是 对 微分 有 一 个 很 好 的 理解 . 

下 面 是 基本 思想 . 将 函数 的 图 像 想 象 成 一 座 山 , 并 想象 有 一 个 小 登山 者 在 从 左 
到 右 地 爬 上 疏 下 .在 攀登 的 每 一 点 上 , 登山 者 会 大 声 地 喊 出 他 认为 攀登 有 多 困难 . 
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如 果 地 形 平 坦 , 登山 者 会 大 声 喊 出 数 0 以 表示 难度 . 如 果 地 形 呈 现 向 上 的 斜坡 , 登 


学 合 实 


山 者 会 大 声 喊 出 一 个 了 


FE 的 数 ; 攀登 越 陡峭 , 数 越 大 . 如 果 地 形 呈 现 向 下 的 斜坡 , 那么 


际 上 很 轻松 , 因 


下 的 斜坡 越 陡 越 轻 松 ， 


此 难度 是 负 的 . 也 就 是 说 , 登山 者 会 大 声 喊 出 一 个 负 的 数 . 向 
因此 数 会 越 来 越 负 . (如 果 下 坡 确 实 非 常 陡 , 那 它 或 许 会 让 下 


行 变 得 更 不 安全 , 但 它 显 然 也 让 下 降 变 得 更 为 快速 !) 


这 里 的 要 点 是 : | 


个 图 像 


一 个 函数 的 图 


声 喊 出 难度 程度 . 


的 高 度 本 身 不 重要 , 重要 的 是 陡峭 程度 . 特别 地 , 你 可 以 将 整 


向 上 平移 , 登山 


者 还 是 会 大 声 喊 出 相同 的 难度 程度 来 . 这 意味 着 , 如 果 你 从 


像 画 一 个 导 函 数 的 图 像 , 该 函数 的 y 轴 截 距 是 不 重要 的 ! 


来 看 一 个 例子 : 画 出 下 述 让 人 慌 惧 的 函数 的 导 函 数 的 图 像 , 如 图 6-5 所 示 . 


图 6-5 


不 要 惊慌 . 只 需 在 各 个 不 同 的 点 上 画 一 个 小 登山 者 并 想象 登山 者 在 每 一 点 上 大 


然后 , 你 所 要 做 的 就 是 在 另 一 套 坐 标 上 画 出 这 些 难度 程度 . 特别 


要 留心 的 是 那些 路 径 平坦 的 点 ; 这 可 以 出 现在 一 个 长 的 平坦 的 区 域 中 (如 上 图 中 的 
2Z2=5 和 z=6 之 间 ), 或 者 在 一 个 峰 的 项 部 (如 在 z = -5 或 z= 1), 又 或 者 在 一 个 
谷 的 底部 (如 在 x = -2 或 zx=3). 那里 你 肯定 是 要 画 出 登山 者 的 . 图 6-6 是 在 一 


些 位 置 放 


上 登山 者 的 f 的 图 像 . 


现在 , 为 导 函 数 的 图 像 来 画 一 套 坐 标 . y 轴 标 记 为 “难度 程度 ”, 从 上 至 下 由 难 


回想 一 下 , 登山 者 并 不 


的 一 些 


至 易 . 然后 , 基于 小 登山 者 大 声 喊 出 的 难度 程度 , 你 应 该 能 够 用 铅笔 描 出 一 些 点 来 . 


AN 


关心 山 有 多 高 , 他 只 关心 山 有 多 陡 ! 基于 此 , 会 得 到 图 6-7 上 
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以 下 是 对 于 如 何 得 出 这 些 点 的 详细 


在 
些 高 度 稍 高 于 0 的 一 些 点 . 


Ey = (zx) 的 图 像 的 最 左 侧 


往 前 走 , 走 到 x = -6, 登山 者 和 
难 了 ). 


然后 , 开始 变 得 略微 容易 点 , 直到 x = -5 时 , 登山 
平坦 的 . 特别 地 , 当 xz = 
Ex == 一 5 之 后 , 原始 函数 的 


在 


) 


图 


登 


解释 . 
山 者 开始 


F 始 上 坡 ， 


6-7 


5 时 , 导 函 数 有 


陡 . 这 意味 着 , 攀登 将 变 得 
数 在 x = -4 处 有 


在 该 渐 近 线 的 另外 一 侧 , 攀登 也 很 容易 , 因为 登山 者 将 下 坡 , 开始 非常 陡 , 并 


| 线 玫 


只 是 缓 缓 地 上 坡 . 因 


个 xz 四 


因此 难度 上 升 , 这 些 点 也 变 高 了 (更 


此 , 将 画 出 一 


者 达到 峰 的 顶部 , 那里 是 


和 截 距 . 


F 始 变 成 下 坡 , 首先 较为 平缓 , 然后 越 来 越 


条 牌 直 


mn 


Ee 一 


非常 非常 容易 ) 并 在 x = -2 处 候 升 至 0. (在 z= -5 和 z= 一 4 之 间 有 x 


截 距 以 及 在 z = -4 和 zx = 一 3 之 间 也 有 , 但 这 都 无 关 紧 要 . 原始 函数 的 x 


截 距 不 重要 .) 


S 这 雁 时 泌 


Ee 


由 截 距 . 


| 


然后 坡度 减缓 些 , 但 仍然 是 下 坡 . 
一 个 最 小 值 , 然后 
从 z = 3 处 的 谷底 起 , 攀登 一 直 
z 二 5 之 间 , 攀登 的 难度 是 均匀 
4, 然后 在 x = 4 和 x = 5 之 间 , 保持 在 同一 高 度 ( 难 


2 =3 上升 , 直到 x 
度 程度 ). 
在 x = 5, 斜率 突然 地 改变 了 . 在 没有 人 


FE 上升 ， 


直到 z 


因此 , 导 函 数 的 | 
3, 得 到 一 个 zx 轴 


越 来 轻松 , 直到 它 变 得 非常 非常 轻松 . 因 
渐 


此 , 导 函 


Ez = 一 2 处 到 达 谷 底 . 因此 , 在 导 函 数 曲 线 上 , 垂直 渐 近 线 实 际 上 始 于 一 co 


2 = 一 2 到 达 谷底 之 后 , 登山 者 必须 上 坡 一 会 儿 , 因 
Zz = 0 之 后 变 得 略微 容易 点 , 但 他 依然 要 往 上 外 ， 


此 攀登 变 
到 x 


困难 
1 的 山顶 . 


了 . 尽 


= 


在 
意味 着 , 导 函 数 的 曲线 上 升 , 直到 z = 0, 然后 下 降 , 直到 x = 1, 得 到 一 个 


企 走 向 z = 3 处 谷底 的 路 上 , 情况 发 生 了 逆转 : 下 坡 越 来 越 陡 , 直到 x = 2， 
由 线 下 降 , 在 x = 2 处 达到 


截 距 . 


都 很 


所 


直到 > 


4. 然而 , 在 z=4 和 


的 ， 


难 ， 


因为 斜率 是 常数 . 因 


此 , 导 函 数 的 曲线 从 


F 何 预警 的 情况 下 , 它 突 然 变 平坦 了 ， 


6.7 直接 画 出 导 函 数 的 图 像 ”109 


然后 保持 这 种 平坦 直到 xz = 6. 因此 , 导 函 数 的 曲线 必须 下 降 至 0 并 且 保 持 
为 0 直到 z = 6. 导 函 数 在 x = 5 处 有 一 个 不 连续 点 . 
。 在 z=6 之 后 ,登山 者 发 现 , 随 着 曲线 通 近 x = 7 处 的 垂直 渐 近 线 , 攀登 越 
来 越 容 易 了 . 导 函 数 的 曲线 在 那里 也 有 一 条 垂直 渐 近 线 . 
。 在 这 条 垂直 渐 近 线 的 右 侧 , 攀登 极度 困难 , 但 当 x 走向 9 时 , 攀登 变 得 略微 
容易 点 . 因此 , 导 函 数 的 曲线 在 xz = 7 的 右 侧 始 于 非常 高 的 地 方 , 然后 当 梦 
登 越 来 越 容易 时 , 它 变 得 越 来 越 低 . 
现在 , 只 需要 把 这 些 点 连 起 来 ! 图 6-8 分 别 是 y= f(z) 和 y = f'(z) 的 图 像 . 


NI 


我 们 把 所 用 的 思想 做 一 下 总 结 . 

。 当 原始 图 像 平 坦 时 , 导 函 数 的 图 像 有 一 个 x 轴 截 距 . 在 上 例 中 , 它们 出 现在 
Zz 二 一 5, 二 一 2, 二 1, x 二 3 及 区 间 15,6] 的 每 一 点 上 . 

。 当 原始 图 像 的 一 部 分 是 一 条 直线 时 , 导 函 数 的 图 像 是 常数 (上 例 中 , 它 出 现 

在 区 间 [4,5] 上 ). 

e。 如 果 原 始 图 像 有 一 条 水 平 渐 近 线 , 其 导 函 数 图 像 经 常 也 有 一 条 水 平 渐 近 线 ， 

但 如 果 是 那样 的 话 , 它 将 在 y = 0 的 高 度 , 而 不 是 渐 近 线 的 原始 高 度 上 ( 正 

如 上 例 中 图 像 的 左 端 ). 

。 原始 图 像 中 的 垂直 渐 近 线 通常 导致 导 函 数 在 相同 位 置 上 也 有 垂直 渐 近 线 ”， 


@ 如 果 一 个 函数 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 那么 它 的 导 函 数 在 相同 的 位 置 上 也 有 一 条 垂直 渐 近 线 , 一 般 而 言 ， 
这 实际 上 是 不 正确 的 . 一 个 例子 是 : y = 1/z +sin (1/z) 在 zx = 0 处 . 你 能 看 出 为 什么 吗 ? 


Nz 
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尽管 方向 可 能 会 改变 . 例如 上 例 中 , 在 x = 7 处 , 在 渐 近 线 的 两 侧 , 原始 函数 
的 曲线 都 走向 -oo, 但 导 函 数 却 有 相反 的 符号 . 在 x = -4 处 的 垂直 渐 近 线 
也 受到 类 似 的 影响 . 
如 果 有 怀疑 的 话 , 就 请 使 用 那些 值得 信赖 的 登山 者 进行 验证 吧 ! 


第 7 章 三 角 函 数 的 极限 和 导数 


到 目前 为 止 , 我 们 讨论 的 大 多 数 极 限 和 导数 问题 只 涉及 多 项 式 或 多 项 式 型 函 
数 . 现在 让 我 们 拓宽 视野 , 来 看 看 三 角 函 数 的 极限 和 导数 吧 . 特别 地 , 我 们 将 关注 
以 下 几 个 方面 ; 

。 三 角 函 数 在 小 数 、 大 数 以 及 其 他 变量 值 时 的 行为 ; 

。 三 角子 数 的 导数 ; 


。 人 简谱 运动 . 


7.1 ”三 角 函 数 的 极限 


考虑 两 个 极限 
sin(57) 


和 
Z 一 0 _ X00 沁 


它们 看 上 去 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 是 , 第 一 个 极限 是 在 z 一 0 时 取 的 , 而 第 二 
个 则 是 在 z 一 ce 时 取 的 . 但 正 是 这 点 区 别 , 造就 了 大 不 同 ! 正如 我 们 即将 看 到 的 ， 
这 两 个 极限 的 答案 和 求解 技巧 几乎 没有 共同 点 . 因此 , 需要 切实 留意 你 是 在 非常 小 
的 数 (如 上 述 第 一 个 极限 ) 上 还 是 在 非常 大 的 数 (如 上 述 第 二 个 极限 ) 上 取 正 弦 或 
余弦 或 正切 的 极限 . 我 们 将 分 别 考 于 这 两 种 情况 , 然后 再 看 看 当 这 两 种 情况 都 不 适 
用 时 会 发 生 什么 . 

在 开始 之 前 , 需要 提醒 的 是 , 你 无 法 只 通过 看 x 一 0 或 z 一 co 来 了 解 自 己 处 
理 的 是 哪 种 情况 . 你 需要 知道 自己 是 在 哪里 计算 三 角 函 数 的 值 . 例如 , 考虑 两 个 极 


限 

lim zsin (2) 和 lim zsin (2) . 

Z 一 0 于 2 一 co 
在 第 一 个 极限 中 , 你 要 取 的 是 5/z 的 正弦 , 当 z 接近 于 0 时 , 它 实 际 上 是 一 个 巨大 
的 数 ( 正 的 或 负 的 , 取决 于 z 的 符号 ). 因此 , 第 一 个 极限 根本 就 不 是 小 数 的 情况 , 它 
属于 大 数 的 情况 ! 类 似 地 , 在 第 二 个 极限 中 , 当 x 非常 大 时 , 量 5/z 会 非常 小 , 因此 
这 才 是 真正 的 小 数 的 情况 . 在 接 下 来 的 几 节 中 , 我 们 会 解答 上 述 的 所 有 四 个 极限 . 
7.1.1 小 数 的 情况 

我 们 知道 sn (0) = 0. 那 好 , 当 xz 接近 于 0 时 , sin (z) 看 起 来 会 怎样 呢 ? 当然 ， 

如 果 那 样 的 话 , sin (z) 也 会 接近 于 0, 但 它 距 离 0 有 多 近 呢 ? 事实 表明 , sin (z) 与 x 


站 


pus 


Ly 
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本 身 近似 相等 ! 

例如 , 如 果 用 计算 器 , 将 它 设置 为 弧度 模式 , 并 求 sn (0.1), 你 得 到 的 结果 大 约 
是 0.0998, 它 非常 接近 于 0.1. 尝试 一 个 更 接近 于 0 的 数 , 你 就 会 发 现 , 选取 的 数 的 
正弦 值 与 选取 的 原始 数值 非常 接近 . 

不 妨 看 一 下 此 情况 的 图 像 . 图 7-1 是 y= sin(z) 和 wy =z 在 同一 坐标 系 下 的 图 
像 , 只 取 z 在 -1 和 1 之 间 (近似 的 ) 的 值 . 


.Y=7 


y= sin(72) 


图 7-1 


这 两 个 图 像 非常 相似 , 尤其 是 当 z 接近 于 0 的 时 候 . (当然 , 如 果 再 多 男 一 点 
y = sin (z) 的 图 像 , 我 们 就 会 看 到 熟悉 的 波形 ; 只 有 将 它 放 大 成 这 样 的 时 候 , 我 们 才 
会 看 到 sin (x) 多 么 接近 于 xz.) 因此 , 我 们 可 以 说 , 当 x 非常 小 的 时 候 , sin (x) 接近 
于 z. 要 是 sn (z) 实际 上 等 于 z 的 话 , 那么 


sin(zx) 


一 1 
x 

成 立 . 事实 上 , 上 述 等 式 永远 都 不 会 成 立 , 不 过 在 z 一 0 时 的 极限 中 确实 有 : 
lim | = 1 
Z 一 0 EE 
这 个 公式 非常 重要 . 基本 上 , 这 是 解决 涉及 三 角 函 数 的 微 积分 问题 的 关键 所 在 . 我 
们 将 在 7.2 节 使 用 它 来 求 三 角 函 数 的 导数 , 并 会 在 7.1.5 节 对 它 进行 证 明 . 

cos (+) 又 怎样 呢 ? 好 吧 , cos (0) = 1, 因此 情况 大 为 不 同 . 暂且 说 一 个 小 数 的 余 
弱 非 常 接近 于 1. 我 们 写作 


lim cos(Z) = 1. 
Xz—0 


特别 要 注意 的 是 , 不 像 之 前 那个 涉及 sin (z) 的 公式 , 这 里 的 分 母 中 没有 z 的 因子 . 
要 将 x 的 因子 放 在 分 母 中 会 怎样 呢 ? 我 们 很 快 就 会 看 到 , 不 过 我 想 先 看 看 tan (x). 
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这 里 的 关键 是 , 将 tan (z) 写成 sin (z) / cos (7x). 分 子 是 sin (z), 当 z 非常 小 时 ， 
它 非常 接近 于 z， 男 一 方面 , 这 时 分 母 接近 于 1， 显而易见 , 它们 的 比 应 该 就 好 像 
Z/1, 即 z. 事实 上 也 确实 如 此 ， 将 cos (z) 从 分 母 中 分 离 出 来 , 得 到 
sin(Z) 


,tan(z) ,. cos(z) _.. sin(Z) 1 四 1N 
| z a by = im ( z ) (mi ) -0 (1) et 
这 样 就 证 明了 


jm tT) _ 
Z 一 0 时 

这 意味 着 , 当 x 非常 小 时 , sin (z) 和 tan (z) 的 行为 很 相似 , 但 cos (zx) 却 有 所 不 同 . 
现在 让 我 们 来 看 看 , 当 z 一 0 时 cos (x) /xz 会 发 生 什 么 . 也 就 是 说 , 我 们 试图 理解 


cos(Z) 


lim 
Z 一 0 2 
如 果 你 只 是 将 xz = 0 代入 上 式 的 话 , 那么 就 会 得 到 1/0. 这 意味 着 , y = cos (z) /z 的 
图 像 在 x = 0 处 有 一 条 垂直 渐 近 线 . | 民 像 x 很 小 时 的 1/z; 特别 地 , 你 应 
该 意识 到 


lim ee 沁 Cos(2) DNE, 
2 一 0 二 TX Z 一 0 一 必 Z 一 0 

(回想 一 下 , “DNE” 表 示 “ 不 存在 ”.) 这 确实 与 正弦 或 正切 的 ' 情况 有 所 不 同 

7.1.2 问题 的 求解 小 数 的 情况 


以 下 是 一 个 简单 的 例子 : 求 


cos(Z) 本 


、 Sin(z2) 

lim 2 

Z 一 0 oe 
首先 注意 到 当 x 接近 于 0 时 , z2 也 接近 于 0, 因此 实际 上 是 在 取 一 个 小 数 的 正弦 . 
现在 , 我 们 知道 极限 


ji sin(zx) 
2 一 0 地 


成 立 . 如 果 你 用 zx? ( 它 是 x 的 连续 有 蔡 换 x, 那么 会 得 到 下 面 的 有 效 极限 : 
sin(z ) _ 


站 > 2 
这 几乎 是 我 们 想 要 的 极限 了 . 事实 上 , 只 需 注 意 到 一 点 , 当 z 一 0 时 , z2 一 0, 因此 
最 后 可 以 求 得 该 极限 为 


a 


2 
jim Si ) 三 


2 一 0 02 


然 , z2 没什么 特别 的 ; 当 z = 0 时 , z 的 任意 其 他 连续 函数 都 是 0. 特别 地 , 我 们 
以 自然 而 然 地 知道 极限 


长 


114 第 7 章 三 角子 数 的 极限 和 导数 


和 sin(5z) Oe sin(3z7) 人 sin(sin(x)) A 


z 一 0 5% z 一 0 3Z7 20 sin(z) 
成 立 . 用 “tan” 替 换 “sin”, 以 上 等 式 依然 成 立 , 但 和 干 万 别 用 “cos”! 不 管 怎样 , 我 们 
可 以 总 结 如 下 : 


sin( 小 北 tanl( 人 小 
tm 条 Sb 二 - 
要 的 是 , 分 母 要 与 分 子 中 正弦 或 正切 的 变量 相 匹 配 , 并 且 当 ;很 小 的 时 
很 小 当然, 对 于 余弦 , 我 们 所 能 说 的 只 有 
lim cos( 小 数 ) = 1. 
这 里 就 不 存在 是 否 匹 配 的 问题 了 ! 

现在 , 让 我 们 回头 看 一 下 本 章 开始 时 的 例子 ， 


1. 


志 
| 

L- 
alll 


这 里 的 问题 是 , 我 们 取 的 是 5z 的 正弦 , 但 在 分 母 上 只 有 z. 这 两 个 量 不 匹配 . 不 过 
不 要 紧 , 用 sin (5z) 除 以 5z, 这 样 就 匹配 了 , 然后 再 乘 以 该 量 , 使 得 结果 不 变 . 也 就 
是 说 , 将 sin (5z) 重新 写作 


sin(52) 
57 


x (57). 
这 与 我 们 在 4.3 节 中 求解 有 理 函 数 的 极限 时 所 用 的 技巧 儿 乎 是 一 样 的 ! 让 我 们 来 看 
看 , 在 这 种 情况 下 , 它 是 如 何 发 挥 作用 的 吧 : 
sin(5z) 
lim 4) = lim — 52 
2 一 0 Z 一 0 化 
现在 , 保留 sn (5z) /5z 不 变 , 但 从 其 他 两 个 因子 中 消去 z, 得 到 
lim Si) = lim J x5 
2 一 0 站 Z 一 0 57 
于 匹配 了 项 5z (一 个 在 分 母 上 , 一 个 在 正弦 的 变量 中 ), 由 前 可 知 , 该 分 式 的 极限 
为 1, 因此 总 的 极限 是 5. 放 到 一 起 , 问题 的 解 如 下 : 
sin(57) 0 | 
i 
57 


Z 一 0 je rz—0 ws Z 一 0 
现在 来 看 一 个 更 难 的 例子 . 极限 
sin3(2z) cos(5z19) 
0 ztan(572) 
是 什么 ? 我 们 分 别 来 看 一 下 该 表达 式 中 的 四 个 因子 . 首先 考虑 sin? (2z). 这 其 实 就 
是 (sin (2z)) 的 另外 一 种 写法 . 为 了 处 理 sin (2z), 需要 用 22z 做 除法 和 乘法 ; 而 为 
了 处 理 其 立方 , 需要 用 (2z)” 做 除法 和 乘法 . 也 就 是 说 , 用 


x (57) 
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蔡 换 (sin (2z))”， 那么 cos (5z19) 又 如 何 呢 ? 其 实 , 当 z 很 小 的 时 候 , 5z19 也 很 小 ， 

因此 , 就 是 在 取 一 个 小 数 的 余弦 .极限 的 结果 应 该 是 1, 因此 不 用 对 第 二 个 因子 进 

行 操作 . 

在 分 母 上 , 我 们 有 一 个 因子 x, 不 能 对 它 做 任何 操作 . (我 们 也 不 想 , 它 实际 上 已 
经 很 容易 处 理 了 !) 还 有 一 个 因子 tan (5z2). 我 们 对 5z2 做 除法 和 乘法 , 以 便 用 

2 

ea 


替换 tan (5z2). 将 所 有 这 些 放 在 一 起 , 得 到 


| 
，3 19 3 
jim SD (2z) cos(57Z 一 ) (27z) 
z 3?0 Ztan(5z?) 2z-30 上 


i Go 
配 的 zx 的 寡 次 都 提出 来 : 分 子 中 的 项 (2z)” 和 
(sin (2z))3 /1(2z)3 写作 (sin (2z) /2z)3 并 化 简 ， 


x Go cos(57219) 


现在 , 将 所 有 与 三 角 函 数 的 变量 不 匹 
分 母 中 的 项 x 和 5z2. 然后 , 重新 将 


可 以 看 到 极限 变 为 
in(2z))3 in(2z)N。 
re . cos(5719) Ga _ i 6 a ) cos(57219) i 
0 tan(5z2) 人 zr(572) 0 tan(52z2) ~ 3 
522 572 


最 后 , 可 以 在 分 子 分 母 中 消去 za, 并 取 极 限 . 由 于 正弦 和 正切 有 相 匹 配 的 分 子 和 分 
母 , 还 有 cos (小 数 ) 1, 因此 极限 就 是 
Ga 8_8 
1 5 5 
下 面 是 本 章 开头 部 分 的 另外 一 个 例子 : 极限 
lim Zsin 2) 
fe 4 
是 什么 ? 我 们 可 以 看 出 , 这 个 例子 的 确 属 于 本 节 内 容 , 因为 当 x 很 大 时 , 量 5/z 会 
非常 小 . 因此 , 我 们 使 用 相同 的 方法 . 在 这 种 情况 下 , 用 sin (5/z) 除 以 并 乘 以 5/z: 


Sin 3 
_ \7/ .5 
2 


现在 , 可 以 消去 因子 z 并 化 简 得 到 


116 第 7 章 三 角子 数 的 极限 和 导数 


如 果 把 “小 数 ” 用 5/zx 

因此 最 终 的 结果 就 是 5. 

我 们 也 可 能 会 面 对 涉 及 正 割 、 余 割 或 余 切 的 三 角 函 
lim sin(3Z) cot(5z) sec(77x) 

是 什么 ? 为 了 求解 该 极限 , 最 稳妥 的 猜测 是 , 换 用 余弦、 正弦 或 正切 来 表示 


不 
Wi 


tan(5z) (77) 
现在 , 可 以 对 正弦 和 正切 项 使 用 标准 的 乘除 法 技巧 , 同时 忽略 余弦 项 . 于 是 我 们 看 
到 该 极限 等 于 
. sin(37) 1 
sm ( 3¢ “~ (an) ) (me 
52 


Z 一 0 ) 局 ) (二 
现在 , (3z) 和 (5z) 这 两 项 可 以 消去 公 因 子 z, 得 到 3/5, 而 所 有 其 他 分 
于 1, 因此 整个 极限 就 是 3/5. 


赫 换 , 可 以 立即 看 到 , 当 x 一 co 时 , 这 个 大 分 式 的 极限 是 1， 


数 的 极限 . 例如 , 极限 


Le: 


1 


} 式 的 极限 趋 


有 一 点 你 必须 非常 小 心 : 说 当 


职 或 商 的 语 境 


P 才 成 立 . 例如 , 极 F 


民 


z 非常 小 时 , sin (zx) 表现 得 就 像 x, 这 只 有 在 乘 


O 换 名 话说 , 当 


2 一 Sin(Z) 


11 
Z 一 0 


23 
就 不 能 用 本 章 介 绍 的 方法 进行 求解 . 说 sin (z) 表现 得 像 x, 故 z 一 sin (z) 表现 得 像 
0, 这 是 错误 的 . (事实 上 , 除了 常数 函数 0 本 身 , 没有 函数 表现 得 像 00) 为 了 求解 以 
上 极限 , 需要 洛 必 达 法 则 (参见 第 14 章 ) 或 麦克 劳 林 级 数 (参见 第 24 章 ). 另 一 方 
面 , 下 面 这 个 类 似 难度 的 极限 却 是 我 们 现在 可 以 求解 的 : 
1 一 cos2(z) 
22 
,你 不 能 说 , 当 z 非常 小 时 , cos (z) 表现 得 就 像 1, 故 1 一 cos? (zx) 表现 
因此 , 我 们 使 用 cos? (z) + sin2 (z) = 1 来 将 分 子 重 写 为 sin? (z): 
1 一 cos2(z) 1 sin2(z) 
六 0 
的 男 一 种 写法 , 可 以 将 极限 重 写 为 
六 三 人 
72 2 一 0 


化 


lim 
2 一 0 


于 pA 
和 


/ 


同样 
1 一 12=0. 


就 像 


是 (sin (x)) 


于 sin? (zx) 


该 极限 就 是 12 = 1. 


2, 而 根本 不 像 0. 不 管 怎样 , 让 
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我 们 使 用 同样 的 思想 来 求解 其 他 一 些 极限 : 


] 一 
lim 工 -est 和 Jim 
2 一 0 起 2 一 0 wh 


我 们 将 使 用 同样 聪明 的 技巧 来 求解 这 两 个 极限 . 基本 思想 就 是 , 用 1 十 cos (z) 和 分 
子 分母 分 别 相 乘 , 使 分 子 变 成 1 一 cos? (zx), 进而 使 它 写成 sin? (x). 在 第 一 个 例子 中 ， 
我 们 有 


1 — cos(7) 


Ti 1 — cos(7x) a 1 一 cos(x) 1 十 costz) 
zZ0 2 zo30 2 1 十 cos(Z) 
1 一 cos? 1 sin? 1 
_1i cos“(Z) _ Ti 各 (2Z) 
x—>0 v2 1 十 cos(Z) 2z—30 2? 1 十 cos(Z) 


本 sin(z) \” 1 国 4 -于 
= im ( z ) rr 
这 里 使 用 的 事实 就 是 cos (0) = 1. 第 二 个 例子 很 相似 : 


ES I 站 
i cos(Z) cos(Z) 


li ] ; 
x—>0 7 x—>0 z 1 十 cos(Z) 
1 一 cos (2) 、 1 jm sz) 1 | 
z—0 也 1 十 cos(Z) 2x30 2 1 十 cos(Z) 


到 这 里 , 可 以 用 zx? 和 项 sin? (z) 做 除法 和 乘法 , 但 还 有 一 个 较为 简便 的 求 极限 的 方 
法 : 将 sin2 (z) 写成 sn(z) x sin (z), 并 将 其 中 一 个 sin (z) 因子 和 分 母 中 的 因子 x 
放 到 一 起 . 由 于 sin (0) = 0, 极限 变 为 


. ; sin(7x) 1 加 is 
到 (aaa> 本 x Ts) 0% 1x TH -0 
最 后 这 个 极限 将 在 7.2 节 中 很 有 用 , 因此 让 我 们 总 结 一 下 并 记 住 它 : 


三 :(U: 


关于 小 数 的 情况 我 们 已 经 讨论 得 足够 多 了 , 现在 来 看 看 如 何 处 理 三 角 函 数 在 大 数 上 
的 极限 吧 . 
7.1.3 大 数 的 情况 

考虑 极限 


lim Sy 


人 下 OO TX 
正如 我 们 刚刚 看 到 的 , 如 果 x 一 0 而 不 是 co, 那么 极限 为 1. 这 是 因为 当 z 非常 小 
时 , sin (z) 表现 得 就 像 x. 但 当 x 变 得 越 来 越 大 的 时 候 , sin (zx) 的 行为 又 如 何 呢 ? 它 
会 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 . 因此 , 当 x 变 大 时 它 没有 表现 得 像 谁 . 于 是 我 们 常常 
只 好 求助 于 sin (x) (以 及 cos (z)) 最 简单 的 性 质 之 一 : 
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对 于 任意 的 z, | -1 和 sin(z) 和 1| 和 |-1<cos(x)&<1. 
这 时 应 用 三 明治 定理 (参见 3.6 节 ) 就 相当 方便 了 . 事实 上 , 我 们 在 3.6 节 已 经 看 到 


不 妨 马 上 回去 重 温 一 下 证 明 . 

回 过 头 来 , 还 记得 当 zx 变 小 时 , cos (z) 是 有 所 不 同 的 吗 ? 不 像 sin (x) 和 tan (7)， 
它 不 像 z. 男 一 方面 , 当 z 变 大 时 , tan (z) 也 有 所 不 同 . 对 于 tan (z) 来 说 , 没有 类 
似 于 上 面 方 框 中 关于 sin (z) 和 cos (x) 的 不 等 式 . 这 是 因为 当 x 变 大 时 , tan (z) 有 
垂直 渐 近 线 并 且 永 远 不 会 停 下 来 (参见 2.3 节 tan (z) 的 图 像 ). 

这 儿 有 一 个 使 用 三 明治 定理 的 更 难 的 例子 : 求 


1 
zsin(11x") 一 3 


lim 
X00 274 
直觉 告诉 我 们 , sin (11z7) 这 一 项 无 足 轻重 , 因此 分 子 其 实 与 x 相当 . 而 分 母 中 的 
x4 应 该 较 分 子 的 z 占 压倒 性 优势 , 因此 当 x 一 ce 时 , 整个 表达 式 应 该 是 趋 于 0 的 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 首先 来 看 看 分 子 . 我 们 知道 任何 数 的 正弦 都 在 -1 和 1 之 间 , 因 
此 ， 


-1 入 sin(llz7) 入 1 
成 立 . 不 过 分 子 不 只 是 sin (11z7), 需要 用 x 和 它 相 乘 然 后 再 减 去 1/2. 事实 上 , 对 
于 任意 的 > 0, 可 以 对 以 上 不 等 式 的 所 有 三 “ 方 "都 作 相同 的 操作 , 得 到 
se < rsin 112")—3 A 
(如 果 z < 0, 也 就 是 说 , 当 z 人 -oo 时 ,那么 用 负 的 x 做 乘法 意味 着 , 你 必须 将 所 
有 的 小 于 或 等 于 号 反 转 变 成 大 于 或 等 于 号 . 不 然 的 话 , 会 得 到 同一 个 解 .) 不 管 怎样 
这 解决 了 分 子 的 问题 . 但 我 们 还 需要 除 以 分 母 . 由 于 2z4 > 0, 可 以 将 以 上 不 等 式 除 
以 2z4, 得 至 


d= 


一 人 一 要 = 2 一 二 
< 2 
224 ~ 本 ~ az 
万 事 俱 备 , 只 欠 东 风 . 现在 我 把 它 留 你 请 使 用 4.3 节 中 的 方法 证 明 , 当 > 一 co 


时 , 外 层 两 项 的 极限 均 为 0, 即 ， 
jr 2 
Z 一 co 27 4 w=}00 27 

( 别 犯 懒 ! 这 些 都 是 相当 简单 的 极限 , 你 现在 应 该 试 着 验证 它们 .) 现在 , 我 们 应 用 三 

明治 定理 . 由 于 原始 函数 被 夹 在 两 个 x -， co 时 都 趋 于 0 的 函数 之 间 , 因而 它 也 赵 

于 0. 也 就 是 说 ， 


1 
zsin(11x") 一 3 
0 
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不 等 式 一 1 < sin (xz) < 1 (以 及 cos (zx) 的 类 似 不 等 式 ) 可 得 到 的 另 一 个 结论 


是 , 你 可 以 将 sin (任何 东西 ) 或 cos (任何 东西 ) 看 作 比 z 的 任意 正 次 贤 次 数 要 低 ， 
只 要 你 仅 是 在 加 上 或 减 去 它们 . 更 确切 地 说 , 如 果 要 求解 形 如 

lim dg) 

200 q(7) 


的 问题 , 其 中 p 和 9 是 多 项 式 或 多 项 式 型 函数 , 但 又 禹 有 一 些 附 加 的 正弦 和 余弦 ， 
那么 即使 没有 这 些 正弦 或 余弦 . 分 子 和 分 母 的 次 数 也 不 会 改变 . 唯一 的 例外 是 , 当 
2 或 4 的 次 数 为 0; 那样 的 话 , 三 角 函 数 的 部 分 将 举足轻重 . 
以 下 是 一 个 例子 , 来 看 看 附加 的 正弦 和 余弦 为 什么 不 会 造成 什么 影响 : 极限 
放生 3z2 十 2 十 5 十 sin(3000z9) 
2 一 co 272 一 1 一 cos(227) 
是 什么 ? 在 分 子 中 , 3z2 仍 占据 主导 , 因为 sin (3000z9) 这 一 项 只 是 在 -1 和 1 之 间 ， 
相 较 而 言 是 无 关 紧 要 的 . 与 之 形成 对 比 的 是 , 在 上 一 个 例子 中 , 我 们 用 sin (11z7) 和 
2 的 最 高 次 数 项 相 乘 ; 那里 的 正弦 因子 因而 非常 重要 . 而 在 当前 的 例子 中 , 正弦 项 
是 被 加 上 的 . 
分 母 又 怎样 呢 ? 其 实 , 余弦 项 比 主导 项 2z2 小 很 多 . 因此 , 我 们 用 3z2 和 分 子 
相 乘 并 相 除 , 用 2z? 和 分 母 相 乘 并 相 除 , 得 到 
3z2 二 27 十 5 十 sin(3000x9?) 


2 
ji B22 +22+5+sin(30002) _ B73 x (37°) 

2 一 co 222 一 1 一 cos(227) 本 2z2 一 1 — cos(227) 

x (2z2) 
222 
2 5 sin(3000z?) 
三 过往 37 3z2 322 吧 32” 
Z 一 co 1 1 cos(227) 202 
272 272 


现在 来 看 看 会 发 生 什么 ? 显然 我 们 知道 , 2/3z、5/3z2 及 1/2z2 的 极限 都 趋 于 0, 但 
sin (3000z9) /3z2 和 cos (22z) /2z2 这 两 项 会 怎样 呢 ? 如 果 你 想 给 出 一 个 完整 的 解 ， 
需要 使 用 三 明治 定理 (对 每 一 项 使 用 一 次 ) 来 证 明 它们 都 趋 于 0. 我 建议 你 现在 作 
为 练习 试 一 下 . 在 实践 中 , 大 多 数 数 学 家 会 直接 写 出 结果 是 0, 因为 我 们 可 以 确立 
个 一 般 原理 : 对 于 任意 的 正 指数 a， 
sin( 任 何 东西 ) 


To 


一 


lim 二 0. 
如 果 用 余弦 蔡 换 正弦 , 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 因此 , 以 上 极限 就 是 
ee: 
1-0-0 ”23 2 
最 后 , 我 们 回 到 本 章 开 始 部 分 提 及 的 例子 
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正如 我 们 看 到 的 ， 
因为 当 z 接近 于 0 时 ， 
就 是 , 结合 任何 数 的 了 


任意 的 x, 我 们 有 


现在 , 有 人 可 能 会 


但 不 笠 的 是 , 这 只 


Se 


变 成 2, 最 右边 


会 变 成 -2, 这 简直 是 疯 了 了 . 


. (2) 
lim zsin | 一 |. 
人 一 0 十 和 


. 2) 
lim xsin | 一 
Z 一 0 


5/z 是 一 个 非常 大 的 数 ( 


尽管 极限 是 在 x 一 0 时 取 的 , 但 这 个 极限 确实 属于 大 数 的 情况 ， 
正 的 或 负 的 )， 


因此 , 我 们 所 能 做 的 


E 弦 在 -1 和 1 之 间 这 一 事实 , 使 用 三 


一 1 < sin (2) <1. 
7 


想 用 > 和 以 上 不 等 式 相 乘 , 得 到 


. 5 
—X<TSIn (2) LX. 


现在 ， 可 以 使 用 


的 不 等 式 出 发 , 并 将 之 乘 以 zx. 但 这 一 次 , 由 于 z 是 负 的 , 必须 反 转 不 等 号 . 特别 是 ， 


当 xz <0 时 ,有 


不 过 这 也 没有 太 多 区 别 . 当 x 一 0- 时 , 外 层 的 两 个 量 仍然 趋 


趋 于 0. 由 于 左 


(这 个 例子 与 3.6 节 


明治 定理 . 特别 是 , 对 于 


有 当 x > 0 时 成 立 . 例如 , 如 果 x = -2, 那么 不 等 式 的 最 左边 会 
因此 , 先 来 考虑 一 下 右 极限 : 


以 上 不 等 式 并 注意 到 当 z _y 0+ 时 , _z 和 > 都 趋 于 0 因此 三 明 
治 定理 适用 , 上述 极限 是 0， 至 于 左 极限 ( 当 > -0- 时 )， 我 们 以 相同 的 sn (2) 


5 
一 和 之 0 Sin (2) 0 
也 


F 0, 因此 中 间 的 量 也 


极限 和 右 极限 都 是 0, 故 双 侧 极限 也 是 0; 我 们 证 明了 


lm 2 Sin ( 一 0. 
z 


5 的 例子 非常 相似 ) 


7.1.4 “其 他 的 ”情况 


考虑 极限 


这 次 的 三 角 阴 数 是 人 下, 且 要 在 ay2 的 附近 求 信 
的 情况 ,因此 很 明显 , 之 前 的 


这 既 不 是 小 数 的 情况 也 不 是 大 数 


会 得 到 0/0 的 不 定式 , 这 可 真 要 命 . 不 过 要 是 你 ] 
也 会 绝境 着 生 . 下 面 就 是 原因 . 

面 对 z 一 a 的 极限 , 而 a 取 0 时 ,有 一 个 很 好 的 一 般 原 则 , 那 就 是 用 t+==z 一 a 
作 替 换 , 将 问题 转化 为 t->0. 因此 , 在 以 上 极限 


4 况 都 不 适用 . 如 果 你 只 是 将 z = x/2 代入 上 式 的 话 ， 
解 三 角 函 数 的 性 质 的 话 , 有 时 你 


P, 设 t=z 一 x/2. 当 z 一 xt/2 时 ， 
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你 可 以 看 到 + 上 一 0. 由 于 z = 上 十 /2, 则 有 


T 
lim St = lim a ( - 2) : 
TFA/2 7 > t=0 t 
注意 到 我 们 仍然 需要 知道 余弦 在 x/2 附近 的 行为 (通过 设 t 接近 于 0, 可 以 看 到 你 
要 取 的 是 什么 的 余弦 ). 蔡 换 并 没有 改变 这 一 事实 . 这 里 需要 你 想起 2.4 节 中 的 三 
角 恒等式 


在 我 们 的 极限 中 , 有 cos (3 十 切 ， 因此 需要 将 上 述 三 角 恒等式 用 -t 替换 z, 得 到 
TT 
COS (5 十 站 = sin(—t). 
我 们 还 需要 记得 , 正弦 函数 是 一 个 奇 函数 . 因此 , 事实 上 ， 
cos (3 +t) =sin(-t) = —sin(t). 
现在 , 可 以 将 它 代 入 极限 并 完成 问题 的 求解 . 也 就 是 说 ， 


cos(Z) 1i (t 十 二 全 sin(t) 


lim 一 元 三 lm 一 一 三] 一 一 三 一 1. 
Wm/ 一 一 t 一 0 t t 一 0 t 
并 没有 那么 轻松 民意 , 但 了 解 三 角 恒 等 式 显 然 会 对 求解 类 似 的 情况 有 所 帮助 . 


7.1.5 一 个 重要 极限 的 证 阴 
本 章 反 复 使 用 了 以 下 极限 , 现在 是 时 候 证 明 它 了 : 


ji 


Z 一 0 ZX 4 
证 明显 然 需要 借助 直角 三 角形 的 几何 学 ,因为 
那 也 正 是 正弦 函数 诞生 的 地 方 . 让 我 们 先 从 右 


极限 (z -0+) 开始， 一旦 做 到 了 这 一 步 , 我 4 
们 会 发 现 双 侧 极 限 其 实 相当 简单 ， 因 此 , 先 假 ” 

设 x 接近 于 0 但 为 正 ， 让 我 们 来 画 一 个 以 O ? 
为 中 心 、 夹 角 为 z、 半 径 为 1 的 扇形 O04AB, 如 
图 7-2 所 示 . 我 们 将 对 这 幅 图 进行 一 些 操作 , 但 - 
首先 有 一 个 问题 : 这 个 扇形 的 面积 是 什么 呢 ? 

不 妨 想象 这 个 扇形 是 一 整 块 比萨 中 的 一 片 . 这 块 比萨 的 半径 为 1 个 单位 , 因此 它 的 
职 是 rr2 = 区 平方 单位 . 现在 , 这 一 片 占 整 块 比萨 的 多 少 呢 ? 整 块 比萨 有 2x 弧度 
的 角 , 而 这 一 片 的 夹 角 是 zx, 因此 这 一 片 占 整 块 比萨 的 z/2r. 故 其 面积 为 (x/27) x 
即 z/2 平方 单位 . 也 就 是 说 ， 
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扇形 O4 的 面积 = 3 平方 单位 . 

(这 里 有 一 个 一 般 公式 : 夹 角 为 zx 弧度 、 半 径 为 7 个 单位 的 扇形 的 面积 就 是 xr?2/2 
平方 单位 .) 
现在 , 在 这 幅 图 上 进行 一 些 操 作 . 首先 , 连接 4B 画 一 条 直线 . 然后 ， 从 4 
出 发 画 一 条 垂 线 到 直线 0B, 称 C 为 基点 ， 还 要 将 直线 04 向 外 延长 一 些 , 最 
后 画 出 圆 在 点 B 的 切线 . 这 条 切线 和 延长 的 直线 O04 相交 于 点 D， 在 完成 了 
上 上述 操作 之 后 , 我 们 得 到 图 7-3， 我 在 图 中 标记 了 4C 和 DB 的 长 度 . 要 看 出 

我 是 如 何 算出 它们 的 , 需要 注意 到 sin (z) = 


i ( 记 住 , |4C| 表示 “线段 4C 的 长 度 ”). 


于 |04| = 1, 我 们 有 |4C| = sin(z)， 同 


样 , 有 tan (z) = Er 由 于 |0B| = 1, 因此 
DB| = tan (7). 

我 想 将 精力 集中 在 三 个 对 象 上 . 一 是 原 
始 的 扇形 , 我 们 已 经 求 出 它 的 面积 是 z/2 平 
方 单位 . 我 们 再 来 看 看 OAB 和 人 OBD. 

图 73 AO4B 的 底 是 OB， 其 长 度 为 1 个 单位 ， 

高 是 4C,， 其 长 度 是 sin (z) 个 单位 ， 因 此 ， 

AO4B 的 面积 是 底 乘 高 的 一 半 , 即 sin (z) /2 平方 单位 . 至 于 AOBD, 它 的 底 是 

OPB, 其 长 度 是 1 个 单位 , 它 的 高 是 DB, 其 长 度 是 tan (z) 个 单位 . 因此 , AOBD 的 
面积 是 tan (z) /2 平方 单位 . 这 里 关键 的 一 个 观察 : 

人 OAB 包含 在 扇形 OAB 中 , 扇形 OAB 又 包含 在 和 人 OBD 中 . 
这 意味 着 , 人 OAB 的 面积 小 于 扇形 O4B 的 面积 , 扇形 04B 的 面积 又 小 于 和 OBD 
的 面积 : 


AO4B 的 面积 < 扇形 04B 的 面积 < 和 OBD 的 面积 . 
我 们 知道 所 有 这 三 个 量 可 以 用 变量 x 表示 ; 将 它们 代入 , 有 


sin(Z) 2 .tan(z) 


用 2 和 以 上 不 等 式 相 乘 , 我 们 会 得 到 一 个 非常 好 的 值得 记忆 的 不 等 式 : 
sin(Z) <Z <tan(z), 0<z< 7 
现在 可 以 求 极限 了 . 首先 来 取 这 个 不 等 式 的 倒数 . 要 记 住 , 这 个 操作 将 使 我 们 把 小 
于 号 变 为 大 于 号 . 我 们 写 出 tan (x) = sin (xz) / cos (zx), 不 等 式 的 倒数 就 是 
1 1 、 cos(2Z) 
sin(7) ”2 ”sn(z) 
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最 后 , 用 正 的 量 sn (z) 和 上 式 相 乘 , 得 到 
1 > 一 一 一 0 ) > cos(7x). 
如 果 你 感到 这 个 顺序 不 舒服 , 它 总 是 可 以 被 重 写 为 
cos(Z) < os 安生， 
(要 记 住 , 这 对 于 任意 的 介 于 0 和 /2 的 z 都 成 立 .) 现在 , 使 用 三 明治 定理 : 由 于 
cos (0) ==1 且 y = cos(z) 是 连续 的 , 我 们 知道 lm, cos (7) = 1; 同样 ， lim， (1) = 1; 
而 量 sin (z) /z 被 来 在 cos (x) 和 1 之 间 , 当 z 一 0 时 , 后 两 者 都 趋 于 1. 因此 根据 
三 明治 定理 ， 
ae 
Z 一 0 十 化 
这 样 就 求 出 了 右 极 限 . 
我 们 仍然 需要 处 理 左 极限 并 证 明 
lim See) = 1. 
2 一 0 一 化 
如 果 可 以 做 到 的 话 , 那么 就 证 明了 左 极限 与 右 极限 均 为 1, 因此 双 侧 极限 也 是 1, 这 
样 就 完成 了 证 明 . 


为 了 证 明 左 极限 是 1, 我 们 设 t= 一 zx. 


那么 当 


2 是 一 个 很 小 的 负数 时 , t 是 一 


个 很 小 的 正 数 . 用 数学 符号 表达 可 以 说 , 当 zz 一 0- 时 , 有 上 一 0+. 因此 , 以 上 极限 
可 以 写作 
ji sin(—t) 
to0+ 一 
于 sin (一 t) = 一 sin (t) (因为 正弦 函数 是 奇 函数 ), 可 以 将 以 上 极限 简化 为 
i — sin(t) i sin(t) 
t—>0+ t to0+ +t 


我 们 已 经 看 到 该 极限 是 1, (好 吧 , 前 本 
就 完成 了 证 明 . 
在 继续 讨论 三 角 函 数 求 导 之 前 , 我 想 多 


是 zx 


而 不 是 t, 但 这 又 有 什么 关系 呢 ? ) 这 村 


E 考 虑 一 下 f(z) = sin (x) /xz 的 图 像 . 左 


极限 的 论证 过 程 其 实 也 证 明了 /是 一 个 偶 函 数 . (你 能 看 出 


来 吗 ?) 这 意味 着 ，y 身 


就 像 是 y = f(x) 的 图 像 的 一 面 镜子 . 如 果 回 
经 夯 出 了 当 x > 3 时 的 y= f(x) 的 图 像 . 没有 


顾 一 下 3.5 节 的 内 容 , 你 可 以 看 到 已 


L_ 


画 z < 3 的 图 像 是 因为 我 们 不 知道 


那里 会 发 生 什 么 . 现在 我 们 知道 了 : 当 x 一 0 时 , 量 
我 们 证 明了 sin (z) /xz 位 于 cos(z) 和 1 之 间 . 这 档 
我 们 使 用 f 的 偶 函 数 性 来 画 出 y = sin (x) /z 的 
比例 不 同 ), 如 图 7-4 所 示 . 


可 以 将 图 像 扩展 到 x > 0. 最 后 
完整 的 图 


i 
头 


申 


由 


Ef (2) = sin(z) /xz —1. 


yy 


像 (注意 到 x 轴 和 y 轴 的 
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册 
起 
I 
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图 7-4 


包 络 函数 y= 1/z 和 w= 一 1/zx 的 图 像 用 虚线 表示 . 此 外 , x 轴 截 距 是 所 有 的 
除 0 之 外 的 zt 的 倍数 . 最 后 , 正如 你 看 到 的 , 该 函数 在 x = 0 上 不 连续 , 因为 它 在 
那里 无 定义 . 然而 , 如 果 我 们 定义 函数 g, 使 其 定义 为 , 如 果 x 了 0,9 (zx) = sin (x) /zx 
及 g(0) = 1, 那么 实际 上 就 填充 了 图 中 在 (0,1) 处 的 空心 圆 , 并 且 函 数 9 是 连续 的 . 
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现在 是 时 候 对 某 些 三 角 函 数 求 导 了 . 让 我 们 先 对 sin (z) 关于 x 求 导 . 为 了 做 
到 这 点 , 将 要 使 用 7.1.2 节 中 的 两 个 极限 : 


人 
P -0 hh h—>0 h 


(好 吧 , 我 将 x 变 为 了 几 但 这 没关系 h 是 一 个 虚拟 变量 , 它 可 以 被 任意 字母 所 
蔡 换 .) 不 管 怎样 , 令 f(z) = sin (z), 让 我 们 对 其 求 导 : 
a Jim f(z+ 和 — f(z) _ lim sin(z 十 一 sintz) 
现在 该 怎么 办 呢 ? 其 实 , 你 应 该 回想 一 下 公式 
sin(A++ B)= sin(A)cos(B)+ cos(A)sin(B); 
如 果 想 不 起 来 , 最 好 再 看 一 下 第 2 章 . 不 管 怎样 , 我 们 想 要 用 x 替换 4, 用 户 蔡 换 
B, 因此 有 


三 0. 


sin(z 十 门 = sin(z) cos(h) + cos(z) sin(h). 

将 上 式 代 入 以 上 极限 , 会 得 到 
pi sin(z) cos(h) + 0 sin(h) — sin(z) 
最 后 剩 下 的 工作 就 是 将 这 些 项 进行 重组 和 提取 公 因 子 , 得 到 
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sin(zx)(cos(h) — 1)+ cos(z)sin(h) 
h—0 h 


= (sn) (SH) tooty (BO)). 


注意 到 我 们 将 含有 x 的 部 分 与 含有 h 的 部 分 尽 可 能 地 分 离开 . 现在 , 实际 上 要 求 


当 太 全 0( 不 是 = -* 00 时 的 极限 . 使 用 本 节 开始 部 分 的 两 个 极限 , 会 得 到 
f'(7) = sin(z) x 0 十 cos(Z) x 1 = cos(7x). 
也 就 是 说 , f(x) = sin (z) 的 导数 是 户 (z) = cos (z), 或 者 换 句 话说 ， 


二 sin(Z) 一 cos(Z). 


现在 , 你 应 该 试 着 用 f (z) = cos (z) 重复 一 下 以 上 论证 . 你 只 需要 用 到 第 2 章 的 恒 


等 式 
cos(A+B)= cos(A)cos(B)— sin(A)sin(B). 
这 是 个 很 好 的 练习 , 因此 现在 就 尝试 一 下 吧 . 如 果 你 求解 正确 , 应 该 会 看 到 


a cos(Z) = — sin(7x). 


d 


不 管 怎样 , 现在 去 求 其 他 三 角 函 数 的 导数 就 是 小 菜 一 碟 了 . 你 不 需要 使 
极限 , 可 以 只 使 用 商法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 让 我 们 从 y = tan (x) 的 导数 开始 


任何 
. 可 以 


将 tan (x) 写成 sn (z) /cos (zx), 因此 如 果 设 w = sin (zx) 及 w= cos(z), 那么 y = 
wu/v. 我 们 已 经 求 出 du/dx = cos (x) 及 dv/dz = 一 sin (x), 所 以 使 用 商法 则 , 可 以 


得 到 
du dv 
dy “dz “dz Cos(x)(cos(x))— sin(x)(— sin(z)) 
dz V2 cos2 (zx) 
最 后 一 个 分 式 的 分 子 就 是 cos? (z) + sin? (x), 它 总 是 等 于 1. 因此 , 导数 就 是 
A sec? (7). 
dz cos2(7x) 
这 样 就 证 明了 


d 2 
Az tan(Z) = sec’ (x). 


现在 , 来 计算 y = sec (z) 的 导数 . 这 里 可 以 写成 y= 1/ cos (x), 所 以 或 i 


午 你 会 


| 


认为 使 用 商法 则 是 最 好 的 . 确实 , 你 可 以 使 用 商法 则 , 但 链 式 求 导 法 则 其 实 
些 . 如 果 w = cos (zx), 那么 y = 1/wu. 我 们 可 以 对 这 两 个 函数 求 导 : dy/dw = 
及 du/dz = 一 sin (z). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 


好 
—1/vw 
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dy dydu 1 . sin(z) 
dz dudz ( 二 ) 9 cos2(Z) 
在 上 面 , 最 后 必须 用 cos (z) 蔡 换 wu. 事实 上 , 可 以 再 整理 一 下 , 得 到 
sin(Z) 1 sin(x) 


cos2(Z) cos(Z) cos(Z) SO 


这 样 就 证 明了 


二 sec(Z) 一 sec(Z)tan(Z). 


于 yy = csc (x), 它 应 该 被 写成 1/ sin (x). 再 一 次 地 , 我 们 最 好 使 用 链 式 求 导 
法 则 , 令 = sn(z) 及 y= 1/w. 但 我 知道 你 禁不住 想 要 使 用 商法 则 , 因为 它 是 
个 商 的 形式 , 尽管 这 其 实 是 下 策 . 你 就 是 不 相信 我 . 那 好 吧 , 我 们 来 看 一 下 .要 对 
y 二 1/sin(z) 使 用 商法 则 , 实际 上 要 令 w==1 及 v= sin(zx). 那么 du/dz =0 及 
du/dz = cos (zx). 根据 商法 则 ， 

du dv 
dy "dz “dz sin(z)(0)— 1(cos(x)) I ) 


站 


dz v2 sin? (x) n° (2) 
好 吧 , 这 也 没有 那么 糟糕 , 但 使 / RS 不 管 怎样 , 正如 刚刚 
对 y = sec(z) 所 做 的 , 我 们 可 以 整理 得 到 


csc(Z) = 一 csc(Z) cot(x). 


最 后 ,考虑 y = cot (z)， 而 它 当 然 可 以 被 写成 y = cos(z) /sin(z) 或 y = 
1/tan (z). 你 可 以 在 y = cos (z) /sin (z) 上 使 用 商法 则 , 又 或 者 既然 已 经 知道 tan (z) 
的 导数 , 你 也 可 以 在 y = 1/tan(z) 上 使 用 链 式 求 导 法 则 (或 商法 则 ). 你 甚至 还 可 
以 将 cot (z) 写成 cos (z) csc(z) 的 形式 , 并 使 用 乘积 法 则 . 不 管 你 用 哪 种 方式 , 应 该 


会 得 到 


二 cot(x) = 一 csc2(z)， 


你 应 该 用 心 记 住所 有 的 这 六 个 方 框 公式 . 要 注意 到 在 三 个 互 余 函数 (余弦 、 余 割 、 
余 切 ) 之 前 都 有 一 个 负 号 , 并 且 导 数 是 正常 导数 的 co- 形式 . 例如 , sec (z) 的 导数 
是 sec (x) tan (x), 因此 在 所 有 东西 前 面 都 加 上 一 个 “co”, 并 再 加 一 个 负 号 , 我 们 得 
到 csc (x) 的 导数 是 csc (x) cot (zx). 这 对 于 余弦 和 余 切 也 成 立 , 要 知道 (对 于 余弦 )， 
co-co-sine 正好 是 原始 的 正弦 函数 . 

顺便 说 一 下 , f (x) = sin (z) 的 三 阶 导 是 什么 呢 ? 我 们 知道 f(x) = cos (x), 这 
样 , f” (x) 就 是 cos (z) 的 导数 , 而 这 正 是 我 们 之 前 看 到 的 - sin (x). 也 就 是 说 ， 


二 (sin(z)) = — sin(x). 
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该 函数 的 二 阶 导 正好 是 负 的 原始 函数 . 这 对 于 g(z) = cos (z) 也 成 立 . 这 种 事情 就 
不 会 发 生 在 ( 非 零 的 ) 多 项 式 上 , 因为 一 个 多 项 式 的 导数 是 一 个 次 数 比 原始 多 项 式 
的 次 数 低 一 次 的 新 的 多 项 式 . 
7.2.1 求 三 角 函 数 导数 的 例子 
于 现在 你 需要 对 更 多 的 函数 求 导 , 牢 牢 记 住 如 何 使 用 乘积 法 则 、 商 法 则 以 及 
链 式 求 导 法 则 依旧 十 分 重要 . 例如 , 如 何 求 下 列 导 数 : 

Se? ee (3 ) 和 (cot(3))? 


dz 25 
让 我 们 一 个 一 个 地 求解 吧 . 如 果 y = z2sin (z), 那么 可 以 写 出 y = wv, 其 中 尺 = x? 
及 v= sin(z). 现在 , 我 们 需要 整理 出 那 张 表 : 


u= 72 v = sin(7x) 
du dv 
了 27 二 = cos(Z). 
使 用 乘积 法 则 (参见 6.2.3 节 ), 得 到 
dy du dv _. 2 
ra + w= sin(Z). (2x) 十 Z“ cos(7). 


这 通常 会 被 写成 2z sin (z) + z2 cos (z). 不 管 怎样 , 让 我 们 接着 来 做 第 二 个 例子 . 如 
果 y = sec(z) /z5, 这 一 次 设 w= sec(z) 及 v= 25, 这 样 y = w/v. 我 们 的 表 如 下 : 


wu = sec(x) 已 一 25 
LU dv 三 二 你 
二 二 Sec(Z)tan(Z) = 5z“. 
使 用 商法 则 , 得 到 
du dv 
dy “dz “dr zsec(z)tan(z) 一 sec(z):5z4 sec(x)(xtan(x)— 5) 
dz v2 加 (25)2 Z6 


注意 到 最 后 消去 了 因子 x4. 现在 来 看 看 第 三 个 例子 . 设 y = cot (23). 这 里 我 们 正 
在 处 理 两 个 函数 的 复合 , 因此 最 好 使 用 链 式 求 导 法 则 . 首先 在 x 上 进行 的 操作 是 六 
方 , 因此 令 = 23, 那么 y = cot (由 汇总 如 下 : 


y = cot(u) U= 3 
dy 2 du _ ,2 
He (wu) pe 37 
根据 链 式 求 导 法 则 , 我 们 有 
A csc2(u) .372. 
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我 们 不 能 把 项 留 在 那里 , 需要 用 z3 蔡 换 它 . 因此 , 要 求 的 导数 就 是 -3z2 csc2 (x3). 
在 继续 前 进 之 前 , 我 想 告诉 你 一 个 小 诀 容 . 假设 你 有 y = sin (8x), 并 且 想 要 


求 dy/dz， 你 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 wu = 8z,， 这 检 
dy/dz = 8cos (8z) ( 试 着 做 一 下 0). 当然 , 数 8 没什么 特别 的 , 它 可 以 是 任 


此 , 有 一 个 一 般 法 则 : 对 于 任意 的 常数 &， 


这 对 于 其 他 三 


则 . 


7.2.2 简 谐 运动 


三 角 函 数 自然 而 然 会 出 现 的 一 个 地 方 是 
刻 t 的 位 置 , 我 们 取向 | 


2 是 弹簧 振子 在 时 


本 思想 就 是 那 术 


(sin(az)) = acos(az)， 


c(Z) cot (2), 


L zz 
Fy = sin (w)， 很 容易 得 出 


可 数 . 医 


基本 上 , 如 果 用 az 替换 z, 那么 当 求 导 的 时 候 , 在 最 前 面 会 有 一 个 额外 的 因子 a. 
.例如 , tan (xz) 关于 z 的 导数 是 sec? (z), 因此 tan (2x) 
的 导数 是 2sec? (2z). 同样 地 , csc (x) 的 导数 是 一 cs 
数 是 -19csc(19z) cot (19z). 这 可 以 让 你 在 这 些 简 身 


因此 csc(19z) 的 导 
的 情况 下 免 去 使 用 链 式 求 导 法 


述 弹 短 振子 的 运动 . 事实 表明 , 如 果 
的 方向 作为 正方 癌 , 那么 描述 z 的 方程 
大 致 类 似 于 z = 3sin(4h. 数 3 和 4 可 能 会 改变 , “正弦 ”也 可 能 变 成 “余弦”, 但 基 


fF. 该 方程 是 合理 


此 . 这 种 类 型 的 运动 被 称 为 简 谐 运动 . 


3sin (4t) 关于 t 求 导 . 可 以 使 
简单 . 确实 , 为 了 对 sin (46) 关于 t 求 导 , 我 们 观察 到 sin ( 的 导数 是 cos (t)， 
sin (4t) 的 导数 就 是 4cos (4t). (不 要 忘记 在 最 前 面 有 一 个 41) 总 而 言 之 , 我 们 有 


现在 可 以 对 加 速度 , 它 由 dv/dt 


注意 到 加 速度 (当然 它 训 


因此 , 如 果 z = 3sin (4t) 是 振子 从 初始 点 昌 
速度 和 加 速度 是 多 大 呢 ? 需要 做 的 就 是 求 导 . 我 


门 知 


的 ， 毕竟, 余弦 函数 总 


是 来 回 振荡 ， 


道 v = dz/dt 


] 链 式 求 导 法 则 , 但 使 


上 一 节 结 尾 的 那个 结论 会 更 


Uv 一 ds sin(4t)) = 3 x 4cos(4t) = 12 cos(4t). 


dt 


dv d 


dt dt 


ALH 
给 LD) 


面 有 一 个 负 号 


向 是 相反 的 . 事 


现在 , 为 了 阐释 这 个 方程 ， 


以 及 系数 有 
于 48 二 3 x 16, 这 就 证 明了 


重复 这 个 过 程 . 使 用 相同 的 技巧 ， 


是 位 移 的 二 阶 导 ) 基本 上 和 位 移 本 身 是 一 相 


而 振子 也 是 如 


发 的 位 移 , 那么 在 时 刻 t 振子 的 


因此 只 需要 对 


因此 


MA 目 


时 到 


人 


一 (12cos(4b)) = —12 x 4sin(4t) = —48 sin(4t). 


FE 的, 除了 最 前 


所 不 同 (48 取代 了 3). 这 个 负 号 表示 加 速度 和 位 移 的 方 


实 上 ， 


Q 三 一 16z. 


让 我 们 更 深入 地 研究 一 下 振子 的 运动 . 
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位 置 z 由 z= 3sin( 约 给 出 , 当 振子 在 平衡 位 置 时 有 z = 0. 现在 , 如 果 用 3 和 
不 等 式 -1 < sin (4t) < 1 相 乘 (这 对 所 有 的 t 都 成 并 ), 我 们 得 到 -3 < 3sin (4t) < 3. 


也 就 是 说 , -3< xz < 3. 
在 平衡 位 置 的 上 方 ,为 
2 变 得 越 来 越 大 时 , 红 
度 . 最 终 , 振子 开始 向 


bp 么 a 是 负 
E 答 压缩 得 


下 运动 ， 


万 吾 
不 一 会 儿 ， 人 


因此 , 可 以 看 到 zx 在 -3 和 3 之 间 振 沪 . 当 
的 , 这 很 好 : 力 
, 致使 振子 经 受 


2 为 正 时 , 振子 
的 , 一 如 它 理 当 如 此 . 当 
大 的 力 和 向 下 的 加 速 
变 为 负 的 . 然后 , 振子 在 它 平衡 位 置 的 下 


[速度 是 向 下 


个 


方 , 因此 弹簧 被 伸展 3 


民 子 拉 


回来 . 确实 


要 将 


, 当 >z 为 负 时 , a 为 正 , 因此 力 是 向 上 


的 . 图 7-5 显示 了 


整个 过 程 . 


? 


1 
平衡 位 置 
w=0 xz>0 二 三 人 
a=0 a<0 a=0 
当 振子 在 它 运 动 的 最 上 方 时 ， 其 速度 为 0. 由 于 有 w= 12cos(4t), 当 4 是 /2 


的 奇数 倍 


六 , Bt = (2n + 1)n/8 (n 


为 某 个 整数 ) 时 , 这 个 情况 会 出 现 . 现在 , 说 够 了 


简 谐 运动 , 我 们 再 多 看 一 个 三 角 函 数 求 导 的 例子 , 然后 就 进入 下 一 章 的 隐 函 数 求 导 . 
7.2.3 一 个 有 趣 的 函数 
试 考虑 函数 f, 其 定义 为 
f(x) = 2? sin (2) 
它 的 导数 是 什么 呢 ? 我 们 不 用 担心 z = 0, 因为 f 在 那里 无 定义 , z 的 其 他 值 则 都 
没有 问题 . 设 y= f(x), 那么 y 是 w= x? 和 w= sin(l/z) 的 乘积 . 对 关于 zx 求 
导 很 简单 (结果 就 是 2z), 但 v 有 点 难 . 最 好 的 猜测 是 设 w = 1/z, 这 样 v = sin (w). 
然后 , 可 以 给 出 那 张 标准 表 : 
v= sin(w) w= 一 
dv dw 1 
cos(w) 3 
现在 , 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 : 
d dvd 1 
-六 -eo ( 国 一 2 后 


于 有 了 du/dx 和 dv/dz, 我 们 最 后 得 以 在 


乘积 法 则 : 


Ey = wv 上 使 有 
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dy du dv ，f1 2/ cos(l/z)\ . /1 1 
dr = Va ru sn (F) C0) + (- 守 交 = 27 sin 了 | 一 cos 了 上 


这 样 就 完成 了 求解 . 

事实 表明 , 函数 f 相当 有 趣 . 我 们 来 看 看 为 什么 . (如 果 你 没有 这 种 感觉 , 我 狂 
你 大 可 先 跳 到 下 一 章 , 以 后 再 回来 看 .) 不 管 怎样 , 为 了 进一步 研究 , 需要 以 下 三 个 
极限 : 


< 


1 1 - 
lim z2 sin (5) =0, lim zsin (5) 二 0 和 Jim, Cos (: ) 不 存在 . 
Z 一 0 之 Z 一 0 je 


你 可 以 使 用 三 明治 定理 以 及 任何 东西 (甚至 是 1/z) 的 正弦 或 余弦 都 在 -1 和 1 之 
间 的 这 一 事实 来 求解 这 三 个 极限 中 的 前 两 个 . 第 三 个 极限 稍微 复杂 些 , 但 我 们 在 3.3 
节 中 已 经 讨论 过 sin (1/z), 而 将 正弦 改 为 余弦 并 没有 什么 区 别 . 问题 (你 可 能 还 记 
得 ) 是 , 当 x 人 0+ 时 , cos (1/z) 在 -1 和 1 之 间 的 振荡 变 得 越 来 越 激烈 , 因此 极限 
不 存在 . 

不 管 怎样 , 第 一 个 极限 是 说 lim f(z) = 0, 尽管 f (0) 是 无 定义 的 . 这 意味 着 
通过 填充 点 了 (0) = 0, 可 以 将 扩展 为 连续 函数 . 因此 , 我 们 抛弃 旧 的 并 由 以 下 
公式 定义 一 个 新 的 了 : 


I 


我 们 刚刚 证 明了 这 个 改善 后 的 f 是 处 处 连续 的 . 我 们 已 经 求 出 当 x 关 0 时 它 的 导 


数 是 
f'(7x) = 2x sin (2) 一 COS (5) 


那么 在 x =0 处 了 的 导数 又 是 什么 呢 ? 在 这 里 没有 一 个 法 则 能 够 帮 得 上 忙 , 我 们 必 
须 使 用 导数 的 定义 公式 : 


jo FOFR-JO ,hsin(1/h)—0 ， /1 
PO 


最 后 这 个 极限 就 是 之 前 三 个 极限 中 的 中 间 那 个 (用 h 蔡 换 x), 这 个 极限 存在 且 值 为 
0. 这 意味 着 f 实际 上 在 z = 0 处 可 导 . 事实 上 , 1 (0) = 0. 从 y = f(z) 时 图 像 上 
你 能 看 出 这 点 吗 ? 图 7-6 就 是 -0.1 < x < 0.1 时 图 像 的 样子 , 伴 有 包 络 函数 y = zx? 
和 4 一 —Zx2. 
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一 
y=7? Sin | 元 


图 7-6 


在 z=0 上 , 它 在 我 看 来 很 不 稳定 , 似乎 根本 无 法 确认 在 那里 导数 会 存在 
但 刚刚 证 明了 它 存 在 ! 这 就 引出 以 下 问题 : 
.fe 
是 什么 呢 ? 由 于 我 们 知道 (0) = 0, 你 或 许 会 认为 以 上 极限 就 是 0. 利用 前 述 f(zx) 
在 z 关 0 时 的 公式 , 让 我 们 来 检验 一 下 吧 : 


lim f'(x)= lim (zesin (2) 一 COS (3)) i 
Zz 0+ Z 一 0 十 人 人 


这 里 有 两 项 需要 处 理 . 第 一 项 (2zsin (1/2)) 的 极限 趋 于 0, 因为 它 就 是 之 前 三 个 极 
恨 中 的 中 间 那 个 的 两 倍 . 另 一 方面, 第 二 项 (cos (1/z)) 当 > -* 0 时 极限 不 存在 , 这 
正 是 前 述 第 三 个 极限 所 表达 的 意思 . 因此 结论 是 ，lim, 户 (z) 不 存在 . 根据 对 称 性 
(检验 一 下 了 是 一 个 奇 函数 )，lim f(z) 也 不 存在 

现在 来 总 结 一 下 我 们 的 发 现 . 我 们 的 函数 处 处 连续 且 处 处 可 导 , 其 至 在 z = 0 
处 也 不 例外 . 事实 上 , 在 > = 0 处 , 导数 了 (0) 等 于 0, 但 在 0 的 附近 , 导数 六 (z) 振 
荡 得 很 激烈 ， lim (z) 不 存在 , 尽管 广 (0) 存在 . 特别 是 , 我 们 证 明了 导 函 数 P 本 
身 不 是 连续 函数 . 因此 , 存在 本 身 可 导 但 其 导数 不 连续 的 函数 . 这 真是 十 分 的 有 趣 ! 
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过 去 几 章 , 我 们 都 在 试图 对 眼前 的 一 切 进行 求 导 . 现在 暂且 打 断 一 下 , 是 时 候 
来 看 一 下 隐 范 数 的 求 导 , 后 者 是 对 常规 求 导 的 一 个 很 好 的 一 般 化 . 之 后 , 我 们 会 看 
到 如 何 使 用 这 种 技巧 来 求解 涉及 变化 的 量 的 应 用 问题 . 如 果 知 道 一 个 量 的 变化 有 多 
快 , 我 们 就 能 求 出 另 一 个 不 同 的 但 与 之 相关 的 量 的 变化 会 有 多 快 . 总 之 , 本 章 的 主 
要 内 容 正如 标题 所 示 : 

。 隐 函数 求 导 ; 

。 相 关 变 化 率 . 


考虑 两 个 导数 : 
寺 (z2) 和 二 (2) 

正如 我 们 已 经 看 到 的 , 第 一 个 就 是 2z. 那么 第 二 个 是 2y 吗 ? 如 果 是 关于 y 求 导 ， 
那么 结果 就 是 它 , 但 这 不 是 关于 y 求 导 , 在 分 母 上 的 dz 告诉 我 们 这 是 在 关于 z 求 
导 . 我 们 该 如 何 处 理 呢 ? 

最 好 的 方法 是 告诉 自己 , 上 面 第 一 个 导数 问 的 是 : 当 对 x 稍 作 改变 时 , 量 xz? 会 
有 多 大 变化 . 正如 我 们 在 5.2.7 节 中 看 到 的 , 如 果 对 z 稍 作 改变 , 那么 z2 就 会 有 近 
似 2z 倍 那么 多 的 变化 . 

另 一 方面 , 如 果 对 z 稍 作 改变 , y2 会 怎么 样 ? 这 正 是 为 了 求 出 上 面 第 二 个 导数 
d(%2) /dz 所 需要 知道 的 . 不 妨 这 样 思考 : 如 果 改 变 x, 那么 y 会 有 点 变化 ; y 的 这 
个 变化 又 会 引起 y? 的 变化 . (当然 , 这 一 切 只 有 当 y 依赖 于 x 时 才 正 确 . 如 果 不 是 
这 样 的 话 , 那么 改变 x 时 , y 根本 不 会 有 任何 变化 . ) 

如 果 你 认为 这 上 听 起 来 我 好 像 是 在 暗示 链 式 求 导 法 则 , 那 你 想 得 一 点 没 错 . 以 下 
就 是 它 如 何 具体 动作 . 令 v=y, 则 duw/dy = 2vy. 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

d du du d d 
人 dy 二 2 

因此 , 如 果 对 x 稍 作 改 变 , 那么 刀 会 有 2y (dy/dz) 倍 的 变化 . 现在 你 或 许 会 抱怨 
结果 中 还 是 包含 dy/dz, 但 又 能 怎么 办 呢 ? 如 果 你 想 要 知道 当 对 xz 稍 作 改变 时 , 量 
22 会 如 何 变化 , 那 你 势必 首先 需要 知道 y 是 如 何 变化 的 ! (此 外 , 如 果 y 不 依赖 于 
z, 那么 对 于 所 有 的 xz, dy/dz 都 等 于 0, 故 对 于 所 有 的 z,d (好 ) /dz 也 是 0. 也 就 是 


| 
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说 , y2 也 不 依赖 于 z.) 
8.1.1 技巧 和 例子 


现在 该 来 实际 应 用 一 下 了 . 考虑 方程 
2Z2 十 02 = 4. 
量 y 不 是 x 的 函数 . 事实 上 , 当 -2 < x < 2, 有 两 个 y 值 满足 这 个 方程 . 另 一 


面 , 上 述 关 系 的 图 像 就 是 半径 为 2、 圆 心 位 于 原点 的 单位 圆 . 该 圆 处 处 有 切线 , 并 
不 用 写 出 y = 十 V4 二 22 并 求 导 , 我 们 就 应 该 能 够 求 出 它们 的 斜率 . 事实 上 , 所 要 
的 只 是 在 等 号 两 边 添加 一 个 d/dz: 


[Ey 


谊 允 斗 这 


正如 我 们 所 向 ,等 号 左边 可 以 直接 折 分 成 两 部 分 事实 上 ,通常 可 以 直接 写 册 
d | 
全 (+ 二 的 = 二 人. 
为 了 化 简 上 式 , 注意 到 我 们 电 经 在 上 “ 革 求 出 了 左边 的 两 个 量 而 右边 的 为 过, 因 
为 4 是 常数 . 当心 不 要 写成 4 这 是 个 非常 常见 的 错误 | 不 管 怎么 说 , 我 们 得 


2z+ 2 型 一 0 


in 


将 上 式 除 以 2 并 整理 得 到 


Re 
dz yy 
这 个 公式 说 的 是 , 圆 上 点 (x,y) 处 的 切线 的 斜率 是 -xz/y. 如 果 该 点 不 在 圆 上 , 那么 
此 公式 没有 告诉 我 们 什么 东西 (至 少 就 我 们 所 关心 的 而 言 ). 现在 , 我 们 使 用 公式 来 
求 贺 上 点 (1, V3) 处 的 切线 方程 . 该 点 的 确 位 于 圆 上 , 原因 是 2?+y? = 12+(V3) = 
4. 根据 上 述 公式 , 斜率 由 dy/dz = -1/V3 给 出 . 因此 , 切线 的 斜率 是 -1/V3 并 且 
通过 (1, V3). 使 用 点 斜 式 公式 , 可 以 看 到 直线 的 方程 是 
y-V3=- 友 Ce-) 
如 果 你 喜欢 , 这 可 以 稍 加 简化 为 y= (4 一 z) /V3. 
下 面 是 另 一 个 例子 : 如 果 
5sin(x) + 3sec(y) =Yy— 7 +3, 
在 原点 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 和 先前 的 例子 不 同 , 这 一 次 不 可 能 通过 解 方程 求 得 
y( 或 z)， 因 此 , 必须 使 用 隐 范 数 求 导 .让 我 们 首先 检验 原点 确实 位 于 曲线 上 . 将 
z= 二 0 和 w= 0 代入 上 式 得 出 左边 为 5sin (0) 十 3sec(0), 这 正好 是 3 (回想 一 下 ， 
sec (0) = 1/cos (0) = 1). 右边 也 是 3, 因此 原点 在 曲线 上 . 现在 , 对 以 上 方程 求 导 ， 
并 将 它 拆 分 


©O 
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和 6sn(O)+ (38sec() = 于- 全 (oa) 2 


这 些 量 中 唯一 难于 简化 的 是 左边 的 第 二 项 . 不 过 它 也 没有 那么 难 : 令 w = 3sec (四 )， 
那么 du/dy = 3sec (y) tan (小 于 是 根据 链 式 求 导 法 则 , 有 
0 sec(y)) = 9 i a = 3sec(y) A 
dz dr dy dz dz 
回 到 先前 的 方程 并 对 两 边 求 导 , 于 是 得 到 


5cos(Z) 十 3sec(y)tan(y) 


dy _dy 
dz dz 
注意 到 当 对 常数 3 求 导 时 ， 、 无 论 如 何 , 这 里 可 以 求解 dy/dz: 只 需 将 所 
有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 的 一 边 , 而 其 他 的 各 项 移 到 等 号 的 另 一 边 , 即 


一 22. 


-i 3sec(y A = 27 + 5cos(7). 
dx dx 

现在 提取 公 因 式 , 得 到 
(1 — 3sec(y) tan(y)) = 2z + 5 cos(7). 


然后 做 除法 , 得 到 


dy 2z+5cos(z) 
dx 1 一 3sec(y)tan(y) 
最 后 , 将 z= 0 和 yy = 0 代入 上 式 , 得 到 
dy 2(0)+5cos(0) 2(00) 十 50) 
dz 1—3sec(0)tan(0) 1—2(1)(0) 
于 切线 的 斜率 是 5, 并 且 通 过 原点 , 其 方程 就 是 y = 5z, 这 样 就 完成 了 求解 . 但 你 
看 出 了 怎么 做 我 们 或 许可 以 省 点 儿 力气 吗 ? 回 到 上 述 方程 
5cos(Z) + 3sec(y) tan(W) YY = ss 
刚才 我 们 对 此 摆弄 了 一 番 , 试图 求 出 dy/dz 的 一 般 表 达 式 , 但 实际 上 我 们 只 关心 在 
原点 处 会 发 生 什么 因此 , 通过 将 z = 0 和 w==0 代入 以 上 方程 , 就 可 以 节省 点 儿 
时 间 . 我 们 会 得 到 


三 5.: 


2 


5cos(0) + 3sec(0) tan(0) 开 = 三 UY 一 2(0). 

这 很 容易 简化 为 dy/dz = 5. 因此 , 一 条 有 用 的 经 验 法 则 是 , 如 果 你 需要 的 只 是 一 
个 特定 点 上 的 导数 , 不 妨 在 重新 整理 之 前 就 做 替换 一 一 这 经 常 能 广 省 时 间 . 

到 目前 为 止 , 我 们 只 使 用 了 链 式 求 导 法 则 . 有 时 候 , 你 或 许 需要 使 用 乘积 法 则 
或 商法 则 . 例如 , 如 果 


ycot(x) = 3csc(y) 十 Z7， 
那么 将 需要 用 到 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 来 求 dy/dz. 确实 , 如 果 求 导 , 将 得 到 
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d d d 
(yeot()) = (Bcse()) + (a), 
和 cot (x) 的 乘积 . 我 们 应 该 给 它 一 个 名 字 , 比如 s, 这 样 s = ycot (xz). 如 
二 cot (z), 那么 s = ywv, 进而 可 以 使 
d d d d 
二 一 "也 | /元 = cot(z) 十 (一 csc2(Z)). 
(回想 一 下 , cot (z) 关于 xz 的 导数 是 -~ csc2 (zx).) 现在 再 来 看 上 述 原始 方程 的 右边 . 
对 于 第 一 项 3csc (y), 我 们 要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 称 该 项 为 w 故 w= 3csc (vy). 
可 以 看 到 du/dy = 一 3csc (y) cot (y), 因此 根据 链 式 求 导 法 则 , 有 
du dudy dy 
de 3csc(y) cot(y) 7 
最 后 , 项 z7 关于 z 的 导数 就 是 7z5. 综 上 , 当 对 原始 方程 


>》 并 
SS 


化 
用 乘积 法 则 来 对 s 关于 z 求 时 


ee 


ycot(x) = 3csc(y) + x7 
的 两 边 同 时 关于 z 求 导 时 , 会 得 到 


cotla) 于 一 ycsc2(Z) = —3csc(y) cot() 蜡 十 ?7x5. 
将 所 有 包含 dy/dz 的 部 分 移 到 等 号 左边 , 而 


其 他 的 移 到 等 号 右边 ; 


cot(z) YY + 3csc(y) cot()2 = ycsc2(Z) 十 7Z6. 
现在 对 等 号 左边 的 表达 式 提 取 公 因 式 并 做 除法 来 求 出 dy/dz: 
所 Wcsc2(Z) 十 7Z6 
dz cot(z) 十 3csc(y) cot(y)’ 
这 样 , 就 完成 了 求解 . 


最 后 , 考虑 方程 


dy 


wyeos (各 ) 二 ;元 十 十: 
z 
该 


| 线 上 点 (1, z) 处 的 切线 方程 是 什么 呢 ? 我 留 给 你 来 做 , 代入 z=1 和 y= 
以 确信 等 号 两 边 相 等 , 从 而 该 点 确实 在 曲线 上 . 现在 , 必须 求 导 . 得 到 

d d d 
示人 ) 四 下 (yem (三 )) = rT 上 1). 
第 一 项 很 容易 : 它 就 是 1. 此 外 , 由 于 :+ 
中 间 的 一 团 乱 麻 . 假设 


1 是 常数 , 故 等 号 右边 为 0. 剩 下 的 就 是 


5 = Y COS ( 吉 )， 
那么 s 是 y 和 w 的 乘积 , 其 中 v = cos (y/zqg). 根据 乘积 法 则 , 有 
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ds dy 让 dv 
dr "dr Ydr. 
真是 避 无 可 避 : 必须 要 对 v 求 导 . 我 们 设 t = y/zx4. v 一 cos (四 故 dv/dt 
一 sin (t), 并 且 链 式 求 导 法 则 告诉 我 们 
dy dv dd _ i vy AN dt 
dz Hd dr zs) ar 
不 过 我 们 还 没有 渡 过 难关 , 还 需要 求 出 dt/dz. 由 于 上 = y/z4, 我 们 设 U=y 及 
V =x. (我 已 经 使 用 了 小 写 的 w 因此 在 这 里 我 将 使 用 大 写字 母 .) 商法 则 告诉 我 们 
人 
有 dz Od IE 
dz V2 (2Z4)2 8 25 
见 在 只 需 重新 梳理 一 番 . 从 后 往 前 推 可 以 完成 dv/dz 的 计算 : 
By 4y 
dv . y AN dt : 2 dz 
和 mm( 志 ) 到 = ain (各) > 
这 进而 能 求解 ds/dz 
ju 4y 
ds dy _ dv y \dy . /Yy dz 
dz "dz Yaz 一 (二 ) 多 (二 ) 
最 后 , 回 到 原始 的 求 导 后 的 方程 
d y d 
元) 一 下 (ve (二 )) = 7 +- 1) 
已 于 是 可 以 简化 为 
y \dy y 哮 多 
] 一 cos (二) (二 ) 二 0. 
没有 必要 求 出 dy/dzx! 我 们 只 想 知 道 当 x = 1 和 wy = 时 会 发 生 什 么 
代入 . 注意 到 cos (7) = -1 及 sin (7) = 0, 你 应 该 能 
d 
a 
或 dy/dz = 一 
y 一 工 一 


一 下 前 1 


的 方法 


。 在 原始 方程 中 ， 


,对 一 切 求 


化 简 ; 
。 如果 想 


忆 了 
好 


1 并且; 
(z 一 1); 或 者 如 果 你 喜欢 , 可 以 将 它 重 写成 y= 一 x 十 At 十 1. 
我 们 还 需要 看 一 下 如 何 对 隐 函 数 求 二 阶 导 
抽 所 用 的 六 


. 因此 将 它们 
出 整个 式 子 可 简化 为 
Yex0x 不 相关 的 垃圾 = 0， 
因此 , 切线 方程 的 斜率 是 


通过 点 


(1，m)， 故 其 方程 
导 的 问题 


时 为 


. 不 过 在 


求 dy/dz, 可 村 


E 此 之 前 , 让 我 们 小 结 
用 链 式 求 导 法 


可 重新 整 到 


并 作 除 法 来 求 


则 、 乘 积 法 则 以 及 商法 则 进行 


解 dy/dz; 不 过 
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。 如 果 想 要 求 的 是 斜率 或 求 曲线 一 个 特定 点 上 的 切线 方程 , 可 先 代 入 zx 和 vy 
的 已 知 值 , 接着 重新 整理 并 求 dy/dz, 然后 如 果 需 要 的 话 , 使 用 点 斜 式 来 求 切 

8.1.2 隐 通 数 求 二 阶 导 
求 导 两 次 可 以 得 到 二 阶 导 . 例如 , 如 果 


人 2 


那么 该 曲线 上 点 (rr/2) 处 的 d2y/dz2 的 值 是 什么 呢 ? 再 一 次 地 , 你 应 该 先 通过 代 

入 xz 和 的 值 , 看 看 方程 是 否 成 立 来 检验 该 点 是 否 位 于 曲线 上 . 现在 , 如 果 你 想 要 

> 必须 先 从 求 导 一 次 开始 ! 使 用 链 式 求 导 法 则 来 处 理 sin (y) 这 一 项 , 你 应 
会 得 到 


现在 , 需要 再 求 导 一 次 . 务必 先 不 要 做 代入 ! 为 了 求 导 , 需要 查看 当 > 和 y 变化 时 
会 有 什么 情况 发 生 . 如 果 固 定 了 它们 的 值 (如 x 和 r/2), 就 不 可 能 看 到 变化 情况 了 . 
相反 , 对 上 述 方程 关于 xz 求 导 : 


wl 
等 号 右边 正好 是 2/r, 左边 第 一 项 正好 是 2 (d?y/dx?). 环 手 的 是 左边 第 二 项 . 我 们 
要 使 用 乘积 法 则 : 设 s = cos(J) (dy/dz), 以 及 w= cos(y) 和 w= dy/dz, 这 样 

s 二 uv. 根据 乘积 法 则 ， 
ds du dv dy du d ( 呈 ) _dy du d2y 


dz 本 “qz 攻 dz dz 50 dz 


我 们 仍 需 要 求 出 du/dz, 其 中 w= cos (y). 这 其 实 就 是 链 式 求 导 法 则 的 再 次 运用 : 
du du dy  . 
dz dy dr 加 dz 


综 上 , 可 以 看 到 


ans 
注 尽 : 量 


虽 
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是 完全 不 同 的 ! 左 
们 把 一 切 读书 


边 的 上 


EF 一 起 . 先 
(于 
始 , 现 如 


) 


dr \ dz 


d 
E 可 以 将 它 写成 


: 样 ， 让 我 


呼 , 可 费 老 劲 了 . 不 过 这 还 没 算 完 : 仍 需 
因此 , 将 它们 代入 上 述 方程 , 会 得 到 


E, 


dy 


元 。 


求 出 当 z = 区 和 yy = x/2 时 的 qd2y/dz2. 


d2y 


2 


dy . /x 
2 172 sin (3) ( 


分 
电 】 

2 
2 y dy 


该 式 简化 为 


-全 


dx? 


i 


dz? (时 
道 dy/dz! 但 这 不 成 


2dy 


问题 是 , 我 们 仍 需 要 知 


人 
六 
可 题 : 在 方程 
27 


2 


d 
cos(y) Y 


dz Tn 


中 代入 xz = x 和 y= 7/2, (我 之 前 一 直 没 有 


其 代入 二 


因此 , dqy/dz =1. 将 阶 导 方程 , 得 


d2 
ody 


这 意味 着 , 当 z = 且 


y 二 x/2 时 ， 
dy 
dx? 


此 , 我 们 终于 完成 了 求解 ! 


8.2 ”相关 


dy 
dz | 


让 你 这 么 做 !) 会 得 到 


27 


变化 率 


设想 有 两 个 相关 的 量 
另外 一 个 . 例如 , 如 果 你 


以 求 上 


直 果 着 


( 随 你 喜欢 让 它们 测量 什么 ), 如 果 


你 知道 其 中 之 一 , 就 可 
架 飞 过 你 头顶 的 飞机 , 那么 你 的 视线 与 


也 面 的 夹 角 取决 于 飞机 
述 的 那个 夹 角 . 


当然 , 当 这 两 个 量 中 的 一 个 发 生变 化 时 ， 


的 位 置 . 在 这 种 性 


况 下 , 这 两 个 量 


就 是 飞机 的 位 置 和 我 刚刚 


另 一 个 也 会 发 4 


E 相 应 的 变化 . 假设 我 


sw 


门 知道 其 中 一 个 量变 化 有 多 快 , 那么 另 一 个 量 


量 的 变化 有 多 快 呢 ? 这 就 是 我 们 所 说 相 
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关 变 化 率 的 意思 . 你 看 , 变化 率 是 一 
的 量 , 想 要 知道 它们 的 变化 率 是 如 何 相互 关联 的 . 


量 随时 间 改 变 的 速率 . 现在 我 们 有 两 个 相关 


以 上 变化 率 的 定义 有 点 粗略 . 如 果 你 想 要 知道 某 物 随时 间 的 变化 有 多 快 , 只 需 
简单 地 对 其 关于 时 间 求 导 . 因此 , 以 下 是 其 真正 的 定义 : 量 Q 的 变化 率 是 Q 关于 


时 间 的 导数 . 


| 2 


如 果 @ 是 某 个 量 , 那么 @ 的 变化 率 是 5 


当 你 看 到 “变化 率 ” 这 几 个 字 时 , 应 该 自动 想到 “d/dt. 


那么 如 何 从 一 个 涉及 两 个 相关 量 的 方程 求 出 涉及 这 两 个 量 的 相关 变化 率 的 方 


程 呢 ?当然 是 求 导 了 ! 如 果 你 对 等 号 两 边关 于 上 做 隐 函 数 求 导 的 话 , 就 会 发 现 相关 
变化 率 路 然而 出 , 给 出 一 个 新 的 方程 . 如 果 你 面 对 三 个 或 更 多 的 相关 量 (例如 , 一 个 


和 矩形 的 长 度 、 


让 


的 例子 . 


(1) 读 题 . 


果 需 要 的 话 , 可 以 画图 ! 
) 写 出 一 个 关联 所 有 量 的 方程 


宽度 和 面积 ), 这 样 做 同样 有 效 . 对 其 关于 t 做 隐 函 数 求 导 , 就 会 将 各 


个 变化 率 关联 在 一 起 . 
先 让 我 们 看 看 求解 相关 变化 率 问 题 的 一 般 方法 . 然后 , 我 们 会 用 它 来 求解 一 大 


识别 出 所 有 的 量 并 注意 到 哪 一 个 量 是 你 需要 对 其 求 相关 变化 率 的 . 如 


有 时候 你 需要 不 止 个 方程 ). 为 了 做 到 这 一 


pe 


(2 
步 , 你 可 能 和 


你 可 能 需要 用 到 几何 学 , 可 能 是 涉及 相似 三 角形 的 . 如 果 你 有 不 止 一 个 方程 , 试 


着 所 它们 联 


7 求解 , 以 消去 不 必要 的 变量 . 


(3) 对 剩余 的 方程 关于 时 间 t 做 隐 函 数 求 导 . 也 就 是 说 , 每 一 个 方程 两 边 各 添 


加 一 个 你 会 得 到 一 个 或 多 个 关联 起 各 个 变化 率 的 方程 . 
, 将 你 所 知道 的 值 代 入 所 有 的 方程 中 做 替换 . 联 立 求解 方程 得 到 你 想 


(4) 最 后 
要 的 变化 率 . 


这 类 问题 与 你 以 前 所 见 的 应 用 题 的 唯一 区 别 在 于 第 3 步 . 在 这 里 , 它 让 一 切 完 


全 不 同 . 在 看 例子 之 前 , 还 要 提醒 一 点 : 最 后 才 做 值 的 替换 , 要 在 求 导 之 后 ! 这 就 是 
说 , 不 要 调换 第 3 步 和 第 4 步 . 如 果 你 先 做 替换 , 就 会 让 量 无 从 变化 , 从 而 变化 率 将 
全 部 为 0. 冻结 


8.2.1 一 个 简单 的 例子 


一 切 , 你 就 只 能 得 到 这 个 了 .……: 


下 面 是 一 个 说 明 上 述 方法 的 相对 简单 的 例子 . 设想 用 打气 简 给 一 个 完美 球体 


的 气球 充气 . 
寸 时 , 气球 的 


空气 以 常数 速率 12r 立方 英寸 每 秒 进入 气球 . 当 气 球 的 半径 达到 2 英 
半径 的 变化 率 是 多 少 ? 此 外 , 当 气 球 的 体积 达到 36r 立方 严 寸 时 , 气 


球 的 半径 的 变化 率 又 是 多 少 ? 


©O 
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好 , 先 让 我 们 写 出 全 部 的 量 (第 1 步 ). 它们 分 别 是 气球 的 体积 和 半径 . 我 们 称 
职 为 Y( 单 位 是 立方 英寸 ), 半径 为 (单位 是 英寸 ). 我 们 需要 求 出 半径 7 的 相关 变 
率 . 现在 , 需要 一 个 关联 V 和 7 的 方程 (第 2 步 ). 这 里 会 用 到 一 些 几何 知识 . 1 
气球 是 一 个 球体 , 我 们 知道 


Ped 


体 
化 


la 


4 
V= 3 


该 式 关 联 了 所 有 的 量 . 现在 , 需要 关联 各 个 变化 率 了 (第 3 步 ). 对 方程 两 边关 于 t 
做 隐 函 数 求 导 : 


左边 正好 是 dV/dt; 为 了 处 理 右边 , 令 s = 73, 这样 ds/dr = 37?. 根据 链 式 求 导 法 
则 ， 


dt drd ~ dt 
现在 , 可 以 将 它 代入 上 述 方程 , 得 到 
a = 3x( 3 号 一 dm? 
这 样 , 就 有 了 一 个 关联 V 和 r 的 变化 率 的 方程 .最 后 准备 做 替换 (第 4 步 ). 在 
问题 的 两 个 部 分 中 , 体积 的 变化 率 都 是 12r 立方 英寸 / 秒 .， 用 符号 表示 , 我 们 有 
dV/dt = 12x. 将 它 代 入 上 述 方程 , 得 到 


dr 
12x = 4nr2—. 
Tn Ar of 


整理 可 得 


dr 3 

dt rr2 
太 棒 了 ! 这 意味 着 , 如 果 我 们 知道 半径 r+, 那么 就 可 以 求 出 半径 的 变化 率 , 也 就 是 
dr/dt. 注意 到 半径 的 变化 率 本 身 是 一 个 变化 的 量 , 它 依赖 于 半径 . 你 很 可 能 也 经 历 
过 , 当 你 吹 气 球 时 , 一 开始 它 的 大 小 (或 半径 ) 会 增长 得 很 快 , 然后 其 增长 速度 会 降 
低 , 尽管 你 一 直 是 将 相同 量 的 空气 歇 进 气球 的 . 上 述 dr/dt 的 公式 验证 了 这 一 点 ， 
它 在 ”> 上 是 递减 的 . 

有 了 这 个 公式 , 我 们 可 以 快速 地 对 问题 的 两 个 部 分 作 解 答 . 对 于 第 一 部 分 , 我 
们 知道 半径 是 2 英寸 , 故 在 以 上 公式 中 令 x = 2, 得 到 
d7 3 3 


dt 22 4 
因此 答案 为 但 什么 呢 ? 所 以 有 必要 写 一 句 话 总 结 一 下 , 也 别 筷 了 测量 的 单 
立 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 会 说 , 当 半 径 达 到 2 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 瑞 寸 / 秒 . 
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对 于 问题 的 第 二 部 分 , 我 们 知道 体积 是 36r 立方 英寸 . 这 意味 着 V = 36n. 问 
题 是 , 为 了 求 出 dr/dt, 我 们 需要 知道 + 是 什么 . 现在 , 我 们 需要 回 到 关联 V 和 + 的 
方程 , 也 是 V = Sor, 如 果 将 V 二 36x 代入 并 求解 1, 应 该 可 以 看 出 7 二 3 英寸 
最 后 , 将 它 代入 到 qr/qt 的 方程 中 , 得 出 

dr 2 3 1 
dt 7r? 32 3. 
因此 , 当 体积 达到 36n 立方 英寸 时 , 半径 的 变化 率 是 


8.2.2 一 个 稍 难 的 例子 

让 我 们 来 看 看 另 一 个 还 相对 简单 的 例子 , 这 一 次 涉及 三 个 量 . 假设 有 两 辆 汽车 
A 和 B. 汽车 4 在 一 条 路 上 径直 向 北 行驶 远离 你 家 , 而 汽车 B 在 另 一 条 路 上 径直 
向 西行 驶 接近 你 家 . 汽车 4 以 55 英里 /小 时 的 速度 行驶 , 而 汽车 B 以 45 英里 /小 
时 的 速度 行驶 . 当 4 到 达 你 家 北面 21 英里 , 而 B 到 达 你 家 东 面 28 英里 时 , 两 辆 
汽车 间 的 距离 的 变化 率 是 多 少 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 最 好 来 画图 (第 1 步 ). 画 出 你 家 五 以 及 汽车 A4 和 B. 
令 万 和 4 间 的 距离 为 a, 石和 B 间 的 距离 为 5, 而 令 两 辆 汽车 间 的 距离 为 c, 如 图 
8-1 所 示 . 


。 英寸 / 秒 . 


A 


图 8-1 
注意 到 不 好 用 21 蔡 代 a, 或 用 28 替代 b. 你 想 看 的 是 当 a 和 改变 化 时 会 发 生 
什么 , 而 不 是 当 它 们 固定 在 某 个 特定 的 数 时 会 发 生 什 么 , 因此 它们 需要 有 作为 变量 
的 可 变性 . 还 要 注意 到 c 是 我 们 想 要 对 其 求 变化 率 的 量 , 因为 它 就 是 两 辆 汽车 间 的 
距离 . 
接 下 去 是 第 2 步 . 关联 a、b 和 cc 的 方程 不 是 别 的 , 正 是 勾 股 定理 : 
+ =e. 


进入 第 3 步 , 对 其 关于 t 做 隐 函 数 求 导 , 得 到 
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我 们 知道 , 汽车 4 正 以 55 英里 /小 时 的 速度 远离 你 家 . 这 意味 着 , 距离 a 是 以 55 英 
里 /小 时 的 速度 而 增加 的 , 因此 da/dt = 55. 至 于 B, 它 正 以 45 英里 /小 时 的 速度 接 
近 你 家 . 这 意味 着 , 距离 是 以 45 英里 /小 时 的 速度 而 减少 的 , 因此 db/dt = 一 45. 
这 里 你 需要 一 个 负 号 ! 否则 , 你 会 摘 砸 整个 求解 过 程 . 将 这 些 值 代入 上 述 方程 , 我 们 
得 到 


2a(55) + 20( 一 45) = 2 
它 可 以 被 简化 为 
< 一 55a 一 450. 
最 后 , 可 以 看 到 我 们 感 兴趣 的 时 刻 即 当 a = 21 和 5 = 28 时 所 发 生 的 情况 . 在 那 一 
时 刻 , 我 们 知道 2 = 212 + 282, 即 c = 土 35. 由 于 c 是 正 的 , ( 它 是 两 辆 汽车 间 的 距 
D) 


离 !) 因而 有 c = 35. 将 那些 数 代 入 上 述 方程 , 得 到 
(35) = 55(21) — 45(28). 


通过 从 等 式 两 边 消去 因子 5 和 7, 可 以 很 容易 地 进行 计算 . 最 后 的 结果 是 dc/dt = 
-3. 这 意味 着 , 在 我 们 所 考虑 的 那 一 时 刻 , 两 辆 汽车 间 的 距离 是 以 3 英里 /小 时 的 
变化 率 减 少 的 . 
这 就 是 我 们 需要 的 答案 了 . 注意 到 在 我 们 所 考虑 的 那 一 时 刻 , 两 辆 汽车 实际 上 
越 来 越 接近 , 尽管 4 以 比 B 更 快 的 速度 远离 你 家 . 如果 我 们 等 待 一 小 会 儿 , 汽车 
4 会 离 你 家 更 远 , 而 汽车 B 会 更 加 接近 你 家 ; 由 dc/dt 的 方程 可 知 , 这 个 量 终究 会 
变 成 正 的 (尽管 问题 没有 涉及 这 一 点 ). 
8.2.3 一 个 更 难 的 例子 


下 面 是 一 个 更 难 的 涉及 相似 三 角形 的 例子 : 设想 有 一 个 奇怪 的 巨大 的 圆锥 形 
水 缸 ( 锥 尖 在 下 方 ). 圆锥 的 高 是 圆锥 半径 的 两 倍 . 如 果 水 是 以 8r 立方 瑞 尺 / 秒 的 速 
率 注入 水 饮 , 求 当 水 缸 中 水 的 体积 为 18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 ? 

这 个 问题 也 有 第 二 部 分 : 设想 水 饶 底 部 有 一 个 小 洞 , 致使 水 负 中 每 一 立方 英尺 
的 水 以 一 立方 英尺 每 秒 的 速率 流出 . 我 想 知道 同样 的 事情 : 当 水 铅 中 的 水 的 体积 关 
18r 立方 英尺 时 , 水 位 的 变化 率 是 多 少 (但 现在 水 负 有 洞 )? 

让 我 们 从 第 一 部 分 开始 . 情形 如 图 8-2 所 示 . 

我 们 在 图 中 标记 了 一 些 量 . 水 钢 的 高 为 及 , 其 半径 为 R. 水 位 的 高 度 为 h, 水 
位 顶部 水 平面 的 半径 为 r. 所 有 这 些 量 的 测量 单位 都 是 英尺 . 我 们 还 令 v 是 水 钢 中 
水 的 体积 , 测量 单位 是 立方 贡 尺 (你 可 以 令 Y 是 整个 水 饶 的 体积 , 但 我 们 从 来 不 
需要 这 个 量 , 因为 水 钢 决 不 会 被 灌 满 一 一 它 就 是 那么 大 !) 不 管 怎样 , 这 完成 了 第 1 


网 = 
少 . 


以 
一 
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图 8-2 


对 于 第 2 步 , 必须 开始 关联 那些 量 中 的 某 些 量 了 . 我 们 已 知 水 饶 的 高 是 半径 的 
两 倍 , 因此 有 五 = 2R. 尽管 如 此 , 我 们 对 关联 h 和 7 更 感 兴趣 . 在 图 中 有 一 些 相 
似 三 角形 : 事实 上 , A4BO 和 人 ACDO 相似 , 故 于 /R= h/r. 由 于 五 = 2R, 因而 
2R/R = h/r, 就 是 说 h = 27. 因此 , 水 饮 中 的 水 就 像 是 整个 水 镀 的 微缩 复制 . 不 管 
怎样 , 我 们 仍 需要 求 出 用 hh 和 7 表示 的 水 饶 中 水 的 体积 . 高 为 h 单位 、 半 径 为 7 单 
位 的 圆锥 的 体积 由 公式 v = Sh 立方 单位 给 出 . 在 这 里 , 消去 h 和 7 中 的 一 个 会 
很 好 , 又 由 于 我 们 对 水 位 比 半径 7 更 感 兴趣 , (通过 读 题 会 知道 为 什么 ) 所 以 消 
去 7 会 更 有 意义 . 代入 7 =/2, 有 


2 3 3 
oj) h= 对， 即 v= 台 


3 3 \2 12 

现在 , 对 于 第 3 步 , 对 上 式 关 于 t 求 导 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dy x sdh nh? dh du _ xh?2 dh 
J dt 4 dt dt 4 dt 


很 好 ! 现在 来 看 第 4 步 , 将 我 们 所 知 的 一 切 代 入 以 上 两 个 方程 中 . 我 们 知道 dv/dt = 
8r, 并 且 对 当 v = 18r 时 会 发 生 什 么 感 兴趣 . 分 别 作 替换 , 得 到 
nh nh2 dh 
第 一 个 方程 告诉 我 们 h3 = 18 x 12 = 216, 故 有 =6. 也 就 是 说 , 当 水 的 体积 达到 18x 
立方 英尺 时 , 水 位 是 6 英尺 . 将 其 代入 第 二 个 方程 , 得 到 
n dh 
8r = pi 0 
这 意味 着 dh/dt = 8/9. 也 就 是 说 , 在 我 们 关心 的 时 刻 ( 当 水 的 体积 达到 18r 立方 
英尺 时 ), 水 位 以 8/9 英尺 / 秒 的 速率 上 升 . 
第 二 部 分 儿 乎 是 一 样 的 ， 事实 上 , 唯一 的 区 别 出 现 在 第 4 步 . 我 们 仍然 想 用 
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v = 18r 作 蔡 换 , 这 将 意味 着 再 次 有 h = 6. 另 一 方面 , 代入 dv/dt = 8r 是 错误 的 ， 
因为 这 根本 没有 考虑 到 那个 洞 . 我 们 知道 每 秒 有 8x 立方 英尺 的 水 注入 镀 中 , 但 对 
于 铅 中 每 一 立方 英尺 的 水 来 说 , 每 秒 有 一 立方 英尺 的 水 流出 来 . 由 于 在 缸 中 有 v 立 
方 尖 尺 的 水 , (由 定义 可 知 !) 从 洞 中 流出 的 水 的 速率 是 v 立方 英尺 每 秒 . 因此 , 流入 
水 的 速率 是 8 而 流出 水 的 速率 是 v (它们 的 单位 都 是 立方 英尺 每 秒 ), 这 意味 着 


现在 , 当 w = 18r 时 , 我 们 有 dv/dt = 8nx 一 18x = -10r. 因此 , 需要 将 dv /dt = 一 10x 
和 =6 代入 先前 的 方程 


dv nh?dh 


dt 4 d’ 

结果 是 dh/dt = -10/9. 这 意味 着 , 在 我 们 所 考虑 的 那 一 时 刻 , 鳞 中 的 水 位 以 10/9 
英尺 每 秒 的 速率 下 降 . 尽管 我 们 正在 向 水 饶 注 水 , 但 洞 会 让 更 多 的 水 流出 并 导致 水 
位 下 降 . 
8.2.4 一 个 非常 难 的 例子 

这 里 还 有 一 个 问题 . 你 已 经 看 过 不 少 相关 变化 率 的 问题 , 现在 或 许 应 该 尝试 一 
F 在 读 答案 之 前 自己 求解 . 

设想 有 一 架 飞 机 保持 在 2000 英尺 的 高 度 远离 你 朝 正 东方 向 飞行 . 飞机 以 500 
英尺 每 秒 的 常数 速率 飞行 . 同时 , 不 久之 前 有 一 个 跳伞 员 从 直 升 飞机 ( 它 已 经 飞 走 


了 ) 上 跳 下 来 . 跳伞 员 在 你 东边 1000 英尺 处 上 空 垂 直 地 以 10 英尺 每 秒 的 常数 速率 
向 下 球 落 . 情形 如 图 8-3 所 示 . 
2 
2000 
0 
SR 
1000 


图 8-3 
在 图 中 , 跳 金 员 相 对 于 你 的 方位 角 与 飞机 相对 于 你 的 方位 角 之 差 被 标记 为 0. 
问题 是 , 当 飞机 和 跳伞 员 在 同一 高 度 , 但 飞机 在 你 东边 8000 英尺 时 , 角 9 的 变化 率 
是 多 少 ? 
我 们 有 两 个 需要 关心 的 对 象 , 即 飞 机 和 跳伞 员 . 我 们 知道 , 飞机 的 飞行 高 度 总 
是 2000 英尺 (相对 于 你 的 脑袋 )， 但 我 们 不 知道 飞机 在 你 东边 多 远 一 一 距离 总 是 
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在 变化 的 . 令 飞 机 在 你 东边 p 英尺 . 至 于 跳伞 员 , 这 一 次 我 们 确切 地 知道 跳伞 员 在 
你 东边 到 底 多 远 一 一 1000 英尺 . 但 问题 是 , 跳伞 员 的 高 度 是 多 少 呢 ? 令 其 高 度 为 h 
英尺 . 通过 画 几 条 辅助 线 , 可 以 将 图 改写 成 图 8-4. 


9 = 


记 2000 


A 


1000 
了 


图 8-4 


注意 到 量 1000 和 2000 绝 不 会 变化 , 但 量 p 和 hh 会 变化 . 特别 是 , 飞机 向 右 飞 
行 , 因此 p 会 越 来 越 大 ; 跳伞 员 向 下 移动 , 因此 h 会 越 来 越 小 . 尽管 问题 让 我 们 关 
注 p = 8000 和 = 2000 (和 飞机 有 相同 的 高 度 ) 的 那 一 时 刻 , 但 我 们 必须 允许 p 和 
h 发 生变 化 , 以 便 可 以 算出 变化 率 . 毕竟 , 如 果 p 和 保持 不 变 , 那么 飞机 和 跳 金 员 
就 悬 停 在 空中 的 同一 个 地 方 , 当然 角 9 也 不 会 改变 . 这 是 很 不 现实 的 一 一 因此 需 
要 让 p 和 变化, 从 而 角 0 也 会 变化 , 而 我 们 可 以 算出 它 变 化 得 有 多 快 . 这 就 完成 
了 第 1 步 . 

说 到 角 9, 从 图 中 很 明显 , 它 就 是 跳伞 员 和 地 面 的 夹 角 6 与 飞机 和 地 面 的 夹 角 
a 之 差 . (我 们 假设 你 没有 高 度 , 或 者 换个 说 法 , 你 是 躺 在 地 面 上 的 .) 因此 , 我 们 知 
道 9 = 6 一 a. 事实 上 , 应 该 写成 9=|8 一 al, 以 防 跳 侈 员 低 于 飞机 . 不 过 在 我 们 感 
兴趣 的 时 刻 附近 , 高 度 是 一 样 的 , 而 飞机 比 跳伞 员 还 要 偏 东 , 因此 6 一 定 大 于 a, 我 
们 不 需要 绝对 值 . 

现在 , 要 做 一 些 三 角 函 数 运算 . 我 们 有 两 个 直角 三 角形 . 从 它们 中 的 一 个 (有 飞 
机 的 那个 ), 得 到 tan (Qa) = 2000/p. 从 另 一 个 , 得 到 tan (8) = h/1000. 我 们 将 这 些 
方程 写 在 一 起 ; 


h 
tan(a) = 7000: 
第 2 步 终 于 结束 了 , 现在 可 以 进入 第 3 步 , 对 这 两 个 关系 关于 时 间 做 隐 函 数 求 导 . 
第 一 个 开始 , 令 wu = tan (a), v = 2000/p, 这 样 方程 就 变 为 = v， 这 意味 着 ， 
du/dt = dv/dt. 我 们 使 用 链 式 求 导 法 则 来 求 这 些 量 . 首先 是 du/dt: 
du du da da 


ns st 二 2 Web 
da 


| 和 tan(D) 
p 
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接着 是 dv/dt: 
dv dvdp 2000 dp 
dU gpa PA 
于 du/dt = dv/dt, 有 
sec2(a Ea i 
dt 2D2 dt 


这 只 是 两 个 三 角 方程 的 第 一 个 . 对 于 第 二 个 涉及 tan (8) 的 方程 , 我 们 需要 重复 刚 
才 的 做 法 . 方程 左边 与 处 理 tan (a) 时 是 一 样 的 , 但 右边 要 更 简单 些 . 你 应 该 弄 明 白 
我 们 如 何 得 到 


so Om 

dt 1000 dt 
回想 一 下 , 我 们 还 知道 9 = 6 一 a, 因此 也 可 以 对 其 关于 时 间 t 求 导 , 并 得 到 dg/dt = 
dB6/dt 一 da/dt. 方程 太 多 了 , 让 我 们 将 所 有 的 六 个 写 在 一 起 : 


2000 ,da 2000dp 
t (a) 一 Sec to 于 一 p2 dt 
1h ydB 1 dh 
1 一 后 300 0 
Ne d0 _d8 da 
a df dd dd 


现在 , 最 好 做 一 些 替 换 , 从 这 一 团 混乱 中 找 出 真相 . 我 们 知道 什么 呢 ? 飞机 的 速率 是 
500 英尺 每 秒 , 这 意味 着 , dp/dt = 500. 跳伞 员 的 速率 是 10 英尺 每 秒 , 但 其 高 度 是 
递减 的 , 故 dh/dt = 一 10. 如 果 你 忘记 了 这 个 负 号 , 就 会 得 到 错误 的 答案 ! 因此 要 特 
别 小 心 . 例如 , 如 果 飞 机 是 朝向 你 飞行 的 , 那么 p 将 是 递减 的 , 故 dp/dt 将 是 负 的 . 
不 管 怎样 , 我 们 感 兴趣 的 时 刻 是 飞机 在 8000 英尺 以 外 , 故 p = 8000, 以 及 跳 企 员 的 
高 度 为 2000 英尺 , 故 h = 二 2000. 前 四 个 方程 变 得 简单 多 了 : 


2000 1 ,da 2000 1 
tan(a) 吉 闻 三 了 Sec (MW = 0003 x 500 二 一 去 
2000 dB 1 1 
七 | 2 2 一 1 一 . 
an(p) 一 1000 人 


只 要 再 知道 sec? (a) 是 何 值 , 就 可 以 由 右上 角 的 方程 求 出 day/dt. 但 等 一 下 , 我 们 已 
经 知道 tan (a) = 1/4, 显然 可 以 求 出 sec? (a). 根据 三 角 恒 等 式 (参见 2.4 节 ), 我 们 
得 到 


1\” 17 
se =1+ ton?(o) =1+ (了 — 


4/ 16 
因此 , 右上 角 的 方程 变 为 
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l7da 1 

16dt 64， 
结果 为 

da 1 

dt 68. 


这 太 棒 了 ! 现在 需要 再 对 8 做 相同 的 操作 , 然后 就 会 完成 求解 ， 这 里 ,我们 知道 
tan (8) = 2, 故 


sec2(P)=1+tan?(8)=1+22=5. 
将 其 代入 上 述 右 下 角 的 方程 中 , 得 到 


dB 
dt 100' 
dg 1 
dt 500 


因此 我 们 知道 了 da/dt 和 d6/dt 的 值 , 进而 从 前 述 原始 六 个 方程 中 的 最 后 一 个 可 
知 ， 


dg dB da 1 1\ -17+125 27 

dt dt dt 击 ) ( 加 8500 2125 
因此 在 我 们 所 考虑 的 那 一 时 刻 , 角 9 是 以 27/2125 弧度 每 秒 的 速率 递增 的 . 我 们 终 
于 完成 了 求解 . 
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这 巨 长 的 一 章 都 是 关于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 . 在 回顾 完 这 些 函 数 的 性 质 之 
后 , 我 们 需要 对 它们 做 一 些微 积分 的 运算 . 事实 表明 , 有 一 个 特殊 的 底数 , 数 e, 它 
的 相关 性 质 相 当 好 . 特别 是 , 对 er 和 log。 (x) 做 微 积分 的 运算 要 比 处 理 像 2* 和 
logs (z) 这 样 的 量 稍微 简单 些 . 因此 , 我 们 需要 花 一 些 时间 来 看 看 e. 还 有 其 他 一 些 
青 况 我 们 也 想 看 看 ; 总 之 , 本 章 计划 讨论 下 列 话题 : 

。 回顾 指数 函数 和 对 数 函 数 的 基本 知识 , 以 及 两 者 是 如 何 相互 关联 的 ; 

ee 的 定义 和 性 质 ; 

e。 如 何 对 指数 函数 和 对 数 函 数 求 导 ; 

。 如 何 求解 涉及 指数 函数 和 对 数 函 数 的 极限 问题 ; 

e 对 数 函 数 的 微分 ; 

。 指数 增长 和 指数 衰变 ; 

e 双 曲 函数 . 


一 


9.1 基础 知识 


在 开始 对 指数 函数 和 对 数 函数 做 微 积分 的 运算 之 前 , 你 真 的 需要 理解 它们 的 性 
质 . 简单 来 说 , 除了 对 数 函 数 的 真正 定义 之 外 , 你 还 需要 知道 三 点 : 指数 法 则 、 对 数 
和 指数 的 关系 , 以 及 对 数 法 则 . 


9.1.1 指数 函数 的 回顾 


这 里 的 大 致 思想 是 , 我 们 取 一 个 正 数 , 称 之 为 底数 , 并 将 它 提升 为 其 指数 次 方 


底数 指数 
例如 , 数 2-5/2 是 一 个 底数 为 2、 指 数 为 -5/2 的 窜 . 重要 的 是 , 你 要 知道 所 谓 的 指 
数 法 则 , 它们 实际 上 告诉 了 你 指数 函数 是 如 何 运算 的 . 毫 无 疑问 , 你 已 经 见 过 它们 
了 , 但 在 这 里 重新 列 出 , 以 便 再 次 提醒 你 . 对 于 任意 的 底数 > 0 和 实数 x 与 y: 


(1) 12 = 1.| 任意 非 零 数 的 零 次 晕 是 1. 

(2) | 三 包 .| 一 个 数 的 一 次 寡 正 好 是 该 数 本 身 . 

(3) | 好友 = 5*+Y. | 当 将 两 个 底数 相同 的 需 相 乘 时 , 将 指数 相 加 . 

(4) i 当 将 两 个 底数 相同 的 寡 相 除 时 ， 将 分 子 的 指数 减 去 分 母 的 
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(5) | (5*)Y = bz%.| 当 取 索 的 震 时 , 将 指数 相 乘 . 
你 也 应 该 知道 指数 函数 的 图 像 是 什么 样子 的 . 我 们 已 经 在 1.6 节 粗 略 见 过 , 但 不 
怎样 , 我 们 将 很 快 再 次 讨论 到 其 图 像 . 
9.1.2 ”对 数 函 数 的 回顾 

对 数 一 一 一 个 让 许多 学 生 闻 名 形 胆 的 词 . 看 仔细 了 , 现在 我 们 就 来 看 看 如 何 
直面 这 些 怪兽 . 设想 , 你 想 要 从 方程 


琴 


27 =7 
中 求解 z. 将 z 从 指数 的 位 置 移 下 来 的 方法 是 在 方程 两 边 取 对 数 . 由 于 左边 的 底数 
是 2, 对 数 的 底 就 是 2. 事实 上 , 根据 定义 , 上 述 方程 的 解 就 是 
2 = log,(7). 

换 句 话说 , 必须 将 2 提升 为 其 儿 次 容 才 能 得 到 7 呢 ? 答案 是 logs (7). 这 个 特定 的 
数 不 能 被 简化 , 但 logs (8) 呢 ? 问 问 自己 , 必须 将 2 提升 为 其 几 次 窜 才 能 得 到 8? | 
于 23 = 8, 我 们 需要 的 容 次 就 是 3. 因此 , log (8) = 3. 

回 到 方程 2* = 7. 我 们 已 经 知道 这 意味 着 x = logs (7). 而 如 果 现 在 将 z 的 值 
代入 原始 方程 中 , 将 得 到 下 面 这 个 看 起 来 很 奇怪 的 公式 : 

9210g2(7) eos 

般 地 , logs (y) 是 为 了 得 到 y 你 必须 将 底数 b 提升 的 窘 次 . 这 意味 着 , 对 于 给 
定 的 5 和 y, z= logs (y) 是 方程 Y=y 的 解 . 将 xz 的 值 代入 , 得 到 公式 


Dioge(y) = yy. 


它 对 于 任意 的 vy >0 和 b>0 (除了 b= 1) 都 成 立 . 但 为 什么 我 要 坚持 让 和 y 都 
是 正 的 呢 ? 首先 , 如 果 ?是 负 的 , 那么 很 多 怪诞 的 事情 就 会 发 生 . 量 姑 可 能 就 没有 
定义 了 . 例如 , 如 果 5 = 一 1 且 z=1/2, 那么 姑 就 是 (-D22, 它 是 V-I. ( 真 糟糕!) 
因此 , 为 了 避免 所 有 这 些 , 我 们 要 求 > 0. 这 样 ,5 取 任 意 次 寡 就 没有 问题 了 . 另 一 
方面 , 姑 总 是 正 的 ! 因此 , 如 果 y = 刀 , 那么 一 定 有 y > 0. 这 意味 着 , 取 一 个 负数 或 
0 的 对 数 是 毫 无 意义 的 . 毕竟 , 如 果 log, (y) 是 为 了 得 到 vy 你 必须 将 底数 5 提升 的 
窜 次 , 那 你 就 不 可 能 将 。 提升 为 其 几 次 窘 而 得 到 一 个 负数 或 0, 于 是 y 不 可 能 是 负 
数 或 0. 你 只 能 取 一 个 正 数 的 对 数 . 

你 或 许 也 已 经 注意 到 , 我 提 到 5 = 1 不 好 . 如 果 你 将 5 = 1 代入 上 述 公 式 
blogsly) = vy, 会 得 到 11810) = y. 但 问题 是 , 我 将 1 提升 为 其 任意 次 寡 的 结果 仍然 
是 1, 但 y 可 能 不 是 1, 因此 这 个 方程 说 不 通 . 也 就 是 说 , 根本 就 不 存在 底数 为 1 的 
对 数 . 那么 底数 为 1/2 呢 ? 这 没 问 题 , 但 我 们 很 少 需要 一 个 底数 为 1/2 的 对 数 , 因 
为 事实 表明 , 对 于 任意 的 y， logij2 (y) = 一 logs (). (通过 设 y = (1/2)” 并 注意 到 y 
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有 的 y, logs (9) = 
底数 b 大 于 1. 


— log1/, (9), 


也 等 于 2-”, 你 便 可 以 证 明 该 式 .) 同 天 


9.1.3 ”对 数 函 数 、 指 数 函 数 及 反 函 数 


通过 使 用 反 函 数 , 我 们 可 以 对 之 前 看 到 的 一 切 进行 更 精密 的 描述 . 
是 设 f(x) = 好. 函数 f 的 定义 域 是 民 且 值 域 为 (0, co)， 


数 b>1 并 
水 平 线 检验 ， 


E, 对 于 任意 的 介 于 0 和 1 的 底数 b, 对 于 所 
且 1/ 大 于 1. 因此 , 从 现在 开 


台 , 我 们 将 总 是 假设 


固定 一 个 底 
于 它 通过 了 


因此 它 有 反 函 数 , 我 们 称 之 为 9. 9 的 定义 域 是 f 的 值 域 , 即 (0, co)， 


而 9 的 值 域 就 是 f 的 定义 域 , 即 及 . 我 们 说 , 9 是 底数 为 5b 的 对 数 . 事实 上 , 根据 定 
义 , g(z) = logs (x). 忆 及 反 函 数 的 图 像 就 是 原始 函数 关于 镜面 直线 y = x 的 映像 ， 
我 们 可 以 在 同一 坐标 系 下 面 出 f(x) = 好 及 其 反 函 数 g(x) = logs (x) 的 图 像 , 如 


图 9-1 所 示 . 


(1) 从 f(g(z)) = zz 开始. 


为 其 g 
公式 f(g (x)) = x 其 实说 的 是 


也 就 是 上 一 节 中 的 其 中 一 个 公式 (月 


原始 的 数 ! 


(2) 另 一 个 事实 是 g(f (x)) = z 对 于 所 有 的 x 都 成 立 . 现在 取 一 个 数 x, 将 b 


提升 为 其 x 次 才 , 然后 取 底 数 为 的 对 数 . 再 


于 上 和 9 互 为 反 函 数 , 我 
看 到 的 , 第 一 个 事实 仅 在 x > 0 时 成 立 .) 计 


图 9-1 


门 知道 


f(g (7z)) = zx,g (f(z)) = x. (正如 我 们 将 要 
我们 对 这 两 个 事实 一 一 进行 前 释 . 


于 9 是 对 数 函 数 , 因此 zx 


你 只 能 取 一 个 正 数 的 对 数 .) 现在 , 我 们 来 仔细 看 看 量 f(g (z) 


最 好 是 正 的 (回想 一 下 ， 
). 你 以 一 个 正 数 z 开 


blogs (7) 一 0， 


jz 蔡 换 了 yy). 


始 , 将 它 代 入 9 中 , 9 是 底数 为 b 的 对 数 . 然后 , 再 对 结果 进行 指数 运算 , 即将 5b 提升 
(z) 次 蝴 . 结果 会 得 到 原始 的 数 ! 事实 上 , 由 于 f (x)= 0 且 g(x) = log, (z)， 


只 要 底数 相同 , 对 数 的 指数 就 是 


是 , 取 一 个 正 数 , 先 平方 然后 再 取 平方 根 , 结果 会 得 到 原始 的 数 . 由 于 j(z) = 如 且 


次 地 , 得 到 原始 的 数 z. 这 就 好 像 
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g(z) = log, (z), 方程 g(f (x)) = z 变 为 
logs(5*) 二 x | (对 于 任意 的 实数 > 及 b> 1). 

例如 对 于 上 一 节 中 看 到 的 方程 2* = 7, 可 以 对 方程 两 边 取 logs, 得 到 

log2(2°) = logs(7). 
等 号 左边 正好 就 是 x, 因为 指数 的 对 数 就 是 原始 的 数 (前 提 是 底数 相同 0). 我 们 再 来 
快速 地 看 一 个 例子 : 求 

37 -1 = 19. 

简单 对 方程 两 边 取 logs, 得 到 

loga(3” -1) = logs(19). 


左边 恰好 就 是 x? 一 1, 因 


9.1.4 


对 数 法 则 


前 


述 9.1.1 节 中 的 所 有 指数 法 则 都 有 相应 的 对 数 版 本 , 它们 ( 毫 不 奇怪 地 ) 被 和 


此 我 们 有 zx? 一 1 = 


logs (19). 这 意味 着 T= 土 Vlogs (19) 十 工 . 


Es 


为 对 数 法 则 . 实际 上 还 有 额外 的 一 条 对 数 法 则 一 一 换 底 法 则 (参见 下 面 的 法 则 6)， 
它 没有 相应 的 指数 法 .” 因 此 , 下 面 是 对 于 任意 的 底数 上 > 1 和 正 的 实数 x 与 y 有 
效 的 法 则 ; 

(1) |log,(1) = 0. 

(2) | logs(b) = 1. 

(3) | log,(zy) = logy(z) 十 log,(y). | 乘积 的 对 数 是 对 数 的 和 . 

(4) jlogs(z/]y) = logs (Xx) 一 logy(y). | 商 的 对 数 是 对 数 的 差 . 

(5) |logs(zY) = ylogs(z). | 对 数 将 指数 移 至 对 数 之 前 . 在 该 方程 中 , y 可 以 是 任 


意 的 实数 ( 正 的 、 负 的 或 零 ) 
(6) 换 底 法 则 : 对 于 任意 的 底数 b>1 和 c > 1 及 人 


这 意味 着 ， 


出 六 


中 乓 是 常数 ( 它 
z. 我 们 进而 可 以 扒 


恰 


@ 实际 上 , 对 于 指数 


也 有 一 个 换 底 法 则 : 
涉及 对 数 , 所 以 一 般 情况 下 , 它 不 被 列 入 指数 法 则 列表 中 . 


E 意 的 数 > > 0， 


log, (x 


= log.(7) 
log(b) 


所 有 的 不 同 底数 的 对 数 函 数 其 实 是 互 为 常数 倍 的 . 硼 
好 等 于 1/log。 (5)). 当 我 说 “常数 ”时 , 我 


log, (7) 


和 实 , 上 述 方程 说 明 


的 意思 是 , 它 不 依赖 
出 结论 , y = logs (z) 和 y = loge (z) 的 图 像 非常 相似 你 
对 于 b>0,c>1 及 zx >0, 有 bv? 二 cr1ogc(b). 由 于 这 里 面 
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只 需 将 第 二 个 函数 的 图 像 垂直 拉 伸 KK 倍 就 能 得 到 第 一 个 函数 的 图 像 . 

现在 , 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 法 则 成 立 . 如 果 你 想 , 可 以 跳 到 下 一 节 , 但 请 相信 
我 , 如 果 继 续 阅 读 , 你 会 对 对 数 函 数 有 更 好 的 理解 . 不 管 怎样 , 法 则 1 相当 简单 : 由 
于 对 于 任意 的 底数 5 > 1 509 = 1, 所 以 有 logs (1) = 0. 同 理 可 得 法 则 2: 由 于 对 于 
任意 的 底数 上 > 1, 中 = 也 所 以 可 以 写 出 logs (六 = |. 
法 则 3 有 点 难度 . 我 们 必须 证 明 log, (zy) = logy (z) +logy (y), 其 中 zx 和 wy 是 
正 的 且 5 > 1. 让 我 们 从 之 前 已 经 多 次 注意 到 的 一 个 重要 事实 开始 (用 4 替换 之 前 
的 变量 ): 对 于 任意 的 4 > 0， 


sy 


plogo (A) 一 4. 
如 果 用 z、y 及 zy 分 别 蔡 换 4, 则 分 别 得 到 
Dogo(z) 一 0， blogo(y) = yy, bloge (TY) = wy. 
现在 , 将 第 一 个 和 第 二 个 方程 相 乘 , 然后 和 第 三 个 方程 相 比 较 , 得 到 
blogs 7z) plogo (y) 一 21 = blogs (2Y). 


那 又 怎么 样 呢 ? 好 吧 , 在 左边 使 用 指数 法 则 3; 由 于 我 们 必须 把 指数 相 加 , 故 方程 变 


blogo (x)+logo(y) 一 blogo (zy). 


现在 , 在 方程 两 边 取 以 2 为 底 的 对 数 来 去 掉 底 数 5; 这 样 , 我 们 就 得 到 了 对 数 法 则 
logs (z) + logy (y) = logy (zx). 这 真是 不 错 ! 

至 于 法 则 4, 我 将 它 留 给 你 来 证 明 , 证 明 过 程 几乎 和 我 们 刚刚 证 明 的 法 则 3 是 
一 样 的 .因此 , 让 我 们 来 看 看 法 则 5， 我 们 想 要 证 明 log, (xY) = ylog, (x), 其 中 
x > 0,5>1 且 vy 是 任意 实数 . 为 了 求证 , 还 是 由 前 面 的 那个 重要 事实 开始 , 但 这 次 
用 zy 替换 4, 得 到 


Diogs(z) — zy. 


这 给 了 我 们 以 一 个 奇怪 的 方式 来 表达 zy. 我 们 也 可 以 用 x 蔡 换 4, 得 到 


bloge (7) es 0 


然后 将 两 边 提升 为 其 y 次 需 : 


(bloge(®))y = xY. 
等 号 左边 正 是 bY108o(*) (参见 9.1.1 节 的 指数 法 则 5). 因此 , 对 于 zy, 我 们 有 两 种 不 
同 的 表达 , 它们 必须 相等 : 


blogo (72) 一 by logo(z) . 
再 次 对 方程 两 边 取 底 数 为 5 的 对 数 , 上 式 便 简化 为 对 数 法 则 
logs (x) = ylogs (2). 
最 后 , 我 们 只 需要 证 明 换 底 法 则 了 . 实际 上 要 证 明 的 是 


pe 
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logo(zZ) logc(b) = log(2). 
你 看 , 如 果 它 是 成 立 的 , 那么 在 等 号 两 边 同 除 以 log。 (5), 便 会 得 到 法 则 6. 不 
样 , 我 们 取 上 述 方程 , 并 将 左右 两 边 分 别 作为 e 的 次 圭 , 相应 地 得 到 
Qlogo(z)logelb) 和 aloge(z). 
右边 很 简单 : 根据 我 们 的 重要 事实 , 它 就 是 x. 但 左边 呢 ? 我 们 再 次 巧妙 地 使 用 指 
数 法 则 5, 得 到 


束 
六 


cloge(tz) loge(b) 一 Cloge(b) Xlogs (7) = (cloge(d) )logo(®). 
我 们 的 重要 事实 (运用 两 次 ) 可 知 , cege( = b, bego(z) = x, 于 是 推导 出 结论 
clogu(z) logc(b) = (cloge(b))logo(®) 一 blogol?) 一 x. 


因此 , 上 述 这 两 个 量 


clogu(z)logc(O) 和 cloge(z) 


都 可 简化 为 zl 它们 必须 相等 , 因此 如 果 去 掉 底 数 c (两 边 取 以 e 为 底 的 对 数 ), 我 们 
就 能 得 到 想 要 的 方程 


log, (2x) log.(b) = loge(z). 
如 果 你 选择 了 努力 去 理解 所 有 这 些 证 明 , 那 你 做 得 真是 不 错 . 
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到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 做 过 涉及 指数 函数 或 对 数 函 数 的 任何 微 积分 运算 . 现 
在 就 开始 做 些 吧 . 我 们 会 先 从 极限 开始 , 然后 进入 导数 . 在 这 一 过 程 中 , 需要 引入 
一 个 新 的 常数 e。 和 zt 一样 , 它 也 是 一 个 特别 的 数 一 一 当 你 对 数学 探索 得 足够 深 
时 , 它 就 会 不 知 从 哪儿 冒 出 来 . 一 种 探索 e 从 何 而 来 的 方法 会 涉及 一 点 金融 问题 . 
9.2.1 一 个 有 关 复 利 的 问题 

很 久 以 前 , 一 个 名 叫 伯 努 利 的 家 伙 回 答 了 一 个 有 关 复 利 的 问题 . 下 面 就 是 该 问 
题 . 设想 你 在 一 家 银行 有 一 个 银行 账户 , 该 银行 付 给 你 一 个 慷慨 的 利息 年 利率 12%， 
一 年 计 一 次 复 利 .你 将 一 笔 初始 存款 存 入 账户 .每 一 年 你 的 财富 增加 12%.， 这 意 
味 着 , n 年 后 , 你 的 财富 会 增加 到 原来 的 (1+ 0.12)” 倍 . 特别 地 , 一 年 后 , 你 的 财富 
就 是 (1 + 0.12) 乘 以 原始 存款 . 如 果 你 最 开始 存 入 了 100 美元 , 年 底 你 会 得 到 112 
美元 . 
现在 设想 你 发 现 另 一 家 银行 , 它 也 提供 12% 的 年 利率 , 但 它 是 一 年 计 两 次 复 
利 . 当然 , 每 半年 , 你 不 会 得 到 12%; 你 必须 用 它 除 以 2. 简单 说 , 这 意味 着 , 每 六 个 
月 你 会 得 到 6% 的 利息 . 因此 , 如 果 你 将 钱 存 入 这 个 银行 账户 , 那么 一 年 后 , 它 会 以 
6% 的 利息 计算 复 利 两 次 ; 结果 就 是 你 的 财富 会 增加 到 原来 的 (1 + 0.06)” 倍 , 其 结 
果 1.1236. 因此 , 如 果 你 最 开始 存 入 了 100 美元 , 年 底 你 会 得 到 112.36 美元 . 
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第 二 个 账户 的 收益 比 第 一 个 略 好 一 些 . 稍 作 思 考 , 你 不 难 发 现 这 很 说 得 通 
复 利 是 有 益 的 , 因此 在 相同 的 年 利率 下 , 复 利 计 算得 越 频繁 , 结果 就 会 越 好 . 我 们 来 
试 着 计算 一 下 年 利率 为 12%、 每 年 计 三 次 复 利 . 我 们 取 12%, 并 将 它 除 以 3 会 得 
到 4%, 然后 计算 复 利 三 次 , 我 们 的 财富 将 会 增加 到 原来 的 (1 + 0.04)” 倍 , 其 结果 是 
1.124 864. 这 还 是 高 了 些 . 要 是 每 年 计 四 次 呢 ? 那 将 是 (1 + 0.03)* 倍 , 结果 近似 为 
1.1255, 这 就 更 高 了 . 现在 的 问题 是 , 它 会 止 于 何 处 ? 如 果 你 以 相同 的 年 利率 计算 复 
利 越 来 越 频繁 , 一 年 后 你 会 得 到 大 把 大 把 的 现金 , 还 是 这 一 切 有 某 种 上 限 ? 

9.2.2 问题 的 答案 

为 了 回答 这 个 问题 , 让 我 们 来 求助 于 一 些 符号 . 首先 , 假设 以 年 利率 12% 每 年 
计 n 次 复 利 . 这 意味 着 , 每 次 计算 复 利 时 , 复 利 的 利率 是 0.12/n. 在 一 年 中 计算 n 
次 后 , 我 们 的 原始 财富 增长 的 倍数 为 


Nn 
我 们 想 要 知道 , 如 果 复 利 计算 得 越 来 越 频繁 时 会 怎样 ; 实际 上 , 这 意味 着 我 们 允许 
n 变 得 越 来 越 大 . 也 就 是 说 , 我 们 想 知 道 , 当 n 一 oo 时 上 式 的 极限 


到 底 是 什么 ? 我 们 也 很 想 知 道 ， 当 利率 不 是 12% 时 会 发 生 什 么 ， 因 此 , 用 x 代替 
0.12, 并 关心 更 一 般 的 极限 
L= lim ( 十 5). 


如 果 结 果 表 明 该 极限 (我 称 之 为 也) 是 无 限 的 , 那么 通过 越 来 越 频繁 地 计算 复 利 , 你 
在 一 年 中 可 以 得 到 越 来 越 多 的 钱 . 另 一 方面 , 如 果 结 果 表 明 它 是 有 限 的 , 我 们 就 必 
须 得 出 结论 , 在 一 个 年 利率 ” 的 情况 下 , 不 管 复 利 计算 得 多 么 频繁 , 我 们 的 财富 的 
增长 幅度 都 是 有 上 限 的 . 这 类 似 于 一 种 “速率 极限 ”, 或 更 精确 地 说 , 一 种 “财富 增 
长 极限 ”. 给 定 一 个 固定 的 年 利率 7 以 及 一 年 的 时 间 , 不 管 复 利 计 算得 多 么 频繁 , 你 
都 不 可 能 让 财富 的 增长 超过 上 述 极限 的 值 (假设 它 是 有 限 的 ). 

出 现在 极限 中 的 量 (1 + /m) ”是 复 利 计算 公式 的 一 个 特例 . 一 般 地 , 假设 你 以 


现金 4 美元 开始 , 并 且 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 年 利率 为 7, 一 年 计 n 次 复 利 , 那 
么 在 t 年 中 , 将 以 每 次 r/m 的 利率 计算 nt 次 复 利 . 因此 ,上 年 后 , 你 的 财富 由 以 下 
公式 给 出 : 


年 利率 为 x 一 年 计 n 次 复 利 , t 年 后 的 财富 = 4 (1+ 
我 们 不 妨 从 1 美元 ( 故 4 = 1) 开始 , 来 看 看 一 年 ( 故 t= 1) 后 会 发 生 什么 , 然后 看 
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看 如 果 我 们 在 一 年 中 复 利 计算 得 越 来 越 频繁 时 极限 会 怎样 
现在 来 计算 极限 
L= lm ( 十 5). 


首先 , 设 有 =r/n, 这 样 mn =r/h. 那么 当 n 一 co 时 , 我 们 看 到 有 hh 一 > 0+ (因为 + 是 
常数 ), 故 


L= lm (1+h)"/?. 
h—0+ 
现在 可 以 使 用 指数 法 则 将 之 写成 


L= 1i 1 十 四 IAA， 
im, (( 十 万 ) 全”) 


然后 来 变 个 魔术 , 设 


e= lim (1 十 门 1 
h—>0+ 


这 里 的 危险 在 哪里 呢 ? 好 吧 , 这 个 极限 有 可 能 不 存在 . 还 好 事实 表明 , 它 存在 . 如 果 
你 想 要 知道 原因 的 话 , 请 参见 附录 A 的 A.5 节 . 不 管 怎样 , 我 们 有 了 一 个 特殊 的 数 
e, 关于 其 更 多 细节 我 们 马上 就 会 看 到 . 不 过 还 是 先 回 到 我 们 的 极限 . 现在 有 


L= lim ((1+h)M/n)" = er". 
h—>01 


这 就 是 我 们 要 找 的 答案 ! 将 以 上 所 有 的 步 又 综合 在 一 起 , 可 以 看 到 整个 运算 是 怎样 
推进 的 . 由 于 hh=7r/n, 有 


L= lim (4 十 7 = lim (1+jr 必 = lim (1 二 27 = er. 
nO0 WA h—0+ h—>0+ 


这 意味 着 , 在 年 利率 x、 复 利 计算 得 越 来 越 频繁 的 情况 下 , 你 的 财富 会 增长 到 一 个 
非常 接近 于 er 的 量 , 但 绝 不 会 超过 它 . 量 er 就 是 我 们 要 找 的 “财富 增长 极限 ”. 得 
到 这 个 增长 倍数 的 唯一 途径 就 是 连续 地 计 复 利 一 一 也 就 是 说 , 每 时 每 刻 都 在 计 复 
利 ! 


因此 , 假设 你 由 4 美元 的 现金 开始 , 并 将 它 存 入 一 个 银行 账户 , 它 以 年 利率 
连续 计 复 利 . 这 样 一 年 后 , 你 会 有 Ae” 美元 . 两 年 后 , 你 会 有 4er x er = 4e2 美元 . 
我 们 很 容易 一 直 重 复 这 个 过 程 , 并 看 到 t 年 后 , 你 会 有 4e" 美元 , 由 于 指数 法 则 ， 
这 实际 上 对 于 分 数 年 也 成 立 . 因此 , 由 4 美元 开始 ， 


以 年 利率 > 连续 计 复 利 , t 年 后 的 财富 = Ae”™. 


比较 该 公式 和 ?= 4(1 二】 ， 量 4 + r/mjm 和 4er 看 起 来 很 不 同 ,但 对 于 很 
大 的 n, 它们 几乎 是 一 样 的 . 
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9.2.3 更 多 关于 e 和 对 数 函 数 的 内 容 
让 我 们 来 更 深入 地 看 一 下 数 e 吧 . 记得 


lim (4 证 站) 一 er， 
0G 1 


im (4 十 5) 一 e. 
然 ,> = 1 对 应 于 一 个 100% 的 年 利率 . 让 我 们 列 一 个 (1 十 1/n)” 的 值 的 表 , 对 于 
\ 同 的 n 值 , 结果 保留 三 位 小 数 : 


nN 1 2 3 4 5 10 100 1000 10000 100000 


我 们 可 以 用 1 蔡 换 x, 得 到 


paily 


1 n 
( 十 2) 2 2.25 2.353 2.441 2.488 2.594 2.705 2.717 2.718 2.718 
nN 


即使 只 是 一 年 计 一 次 复 利 , 这 个 极 高 的 利率 也 可 以 使 你 的 钱 一 年 后 翻 倍 (也 就 是 第 
列 下 面 一 行 中 的 “2”). 尽管 如 此 , 看 上 去 我 们 仍然 不 可 能 做 得 比 2.718 更 好 , 即 
使 每 一 年 计 复 利 很 多 很 多 次 . 我 们 的 数 e, 也 就 是 上 表 中 第 二 行 的 数 在 n 一 co 时 
的 极限 , 事实 证 明 是 一 个 无 理 数 , 其 小 数 展开 式 前 几 位 如 下 : 
e = 2.718 281 828 459 045 23... 
似乎 在 开头 部 分 存在 一 个 模式 , “1828” 有 重复 出 现 , 但 这 只 是 个 巧合 . 在 实践 中 , 知 
道 e 比 2.7 大 一 点 就 已 经 足够 了 . 
现在 , 如 果 z = e”, 那么 7 = log。 (z)， 事 实 表 明 , 取 以 。 为 底 的 对 数 是 如 此 
第 见 ,以 至 于 我 们 甚至 可 以 将 它 用 另 一 种 方式 写 出 : In (z), 而 不 是 log。 (z). 表达 式 
qdn(z)” 不 读 作 “lin z 或 其 他 诸如 此 类 , 而 是 可 以 读 作 “log x”, 或 “ell en x”, 又 或 
特别 严 谍 地 一 一 “zx 的 自然 对 数 ”. 事实 上 , 大 多 数 数学 家 写 不 带 底数 的 log (z) 来 
表示 和 log。 (x) 及 In (x) 相同 的 意思 . 底数 为 e 的 对 数 称 为 自然 对 数 . 在 下 一 节 , 当 
对 logs (z) 关于 z 求 导 时 , 我 们 会 看 到 为 什么 说 它 “ 自 然 ”的 一 个 原因 
我 们 有 了 一 个 新 的 底数 e, 以 及 以 。 为 底 时 的 一 个 新 的 对 数 写法 , 再 来 看 看 迄 
今 已 经 看 到 的 对 数 法 则 和 公式 吧 . 看 你 是 否 能 让 自己 确信 , 对 于 x>0 和 w>0, 下 
列 公式 都 成 立 : 


em(z) 一 了 mm(e")=Z| Iln(1)=0| mle)=1 


lIn(xy) = In(x)+ln(y)| |ln 2) =1n(z)— ln(y), |ln(xY) = yln(z) 


(事实 上 , 在 第 二 个 公式 中 , x 甚至 可 以 是 负数 或 0; 在 最 后 一 个 公式 中 , y 可 以 是 负 
数 或 0.) 不 管 怎样 , 知道 在 这 种 形式 下 的 对 数 法 则 是 很 值得 的 , 因为 从 现在 起 , 我 
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们 会 几乎 总 与 自然 对 数 打交道 . 
在 我 们 讨论 对 数 函 数 和 指数 函数 求 导 之 前 , 再 多 看 一 点 . 假设 你 取 重 要 极限 


这 一 次 , 替换 户 = 1/n. 正如 我 们 在 上 一 节 注 意 到 的 , 当 n 一 co 时 , 我 们 有 hh 瑟 0+. 
因此 , 用 1/h 替换 mw 得 到 


im, (1 + rh)l/r 一 er， 

这 是 一 个 右 极 限 . 事实 上 , 你 可 以 用 疡 一 0 准 换 hh 一 0+, 对 于 双 侧 极限 仍然 成 立 . 
我 们 所 需 的 就 是 证 明 , 左 极限 是 e", 然后 左 极限 等 于 右 极 限 , 故 双 侧 极限 也 等 于 er 
为 此 , 考虑 


,lim (1 + 7h)l/r =? 
用 -t 蔡 换 户 那么 当 疡 一 0- 时 ,上 一 0+. ( 当 h 是 一 个 很 小 的 负数 时 ,t= 一 h 就 
是 一 个 很 小 的 正 数 .) 故 


lim (1 +7rh)l/? = lim (1—7t)-1t. 
h=0- t— 0+ 


于 对 于 任意 的 4 头 0, 4-1 = 1/4, 我 们 可 以 重新 将 极限 写成 
| 1 
ca 
分 母 就 是 利率 为 -r 而 不 是 7 的 经 典 极限 . 这 意味 着 , 当 上 一 0+ 时 , 在 该 极限 中 
分 母 趋 于 e-". 因此 , 综合 起 来 有 


上 | 1 
im rh = lim (1 rt)-Mt= lim > 
0 re 

于 er = 1l/er, 故 最 后 一 步 成 立 . 这 样 , 我 们 完成 了 想 要 的 证 明 . 让 我 们 在 所 有 的 
公式 中 将 7 改 为 z( 为 什么 不 呢 ?) 并 总 结 已 经 发 现 的 如 下 事实 : 


lim (+ 一 ez| 和 | lim(1 + zh)!/* = er. 
no0 nN h—0 


I 


当 z= 1 时 , 我 们 得 到 e 的 两 个 公式 : 


1 n 
lim ( 十 3 =e| 和 | lim(1 +h)'/n=e. 
no0 nN h—0 


这 些 公式 非常 重要 ! 在 下 面 的 9.4.1 节 中 , 我 们 将 看 到 一 些 如 何 使 用 它们 的 例子 . 马 
上 , 我 们 也 会 使 用 其 中 之 一 来 对 对 数 函 数 求 导 . 
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9.3 “对 数 函 数 和 指数 函数 求 导 


现在 情形 变 复 杂 了 . 令 g(z) = logs (7). 9 的 导数 是 什么 呢 ? 使 用 导数 的 定义 ， 
我 们 得 到 


y (2) = an g(x+ 一 gzZ) _ lim logp(z 十 2 — logo(?) 
晶 如 何 来 化 简 这 个 杂乱 的 公式 呢 ? 当然 是 使 用 对 数 法 则 ! 首先 , 使 用 9.1.4 节 中 的 法 
则 4, 将 对 数 的 差 转 化 为 对 数 的 商 : 


» .~ ZX 十 hh 
(0) = jm tl08 ( J] 


我 们 可 以 将 分 式 化 简 为 (1 十 h/z), 并 使 用 对 数 法 则 5, 将 因子 1/n 提 人 至 指数 的 位 置 . 
故 


TS 


NI 
v0) = jim log, (1+ 2 


现在 让 我 们 暂时 忘记 logs. 当 h 趋 于 0 时 ， 


次 
于 


: 样 呢 ? 也 就 是 说 ， 


是 什么 呢 ? 在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 了 
lim(1 汗 j7r)1/ 一 er; 
因此 , 如果 用 1/z 蔡 换 x, 就 会 有 


php\ Mn 
lim (+ 一 el/z. 
h—0 a 


所 以 如 果 回 到 g' (xz) 的 表达 式 , 我 们 会 看 到 


A 
(0) = mlog (1+2) =Iog(e®) 
事实 上 , 我 们 其 至 可 以 再 次 使 用 对 数 法 则 5 将 表达 式 进一步 化 简 
提 至 对 数 符号 之 前 , 这 样 就 证 明 ] 
logs(z) = logs(e). 
现在 , 设 5 二 6 这 样 就 能 求 以 为 底 的 对 数 的 导数 了 , 得 到 


d 1 
dz log。 (Z) 一 Zz log。(e). 


将 指数 1/z 
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但 等 一 下 根据 对 数 法 则 2, log。(e) 等 于 1. 因此 , 这 意味 着 
d 1 
© loge(z) =. 
dz 也 


这 相当 好 . 实际 上 这 非常 非常 好 . 着 实 可 以 说 是 迷人 . 谁 会 想到 log。(z) 的 导数 就 是 
1/z 呢 ? 这 正 是 为 什么 以 e 为 底 的 对 数 被 称 为 自然 对 数 的 原因 之 一 . 我 们 将 log。 (x) 
写作 In (x)( 在 上 一 节 我 们 给 出 了 这 个 定义 ), 得 到 重要 公式 


ln(z) = a 


dz rx 
此 外 , 上 面 的 logy (x) 的 导数 的 表达 式 log, (e) 可 以 通过 换 底 法 则 (就 是 9.1.4 节 


中 的 法 则 6) 用 自然 对 数 写 出 . 你 看 , 通过 将 底 换 为 e, 得 到 
_logel®) 1 


logs(e) = jog,(B) — im 


因此 , 有 


d 1 
dz oe zln(b) 
这 是 表达 一 个 不 是 以 。 为 底 的 对 数 的 导数 的 最 好 方式 了 . 现在 再 来 看 看 这 个 : 如 果 
y = 刀 , 那么 我 们 知道 xz = logs (y). 现在 对 其 关于 y 求 导 . 使 用 上 述 公 式 并 用 y 蔡 
换 z, 得 到 


dz 1 

dy yn(o) 
根据 链 式 求 时 法 则 , 可 以 上 下 颠倒 得 到 

d 

7 = yn 人， 


于 y= 刀 , 我 们 就 证 明了 下 面 这 个 很 好 的 公式 ; 


d Tr 的 化 
元 (OO) = bln(b). 


特别 是 , 如 果 5b = e, 那么 In (5) = In (e) = 1. (这 是 另 一 种 形式 的 对 数 法 则 2. 回想 
一 下 , In (e) = log。 (e) = 1.) 因此 , 如 果 b = e, 公式 变 为 


d TX TX 
37 = 


这 是 一 个 相当 奇怪 的 公式 . 如 果 六 (z) = ez, 那么 也 有 WW (z) = ez (函数 h 是 它 自身 
的 导数 0 当然 ,er 的 (关于 z 的 ) 二 阶 导 还 是 er, 三 阶 导 、 四 阶 导 等 也 是 如 此 . 
指数 函数 和 对 数 函数 求 导 的 例子 

现在 来 看 一 下 如 何 应 用 上 述 公式 吧 . 首先 , 如 果 y = ersz, 那么 dy/dz 是 什么 ? 
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如 果 设 wu = -3z, 那么 y = e*. 我 们 有 
dy d,s du dd 有 
==) = 和 于 = 元 (3z)= 一 3 


根据 链 式 求 时 法 则 ， 


dy dydu 加 本 
人 nee 


注意 到 最 后 一 步 用 -3z 玲 换 了 ww. 事实 上 , 这 是 男 一 个 很 好 的 法 则 的 一 个 特例 : 如 
果 a 是 常数 , 那么 


QT 


一 Qe 


通过 设 v = az, 我 们 可 以 用 同样 的 方法 证 明 此 公式 . 实际 上 , 它 和 我 们 在 7.2.1 节 
结尾 部 分 看 到 的 原理 是 一 样 的 : 如 果 用 az 替换 z, 那么 当 你 求 导 的 时 候 , 在 最 前 
面 会 有 一 个 额外 的 因子 a. 因此 , 对 于 例如 ln (8z) 关于 z 求 导 就 应 该 不 成 问题 . 事 
实 上 ， 


TS 


i =8x 2 


dz 87 
因为 In (8z) 关于 z 的 导数 是 1/z. 现在 , 消去 因子 8, 看 到 
d 1 1 


这 真是 奇怪 一 一 ln (8z) 的 导数 和 In (x) 的 导数 是 一 样 的 ! 但 稍 作 思考 , 你 就 
得 它 有 那么 奇怪 了 : 由 于 In (8x) = In (8) 十 In (x), 量 In (8x) 和 ln (x) 实际 上 只 相 
一 个 常数 , 故 关于 x 它们 有 相同 的 导数 . 
下 面 是 一 个 难 一 点 的 例子 : 

如 果 yy = er logs(5* 一 sin(z))， 是 什么 ? 
让 我 们 来 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 . 设 ww = er ,vw = logs (57 一 sin (x)), 故 
y 二 uv. 对 于 乘积 法 则 , 需要 对 v 和 v (关于 z) 求 导 , 因此 让 我 们 一 个 一 个 地 进行 . 
我 们 从 wu = er 开始 , 设 上 = xz2, 因此 w = et; 然后 , 使 用 链 式 求 导 法 则 , 有 


du du dt 12 
至 于 vw, 令 s=57 一 sin (x), 于 是 v= logs(s). 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
dv dvds 1 57 1n(5) 一 cos(Z) 


i OO 


这 里 使 用 了 上 一 节 中 logy (z) (现在 b= 3) 和 WY( 现在 5=5) 的 导数 公式 . 不 管 怎 
样 , 由 于 vy = wv, 有 
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dy du dv 


一 人 Fu log3(52 一 sin(z))2zew” He 


dz dz 


像 往 常 一 样 , 这 有 些 杂 乱 , 但 这 个 例子 确 


数 和 对 数 函 数 求 导 的 基本 公 
全 不 成 问题 了 . 


极限 问题 中 那样 , 非常 重要 的 一 点 是 , 注意 到 你 是 在 哪里 计算 函数 的 极限 的 : 是 厂 


0 附近 (也 就 是 说 , 小 的 数 ), 还 是 在 ce 或 -co 附近 (也 就 是 说 , 大 的 数 ), 又 或 者 在 


“2 5° 1n(5) 一 cos(Z) 
ln(3)(57 一 sin(z)) 
实 很 好 地 说 明了 一 点 : 只 要 你 知道 指数 函 


\ 式 (也 就 是 上 一 节 中 的 方 框 公式 ), 那么 相关 求解 就 完 


9.4 求解 指数 函数 或 对 数 函 数 的 极限 
现在 是 时 候 来 看 看 如 何 求解 一 些 极限 问题 了 . 正如 在 我 们 之 前 所 见 的 所 有 求 


人 


某 个 既 不 大 也 不 小 的 数 附 近 ? 我 们 将 就 这 些 情况 中 的 一 些 分 别 对 指数 函数 和 对 数 


函数 进行 略微 深入 的 讨论 . 让 我 们 多 
.1 涉及 e 的 定义 的 极限 


9.4 


非常 相似 . 如 果 我 们 采用 这 个 极限 ， 


这 几乎 就 是 我 们 想 要 


同型 


| 


考虑 极限 


E 从 涉及 e 的 定义 的 极限 开始 . 


Jiam(L 十 32 
它 看 上 去 和 9.2.3 节 中 涉及 e 的 极限 
lm(1+m)' ”=e 


并 一 律 用 3h? 代替 h, 那么 会 得 到 


lim (1 + 3h2)Y® =e 


lim(1 +3n 
E, 我 们 可 以 证 明 (例如 ) 


又 怎样 呢 ? 由 于 当 h 一 0 时 ,cos (h) 一 1 


果 将 有 h 


极限 实际 上 等 于 2. 


现在 考虑 
lim (1 十 
h—0 


的 . 我 们 所 需 做 的 只 是 注意 到 , 当 hh 一 0 时 , 312 一 0, 故 


2)1/38° = 


lim (1 + sin(h))!/ sin(h) ~ 6. 
h—0 


上 实 , 如 果 用 任意 的 当 h 0 时 自身 趋 于 
限 仍 是 e. 那么 


0 的 量 蔡 换 h, 就 像 312 或 sin (h), 则 极 


lim (1 + cos(h))!/ cos(7) 
h—0 


因此 你 不 能 照搬 之 前 的 论证 . 事实 上 , 如 


_ 0 代入 到 表达 式 (1 4cos (有 )) /9 中 ,那么 会 得 得 到 (1 十 1)! = 2, 故 上 述 


12)1/37 
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j2 和 312 这 两 项 不 匹配 . 它们 很 相似 , 但 系数 不 同 . 为 此 , 需要 将 指数 1/3h? 写作 
(12) x (1/3), 并 使 用 指数 法 则 : 

lim (1 + h2)1/3h = lim(1 + h2)(MR)x(/3) 一 Jin ((1+ h2)1/w) 
于 两 个 2 相 匹配 , 故 大 括号 中 的 部 分 趋 于 6, 而 整个 的 极限 是 e1/5. 

下 面 是 一 个 略 难 一 些 的 例子 : 极限 
lim(1 二 5h3)2/m 

十 么 ? 这 里 恼人 的 是 , 量 -5h3 和 大 不 十 分 匹配 , 并 且 那 里 还 有 一 个 2. 我 们 需 
改动 指数 2/3 以 便 它 和 -573 相 匹配 . 最 好 的 方法 是 , 先 注意 到 完美 的 形式 应 


征 


1/3 


玉 疯 他 


lim (1 — 5h3)1/(-51), 
h—=0 


因为 该 极限 就 是 e. 这 时 两 个 -5h3 相 匹 配 , 因此 它 只 是 用 -5h3 代 奉 了 妃 的 经 
极限 


小 


lim (1 + h)!/* = 6, 
h—0 


但 不 幸 的 是 , 我 们 还 需要 再 多 做 一 些 工作 . 我 们 需要 将 1/(-5j3) 变 为 2/ 由 . 为 了 
实现 这 一 变化 , 必须 用 -5 与 之 相 乘 来 消去 分 母 中 的 -5, 然后 再 用 2 与 之 相 乘 来 
修正 分 子 . 总 的 效果 就 是 应 该 用 -10 与 之 相 乘 . 这 样 得 到 


lim (1 一 513)2/22 = lim (1 — 5h3)/(-5h°))x(—10) 
h—0 h—0 
一 ]i _ 5h3)1/(-5h))- 10 -10 
lim ((1 一 573) ) e . 
9.4.2 指数 函数 在 0 附近 的 行为 


我 们 想 要 理解 , 当 x 非常 接近 于 0 时 , ez 的 行为 会 如 何 . 事实 上 , 由 于 e0 = 1 
我 们 知道 


lim ez =e =1. 
2 一 0 


然 , 可 以 用 任意 的 当 xz 一 0 时 自身 趋 于 0 的 量 来 替换 x, 来 得 到 相同 的 极限 . 例 


I 


如 ， 
lim e =e =1 
Z 一 
因此 , 求 
2 
. er sin(zx) 
i 


的 方法 是 , 将 上 式 进 行 如 下 拆 分 : 
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em sin(Z) _),. ,22, /sin(x) 
By ime) (ee ) 
当 x 一 0 时 , 两 个 因子 都 趋 于 1, 故 整个 极限 为 1x1=1. 下 面 则 是 一 个 更 难 求解 
的 例子 : 


2z2 二 37 一 1 
zc ez(22 二 7) 
当 z 变 得 非常 大 时 , 1/z 会 变 得 非常 接近 于 0, 故 er/* 非常 接近 于 1 并 可 被 忽略 . 
所 以 你 最 好 将 以 上 极限 重 写 为 


i I 2z2 十 3z 一 1 
Sd el 2—7 C 


第 一 个 分 式 趋 于 1, 而 使 用 4.3 节 的 技巧 , 可 以 证 明 第 二 个 因子 趋 于 2, 故 极限 是 2. 
这 种 方法 在 指数 项 出 现在 一 个 乘积 或 商 当中 时 最 好 用 , 但 对 于 诸如 


n=0 hh 
这 样 的 形式 就 彻底 无 能 为 力 了 . 你 可 能 想 用 1 蔡 换 e*, 看 上 去 没 错 , 但 你 会 得 到 一 
个 无 用 的 0/0 的 情况 . 这 里 的 问题 是 , 有 一 个 er 和 1 的 差 , 当 h 在 0 附近 时 , 它 会 
变 得 非常 小 . 那 我 们 应 该 怎么 办 呢 ? 正如 我 们 在 6.5 节 中 看 到 的 , 当 虚 拟 变 量 本 身 
在 分 母 上 时 , 极限 可 能 是 一 个 伪装 的 导数 . 试 着 设 f (x) = e”, 这 样 f(x) = ez ( 正 
如 我 们 在 9.3 节 中 看 到 的 ). 在 这 种 情况 下 , 标准 公式 
2 a 


h—>0 h 


h—0 h 


现在 , 所 需 做 的 只 是 用 0 蔡 换 x. 由 于 e? = 1, 我 们 得 到 以 下 有 用 的 事实 : 


次 地 , 可 以 用 任意 的 很 小 的 量 来 蔡 换 h. 例如 ， 


lim 3-1x3-3 
标准 的 匹配 技巧 再 次 奏效 . 这 实际 上 和 我 们 在 多 项 式 型 的 极限 问题 (第 4 章 )、 小 
数 情况 的 三 角 函 数 极限 问题 (第 7 章 ) 以 及 9.4.1 节 的 极限 问题 中 所 用 的 技巧 是 一 
样 的 
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9.4.3 对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 
现在 让 我 们 来 看 看 对 数 函 数 在 1 附近 的 行为 会 如 何 . 事实 表明 , 其 行为 和 指数 
函数 在 0 附近 的 行为 十 分 相似 . 我 们 知道 In (1) = 0, 但 
1 ln(1 十 性) 
pe hh 
是 什么 呢 ? 不 管 你 是 否 相 信 , 这 其 实 是 导数 伪装 的 极限 (参见 6.5 节 ) 的 另 一 个 例 
子 . 设 f(z) = In (x), 这 样 , 正如 我 们 在 9.3 节 看 到 的 , fr (z) = 1/z. 现在 等 式 
和 f(z 而 和 pe f(z) f(z) 


h—0 


变 为 , 对 于 任意 的 w， 


剩 下 要 做 的 只 是 将 z = 1 代入 并 得 到 
i In(1+h)—ln(1l) 1 
nb h = 


于 In(1) = 0, 上 式 简 化 为 


i ln(1 十 记 ) 
pd h 
次 地 , 可 以 用 任意 的 当 h 一 0 时 自身 趋 于 0 的 量 来 奉 换 h, 而 极限 仍 将 是 1. 
侈 如 , 为 了 求 


= 


下 lIn(1 — 7h2) 
1230 5h2 ? 
你 必须 改动 分 母 , 使 它 看 起 来 像 -7h2: 
Jim ln(1 — 7h2) .ln(1 — 7h2) —7h2 
pd Bh pt 7 5h2 


这 不 过 是 我 们 那个 常用 的 技巧 , 分 子 分 母 同时 乘 以 一 个 有 用 的 量 (在 该 例 中 是 -7h2?). 
不 管 怎样 , 由 于 两 个 -7h? 相 匹配 , 故 第 一 个 分 式 的 极限 是 1, 而 第 二 个 分 式 正 好 化 
简 为 -7/5. 因此 极限 就 是 -7/5. 
9.4.4 指数 函数 在 ce 或 一 oo 附近 的 行为 

现在 我 们 想 要 理解 , 当 z 一 co 或 x 一 -co 时 , ez 的 行为 会 如 何 . 让 我 们 再 来 
看 看 ez 的 图 像 吧 , 如 图 9-2 所 示 . 

注意 : 以 上 曲线 看 起 来 好 像 要 在 图 像 的 左 侧 触 碰 到 x 轴 , 但 它 没有 ; 回想 一 下 ， 
对 于 所 有 的 z, ez > 0, 因此 没有 x 轴 截 距 . (这 是 一 个 说 明 不 能 太 过 依赖 图 形 计算 
器 的 很 好 例子 !) 不 管 怎么 样 , 看 起 来 我 们 应 该 至 少 有 
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图 9-2 


lim ez = oo 和 lim ez 一 0. 
和 一 CO = 


如 果 用 某 个 其 他 的 底数 替换 e 会 怎样 呢 ? 例如 , 考虑 


LN 
”各 om 
为 了 处 理 第 一 个 极限 , 需要 使 用 等 式 4 = em 人 ,其 中 4 = 2", 写 出 


22 一 eln(2”) 一 ez In(2) 


现在 , 当 x 一 co 时 , 我 们 也 有 zln (2) 一 co, 故 第 一 个 极限 是 oo. 至 于 第 二 个 极限 ， 
可 以 使 用 相同 的 技巧 , 写 出 
IN 1 1 
3) 和 37 > ezln(3) 


2 一 oo 时 , 我 们 看 到 e? (3) 一 oo, 故 其 倒数 趋 于 0. 这 样 , 就 证 明了 
lm 27 二 o0 和 lm GB) 一 0. 

7 一 oo 2 一 co \3 

可 见 下 面 这 个 重要 极限 要 分 几 种 情况 : 


co _ 如果” > 1， 
= 1 如 果 r=1 
0 ”如 果 0<r<1. 


0H 


当 7=1 时 ,中间 的 情况 显然 成 并 , 因为 对 于 所 有 的 x > 0, 1” = 1. 我 们 可 以 用 处 理 
前 面 2* 和 (1/3)” 的 极限 时 相同 的 方法 来 证 明 其 他 两 种 情况 , 即将 r* 写作 er 人. 
这 还 不 是 故事 的 全 部 . 极限 


lim ex 一 co 
0 一 CO 


ay 


说 明 当 x 变 大 时 , ez 变 得 越 来 越 大 (你 想 要 多 大 就 多 大 ). 但 这 发 生得 有 多 快 呢 ? 5 
竟 还 有 


二 


lim z2 = co. 
TX 00 


zz? 或 er, 哪 一 个 增长 得 更 快 呢 ? 答案 是 , 当 x 很 大 时 ,ez 比 zz 增长 得 更 快 . 毕竟, 
当 z = 100 时 , 量 zz 只 是 100 x 100, 而 


el00 


后 者 有 一 百 个 因子 e, 而 前 者 只 有 两 个 因子 100, 故 e109 远 远 大 于 1002. 当 x 变 得 
更 大 时 , 情况 变 得 对 ez 更 为 有 利 . 由 于 ez 远 远 大 于 z2, 当 你 用 zx? 除 以 ee 时 , 应 
该 得 到 一 个 很 小 的 数 . 事实 上 ， 


一 exXxeXx'…… Xe. 


a 和 4 
我 们 要 到 第 14 章 看 过 洛 必 达 法 则 后 再 来 证 明 上 式 . 现在 我 只 想 指出 , 如 果 你 用 x 
的 任意 次 震 替 换 z2, 上 述 极限 依然 成 立 . 就 连 xz 都 不 能 和 ez 抗衡 . 当 x 是 十 亿 
时 , z989 是 十 亿 999 次 重复 相 乘 的 结果 , 但 ez 是 e 十 亿 次 重复 相 乘 的 结果 ! 尽管 e 
比 十 亿 小 很 多 , 但 当 x 很 大 时 , ez 会 让 z899 相形 见 纳 ， 因此 , 一 般 来 说 , 我 们 有 以 
下 原则 : 
指数 函数 增长 迅速 : 不 管 n 有 多 大 ， 


直到 -0 
事实 上 , 对 上 式 进行 一 些微 调 , 可 以 得 到 一 个 更 一 般 的 陈述 : 
lim 多 项 式 型 一 0 
zeoe 指数 为 大 的 、 正 的 多 项 式 型 的 指数 函数 。” 
例如 ， 
eR 2Z8 十 100z7 一 4 a 
X00 eT 


为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 可 以 简单 地 将 分 式 分 成 三 部 分 , 每 一 部 分 都 趋 于 0, 因为 指数 
函数 增长 迅速 . 不 那么 明显 的 是 ， 
210000 十 300z9 + 32 


Jam G203 -1972-100 一 0. 


这 里 的 关键 是 , 当 z 很 大 时 , 2z3 - 19z2 - 100 表现 得 就 像 2z3, 因此 指数 确实 是 大 
的 、 正 的 多 项 式 型 .” 事 实 上 , 我 们 可 以 用 任意 的 大 于 1 的 底数 来 奉 换 e. 例如 ， 
x10000 十 300z9 十 32 


dim 9223 1073-100 一 


ha 


@ 如 果 你 真 想 让 这 板 上 钉 钉 的 话 , 就 必须 写 出 诸如 这 样 巧妙 的 关系 , 对 于 足够 大 的 z, 2z3 一 19x? 一 100 > 
z3. 毕竟 , 如 果 2z3 - 19z2 -~ 100 表现 得 像 2z3, 那么 很 明显 , 它 也 会 大 于 z3. 因此 , 分 母 大 于 er”. 
现在 用 v， 蔡 换 z3, 这 样 分 母 就 是 e*, 而 分 子 是 某 个 很 容易 处 理 的 表达 式 . 最 后 , 使 用 三 明治 定理 . 
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另 一 个 变形 涉及 这 样 一 个 事实 , er* 是 1/e* 的 另 一 种 写法 . 下面 是 一 个 有 关 的 例 
子 : 


i 
我 们 可 以 将 它 写 成 
lim (zs +3)'"e®= lm 一 0 
这 里 的 极限 是 0, 因为 指数 函数 增长 迅速 . 现在 , 考虑 一 个 与 之 非常 相似 的 极限 
,lim (2° + 3)101e” 


这 当然 涉及 了 ez 在 -co 附近 的 行为 , 但 通过 设 t= 一 z, 我 们 可 以 将 情形 转换 +oc. 
可 以 看 到 , 当 x 一 -co 时 , 有 + 上 一 +co. 因此 ， 


， l0loz -limn ((_#)5 101 一 
lim (z5 + 3) dm (人 "+3) e 


7 101 
ke i 
t—>o0 et 


再 一 次 地 , 极限 是 0, 因为 分 子 是 一 个 多 项 式 (其 首 项 为 负 , 但 这 并 不 要 紧 )， 因 此 ， 

通过 做 替换 上 = 一 zx, 你 可 以 处 理 当 x 一 -co 时 的 ez 的 极限 ; 这 也 意味 着 , 现在 你 
必须 处 理 当 t 一 co 时 et 的 极限 , 不 过 这 只 需 将 e 写成 1/et. 

9.4.5 对 数 函 数 在 ce 附近 的 行为 


旅程 继续 . 现在 让 我 们 来 看 看 当 x 是 一 个 大 的 正 数 时 In (x) 的 行为 会 如 何 . ( 回 
想 一 下 , 你 不 能 取 任 何 负数 的 对 数 , 因此 没有 必要 研究 对 数 函 数 在 -co 附近 的 行 
为 !) 同样 , 我 们 来 看 看 y = In (x) 的 图 像 , 如 图 9-3 所 示 . 


i 


图 9-3 
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次 地 , 要 注意 到 该 曲线 绝 不 会 触 磁 到 y 轴 , 尽管 看 起 来 它 好 像 是 . 它 只 
非常 非常 接近 y 轴 . 不 管 怎样 , 我 们 看 起 来 好 像 有 


PB 


lim lIn(x) = co. 


这 一 点 实际 上 很 容易 直接 表明 . 你 认为 In (x) 会 达到 1000 吗 ? 当然 会 : In (e1000) = 
1000. 同样 的 技巧 适用 于 任意 的 数 N. 取 z = ev, 你 就 会 发 现 mn (z) = ln (eN) =N. 
因此 , In (z) 会 变 多 大 是 没有 极限 的 , 当 z 一 co 时 , 它 趋 于 00………… 但 有 多 快 呢 ? 
我 们 很 容易 看 出 其 增长 速度 相当 慢 . 正如 我 们 刚刚 注意 到 的 , In (e190%9) = 1000. 
数 e1000 是 极 大 的 正 数 ( 比 宇宙 中 的 原子 数目 还 要 大 ), 而 其 对 数 仅 为 1000. 简直 是 
把 它 打 回 原形 ! 
更 确切 地 说 , 事实 表明 , ln (z) 趋 于 无 穷 大 的 速度 比 z 的 任意 正 次 寡 都 要 慢 很 
多 , 甚至 如 x00001. 因此 , 如 果 你 取 In (zx) 和 z 的 任意 正 次 窜 的 比 , 那么 该 比值 应 该 
会 很 小 (至 少 当 x 非常 大 时 会 很 小 ). 用 符号 表示 , 我 们 有 


a 


对 数 函 数 增长 缓慢 : 不 管 。 有 多 小 , | 如 果 a > 0, Jim me) - 


正如 在 指数 函数 中 那样 , 我 们 不 难 将 该 式 扩展 成 一 个 更 一 般 的 形式 : 
jim 任何 正 的 多 项 式 型 的 对 数 函 数 _ 
zco 具有 正 的 帘 次 的 多 项 式 型 
这 适用 于 任何 底数 b > 1 的 对 数 函 数 , 而 不 只 是 自然 对 数 . (这 是 因为 有 换 底 法 则 .) 


， logr(z3 二 37 一 了 
a 


一 0， 


尽管 z01 非常 小 

事实 上 , 不 应 该 奇怪 对 数 函数 增长 缓慢 , 毕 竞 我 们 已 经 知道 指数 函数 增长 迅速 
而 对 数 函数 和 指数 函数 互 为 反 函数 . 更 确切 地 说 , 如 果 你 取 In (z) /ze 并 用 et 替换 
z 那么 会 得 到 


志和 .ln(e! ,和 
0 

最 后 一 个 极限 是 0, 因为 分 母 中 指数 函数 ex 的 增长 比分 子 中 多 项 式 t 的 增长 要 快 
很 多 . 这 样 我 们 就 证 明了 , 指数 函数 增长 迅速 这 一 事实 会 自动 导出 对 数 函数 增长 组 
慢 这 一 结论 . 
9.4.6 ”对 数 函 数 在 0 附近 的 行为 

有 人 可 能 想 说 , mn (0) = -co, 但 这 是 不 正确 的 , 因为 In (0) 无 定义 . 另 一 方面 ， 
前 述 y = ln (z) 的 图 像 暗 示 了 
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lim ln(z) = 一 co. 
Z 一 0 


在 这 里 , 你 需要 使 用 右 极限 , 因为 nn(z) 在 x < 0 上 没有 定义 . 不 过 再 一 次 地 , 我 们 
还 需要 再 多 说 一 些 . 当 z 一 0+ 时 , In (x) 当然 趋 于 -co, 但 有 多 快 呢 ? 例如 , 考虑 
极限 


lim zln(z). 

Z 一 0 十 
如 果 你 只 是 将 0 代入 上 式 , 这 根本 不 起 作用 , 因为 In (0) 不 存在 . 当 x 是 一 个 比 0 
稍 大 一 点 的 数 时 , 量 z 很 小 而 In (zx) 是 一 个 很 大 的 负数 . 当 你 用 一 个 很 大 的 数 和 一 
个 很 小 的 数 相 乘 时 会 怎样 呢 ? 任何 情况 都 可 能 发 生 , 取决 于 那些 数 有 多 么 小 和 多 么 
大 : 


下 面 是 一 个 求解 上 述 问题 的 方法 . 我 们 用 1/t 蔡 换 x, 于 是 当 x 一 0+ 时 , 可 以 
看 到 上 一 oc. 因此 ， 有 


| 1 
yn rln(z) = dm ln (3) 
当然 , m (UVb) 正 是 了 (一 也 (区 ,又 由 于 阵 () =0, 它 便 等 于 一 lh(). 因此 , 得 到 
x. 1 1 —ln(t 
A (3) -下 2 - 

于 对 数 函 数 增长 缓慢 , 故 极限 是 0. 

用 1/t 替换 > 这 一 技巧 可 以 将 对 数 函 数 在 0 附近 的 行为 转换 为 在 co 附近 的 
行为 , 因为 mn (1/t) = 一 In(t). 你 可 以 用 它 来 证 明 下 列 原理 , 上 述 例子 就 是 该 原理 的 


对 数 函 数 在 0 附近 “增长 ”缓慢 : 不 管 " 有 多 小 ,| 如 宁 a > 0, lim x* In(z) =0. 


(我 把 “增长 ”加 上 引号 , 是 因为 当 z 一 0+ 时 , In (z) 实际 上 是 向 下 增长 到 -co.) 再 
一 次 地 , 你 可 以 用 多 项 式 型 来 替换 z", 只 要 当 x 一 0+ 时 , 它 变 得 非常 小 , 并 且 可 以 
用 任意 的 其 他 底数 b > 1 (也 就 是 说 , 不 限于 底数 e) 的 “log。” 替 换 “ln”. 
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处 理 像 F (z)9@) 这 样 底数 和 指数 均 为 x 的 函数 的 导数 问题 时 , 取 对 数 求 导 法 
是 一 个 有 用 的 技巧 . 毕竟 , 像 


di a 

人 
这 样 的 问题 用 我 们 之 前 的 方法 如 何 能 够 解 得 出 来 ? 根本 无 从 下 手 . 不 过 幸好 我 们 还 
有 这 些 很 好 的 对 数 法 则 , 它们 能 将 指数 拉 下 马 来 . 如 果 令 y = zsm@), 根据 9.1.4 节 
的 对 数 法 则 5, 则 


量 So 
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ln(y) = ln(zsintz)) = sin(x) In(x). 
现在 , 对 等 号 两 边关 于 z 做 隐 函 数 求 
d d 
ng) = SE (sin(a) In(a)) 
先 来 看 看 右边 的 部 分 . 它 是 一 个 z 的 函数 且 需 要 用 乘积 法 则 来 求解 ; 你 可 以 验证 一 
下 求 导 结果 应 该 是 cos (z) ln (zx) 十 sin (z) /zx. 再 来 看 看 左边 的 部 分 . 为 了 对 In (y) 关 
于 zz (而 不 是 y) 求 导 , 我 们 应 该 使 用 链 式 求 导 法 则 . 设 w= Im (y), 这 样 du/dy = 1/y. 
我 们 需要 求 出 du/dz; 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
du dudy 1dy 
dr dydr ydz- 
因此 , 对 方程 m (y) = sin (zx) In (x) 进行 隐 函 数 求 导 后 得 到 
1 dy sin(Z) 


一 cos(Z) ln(Z) 十 


Bb 于 人 ln(z) 十 am， = (em ln(z) 十 i a 


dz 
这 就 是 我 们 要 找 的 答案 了 . (顺便 提 一 下 , 还 可 以 用 另外 一 种 方法 来 解 此 题 . 不 是 使 
用 变量 y, 直接 使 用 公式 4 = em(4) 来 写 出 


ln(zsin(z) ) 


sin(z) 一 e Ee esin(z) ln(z) 


接 下 去 我 留 给 你 来 使 用 乘积 法 则 和 和 链 式 求 导 法 则 对 右边 关于 xz 求 导 . 完成 后 , 你 应 
该 用 zsin(z) 来 替换 esmtz)mtz) 并 检验 你 是 否 得 到 与 前 面 一 样 的 答案 .) 
让 我 们 来 回顾 一 下 这 种 技巧 吧 . 假 1 2 求 导 函数 
y= f(z7)” 
其 中 底数 f 和 指数 g 都 含有 变量 zx. 以 下 是 你 ,需要 做 的 ， 
(1) 设 y 是 想 要 求 导 的 z 的 函数 . 对 等 号 两 边 取 (自然 ) 对 数 . 右边 的 指数 9 
得 以 移 下 来 , 这 样 得 到 


In(y) = g(2) In(f (2)). 
(2) 对 等 号 两 边关 于 z 做 隐 函 数 求 导 . 右边 常常 会 用 到 乘积 法 则 和 (至 少 ) 链 
式 求 导 法 则 . 左边 的 结果 则 总 是 (1/y) (dy/dz). 因此 , 你 会 得 到 


二 关于 z 的 一 堆 东 西 


和 
F (z)sG) 替换 y, 你 就 完成 了 求解 . 
下 面 是 另外 一 个 例子 : 


d 2\1/z3 
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是 什么 呢 ? 第 一 步 , 设 y = (1+ z2)27 ,然后 对 等 式 两 边 取 对 数 , 这 样 会 使 指数 移 
下 来 , 得 到 
in(y) = 1 (LF ow) )= In(1 + 22) = 2 


第 二 步 是 对 等 式 两 边关 于 x 作 隐 郊 数 求 导 . 如 往常 一 样 , 左边 变 为 (1/y) (dy/dz)， 


但 我 们 必须 对 右边 使 用 商法 则 . 首先 , 使 用 链 式 求 导 法 ee z 二 In(1+22) 求 导 : 
如 果 w=1 二 ,那么 z= In (w), 故 

a 27 

dz duldz 4% 工 十 Z2 


现在 可 以 使 用 商法 则 . 你 应 该 检验 一 下 , 当 对 上 述 方程 mn (W) = 上 (1L+ z) /za 作 隐 
函数 求 导 时 , 是 否 得 到 了 (经 简化 之 后 ) 
2 
1 dy TT 一 3z2ln(1 + 7?) 272— 3(1+x? ) lIn(1 十 Z2 - 
ydzr | (23)? | zx4(1 十 Z2) 


最 后 , 用 y 和 等 式 两 边 相 乘 , 并 用 (1 +z?) ”替换 % 得 到 


dy _ (27 31 +0)In(l + 7))y 

dz 2Z4(1 + 2) 
(2z2 — 3(1 + 2) In(l + 73) + 0) 
Z4(1 十 2Z2) 
_ x? — 3 +22)In(l + 22)) 


zx4(1 + 22)1-1/2 

这 样 就 完成 了 求解 . 

即便 底数 和 指数 都 不 是 z 的 函数 , 取 对 数 求 导 法 仍 会 非常 有 用 . 如 果 你 的 函数 
非常 复杂 并 涉及 很 多 窜 函 数 ( 像 2) 和 指数 函数 ( 像 e*) 的 乘积 和 商 , 那么 取 对 数 
求 导 法 就 可 能 会 帮 得 上 忙 . 例如 ， 
了 22 — 3)1003sec(z) dy 

he i | 本 是 什么 ? 
你 一 定 在 想 , 我 准 是 在 开玩笑 . 我 们 怎么 可 能 对 这 样 糟糕 的 表达 式 求 导 呢 ? 但 使 用 
取 对 数 求 导 法 就 可 以 ， 对 等 式 两 边 取 自然 对 数 , 你 会 发 现 右 边 变 得 容易 处 理 多 了 
(只 要 你 还 记得 对 数 法 则 ): 
22 — 3)1003sec(z) 
my (二 二 十 or ) 

= In((x2 — 3)100) + In(35°°(®)) — In(2) — ln(z5) — In((logr(z) + cot(z))9) 
= 100ln(z2 — 3) +sec(z)m(3) — In(2) — 5ln(z) — 91n(log7 (x) + cot(2)). 


在 继续 阅读 之 前 , 确保 你 理解 了 这 些 对 数 的 操作 . 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 对 该 表 
达 式 关于 z 作 隐 函数 求 导 了 了: 
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SC (nly)) = S00 ln(z2 — 3) + sec(z) ln(3) 
—1n(2) — 5ln(zx) ~— 9In(log7(x) + cot(x))). 


如 往常 一 样 , 左边 是 (1/y) (dy/dz), 右边 则 让 我 们 来 逐 项 地 看 . 

。 第 一 项 是 1001n (z2 - 3). 这 正 是 一 个 简单 的 链 式 求 导 法 则 的 练习 , 容易 看 
出 其 导数 就 是 100 x 2z/(z2 - 3), 也 就 是 200z/ (x? 一 3). 
二 项 是 sec (x) ln (3). 在 准备 使 用 乘积 法 则 之 前 , 要 注意 到 ln (3) 是 一 个 常 
因此 你 实际 上 可 以 只 求 sec (z) 的 导数 , 然后 再 和 ln (3) 相 乘 得 到 ln (3) 

sec (x) tan (7). 

。 第 三 项 是 一 In (2). 它 是 一 个 常数 , 故 其 导数 就 是 0. 
。 第 四 项 是 -5ln (x). 其 导数 为 -5/z. 
。 第 五 项 是 -9In (logy (z) + cot (z)). 我 称 之 为 z, 我 们 需要 使 用 链 式 求 导 法 
则 . 尽管 你 应 该 能 够 自己 求 出 , 但 我 还 是 将 细节 列 出 来 . 令 w = logy (z) 十 
cot (z), 故 z= 一 91n(w). 那么 我 们 有 


dz dzdu 9 1 2 (7) 
dz dudz wv\zxln(7) a 


洋 泪 


9 S 1 
log7(7X) + cot (zx) («= (= sm) 


现在 , 用 y 与 之 相 乘 会 得 到 


一 C= Fln(3) sec(z)tan(z) 一 二 
- 2 工 
ormcle A ) 


最 后 , 用 原始 的 (可 怕 的 ) 表达 式 替 换 y 会 得 到 


dy 
dz 


-= ( Ss he 


2Z2 一 3 代 


9 5 1 (Z2 二 3)1003sec(z) 
logyr(z) + cot(z) (ss (= zi)) 人 22z5(logr(Z) 十 cot(Z))9 


这 看 上 去 有 点 难以 处 理 , 但 想象 一 下 要 是 不 用 取 对 数 求 导 法 的 话 .……… 
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z2 的 导数 

现在 我 们 终于 可 以 来 证 明之 前 一 直 不 作证 明 就 接受 的 一 件 事情 了 : 对 于 任意 
的 数 a (而 不 只 是 我 们 之 前 见 到 整数 ), 有 
d 
dz 
不 妨 假设 x > 0. 现在 使 用 取 对 数 求 导 法 : 设 y= zx, 这样 In (y) = aln (xz). 如 果 你 
对 两 边 作 隐 函数 求 导 , 会 得 到 


(2°) = ar™ 1. 


ldy _a 
ydr Zz 
现在 用 y 与 两 边 相 乘 并 用 z? 替换 y: 
dy ay azx®” si 
一 二 一 二 一 一 二 ax 
dz 也 代 


这 就 是 我 们 想 要 的 , 至 少 当 z > 0 时 . 当 x < 0 时 , 我 们 有 一 点 小 问题 . 例如 , 你 不 
能 取 (1)!2, 因为 这 是 一 个 负数 的 平方 根 . (-1)Y2 究竟 又 会 是 什么 呢 ? 事实 上 , 如 
果 不 使 用 复数 (毕竟 , 直到 第 28 章 我 们 才 会 学 到 ), 具有 当 a 是 一 个 带 有 一 个 奇 分 
(在 消去 公 因子 之 后 ) 的 有 理 数 时 , 对 于 x < 0, z? 才 说 得 通 . 例如 , 对 于 x < 0， 
25/3 说 得 通 , 因为 你 总 是 可 以 求 一 个 立方 根 一 一 由 于 3 是 奇数 , 所 以 这 没有 问题 . 
在 x<0 而 x* 说 得 通 的 情况 下 , 结果 表明 , 它 或 者 是 xz 的 偶 函 数 或 者 是 x 的 奇 函 
数 , 而 你 可 以 使 用 这 个 事实 证 明 其 导数 仍 是 az“ -1 

这 里 有 一 些 使 用 以 上 公式 的 简单 例子 . 如 果 定 义 域 是 (0，oo), 那么 zv2 关于 
2 的 导数 是 什么 呢 ? zx 呢 ? 使 用 公式 可 知 , 对 于 x > 0， 

2 二 V2xv2-! 和 a 
dz dz 
这 和 我 们 之 前 所 做 的 没什么 实质 性 区 别 ， 只 是 我 们 现在 可 以 处 理 非 整 数 的 指 
数 了 . 


(zx) = nr. 


9.6 ”指数 增长 和 指数 衰变 

我 们 已 经 看 到 , 连续 计 复 利 的 银行 账户 的 增长 是 指数 式 的 . 不 过 , 指数 增长 不 
只 限于 人 类 社会 , 它 也 见于 自然 界 . 例如 , 在 一 定 条 件 下 , 动物 种 群 总 数 , 如 兔子 (和 
人 类 ) 会 呈 指 数 增长 ， 此外, 还 有 指数 衰变 , 其 中 一 个 量 以 指数 方式 变 得 越 来 越 小 
(我 们 很 快 就 能 看 到 这 是 什么 意思 ). 放射 性 衰变 就 是 如 此 , 这 使 得 科学 家 能 够 确定 
古代 器 物 、 化 石 或 岩石 的 年 龄 . 

以 下 是 基本 思想 . 假设 y = ex*. 那么 , 正如 我 们 在 9.3.1 节 的 开头 部 分 看 到 的 ， 
dy/dz = ker**. 我 们 可 以 将 等 式 右边 写作 jy, 因为 y = e*x, 也 就 是 说 ， 


©O 
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dy 
Be ky. 
这 是 微分 方程 的 一 个 例子 . 也 就 是 说 , 它 是 一 个 涉及 导数 的 方程 . 我 们 将 在 第 30 章 
看 到 更 多 的 微分 方程 , 但 现在 , 暂且 让 我 们 把 精力 集中 在 这 一 个 上 面 . 还 有 其 他 什 
么 函数 也 满足 上 述 方程 呢 ? 我 们 知道 y = e*? 满足 , 但 一 定 还 有 其 他 函数 也 满足 . 
例如 , 如 果 yy = 2e**, 那么 dy/dz = 2ke**, 其 结果 再 次 为 hy. 更 一 般 地 来 说 , 如 果 
y 二 Ae**, 那么 dy/dz = Ake**, 也 就 是 hy. 事实 表明 , 这 是 可 以 得 到 dy/dz = ky 


d 
如 果 下 = jy 那么 y = 4ekz, 其 中 4 为 菜 个 常数 . 


我 们 将 在 30.2 节 说 明 为 什么 会 这 样 . 同时， 让 我 们 再 来 更 深入 地 看 看 微分 方程 
dy/dz = ky. 首先 要 做 的 是 将 变量 x 变 为 t, 这 样 可 以 看 到 


这 意味 着 , y 的 变化 率 等 于 ky. 这 太 有 趣 了 ! 一 个 量变 化 的 速率 取决 于 这 个 量 的 大 
小 . 如 果 这 个 量 越 大 , 那么 它 就 会 增长 得 越 快 (假设 K > 0). 在 动物 种 群 总 数 增长 
的 情况 中 , 这 是 说 得 通 的 : 兔子 越 多 , 它们 就 可 以 繁殖 得 越 多 . 如 果 你 有 两 倍 的 免 
子 , 那么 在 任意 给 定 的 时 间 周 期 中 , 它们 也 会 繁殖 出 两 倍 的 兔子 . 数 被 称 为 增长 
常数 , 它 控制 着 兔子 繁殖 得 多 快 . 它们 性 致 越 高 , 上 越 大 ! 
9.6.1 指数 增长 
假设 有 一 个 种 群 以 指数 增长 . 用 符号 表示 , 设 P (或 P(t), 如 果 你 喜欢 ) 是 在 
时 刻 t 时 的 总 数 , 并 设 是 增长 常数 . P 的 微分 方程 为 
dP 
均 = 
这 和 前 面 方 框 中 的 微分 方程 是 一 样 的 , 除了 一 些 符号 有 所 不 同 . 这 里 我 们 有 己 而 不 
是 y; 有 t 而 不 是 z. 不 过 不 要 紧 , 我 们 向 来 善于 随机 应 变 ; 我 们 只 需 在 解 y = Ae** 
中 做 同样 的 蔡 换 即 可 . 这 样 对 于 某 个 常数 4, P = Ae*t. 现在 , 当 t= 0 时 , 我 们 有 
忆 = Ae*(0) = 4e9 = 4, 因为 e0 = 1. 这 意味 着 , 4 是 初始 的 总 数 , 即 在 时 刻 0 时 的 
总 数 . 习惯 上 , 我 们 会 用 新 的 符号 表示 这 个 变量 , 用 古来 代替 4, 以 表明 它 代表 的 
是 在 时 刻 0 时 的 总 数 . 综合 在 一 起 , 我 们 有 
指数 增长 方程 : P(t) = Poert. 


其 中 有 是 初始 的 总 数 ,大 是 增长 常数 . 
此 公式 很 容易 应 用 到 实际 中 , 只 要 你 知道 指数 法 则 和 对 数 法 则 (参见 9.1.1 节 
和 9.1.4 节 ). 例如 , 如 果 你 知道 三 年 前 兔子 的 总 数 是 1000 只, 而 现在 增长 至 64000 


kP. 
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只 , 那么 从 现在 算 起 , 一 年 之 后 兔子 总 数 会 是 多 少 呢 ? 此 外 , 总 数 从 1000 增长 至 
400000 需要 多 长 时 间 呢 ? 

好 吧 , 我 们 有 丽 = 1000, 因为 这 是 初始 的 总 数 ， 故 上 述 方 框 中 的 方程 变 为 
P(t) = 1000e#， 但 问题 是 , 我 们 不 知道 大 是 什么 ， 我 们 知道 的 是 , 当 t = 3 时 ， 
P= 64000, 因此 将 其 代入 : 


64000 = 1000es5. 
这 意味 着 , e3* = 64. 对 两 边 取 对 数 可 得 3k = In (64), 故 大 = 
你 写 出 In (64) = In (25) = 6ln (2), 那么 就 可 以 将 其 化 简 头 
对 于 任意 的 时 刻 十 


2 4). 事实 上 , 如 果 
二 21n (2). 这 意味 着 ， 


P(t) = 1000e2 ™(2)t. 
现在 , 可 以 求解 该 问题 了 . 对 于 第 一 部 分 , 我 们 想 要 知道 从 现在 开始 的 一 年 中 会 发 
生 什么 情况 . 这 实际 上 是 从 初始 时 刻 开始 的 第 四 年 , 改 设 t= 4, 得 到 
P(4) = 1000e2™(%)x4 = 1000egm(2)， 


这 里 有 一 个 小 穿 门 : 将 8In (2) 写作 In (28) = In (256), 故 
P(4) = 1000eln(256) = 1000 x 256 = 256 000. 
这 里 使 用 了 重要 公式 : 对 于 任意 的 数 4 > 0, epm(4) = 4. 因此 结论 是 , 从 现在 算 起 


一 年 后 , 兔子 总 数 将 变 为 256 000. 现在 , 我 们 来 处 理 问 题 的 第 二 部 分 . 我 们 想 要 知 
道 需要 多 长 时 间 总 数 会 增 至 400 000, 故 设 P = 400 000, 得 到 
400 000 = 1000e2 IC) 
这 变 为 e223)t = 400. 为 了 求解 这 一 方程 , 我 们 对 等 式 两 边 取 对 数 , 得 到 21n (2)t = 
In (400), 这 意味 着 


_ In(400) 
2ln(2) 
这 就 是 总 数 从 1000 增 至 400 000 所 需 的 年 数 , 但 这 并 不 是 很 直观 . 你 可 以 使 用 计算 
器 算出 一 个 近似 值 . 但 如 果 你 手边 没有 的 话 , 就 需要 知道 In (5) 近似 为 1.6, 而 In (2) 
近似 为 0.7. 我 们 先 写 出 400 = 202, 这 样 In (400) = In (202) = 21n (20). 不 过 , 我 们 
还 可 以 做 得 更 好 , In (20) = In (4 x5) = 1n(4) 十 In(5) = 21n(2) 十 In(5). 综 上 所 述 ， 
得 到 


_ In(400) _ 2(2In(2) + In(5)) _ » In(5) 
am) 2n mn) 
使 用 近似 值 , 得 到 
ti 多 21: 2 - | 
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因此 , 尽管 需要 四 年 兔子 总 数 才能 达到 256 000, 但 只 需要 再 有 大 约 七 分 之 二 年 (也 
就 是 三 个 半月 左右 ) 就 能 达到 400 000. 这 就 是 指数 增长 的 威力 .…… 
9.6.2 ”指数 衰变 

现在 让 我 们 掉 过 头 来 看 看 指数 衰变 . 作为 铺垫 , 我 要 告诉 你 , 有 些 元 素 的 原子 
具有 放射 性 . 它们 像 微 小 的 定时 炸弹 : 一 段 时 间 后 , 原子 核 分 裂 , 它们 变 成 别 的 元 
素 , 同时 释放 出 能 量 . 唯一 的 问题 是 , 你 无 法 知道 原子 核 何 时 会 分 裂 (下 面 我 们 将 不 
再 说 “分 裂 ”, 而 称 之 为 “衰变 ”). 你 知道 的 只 是 经 过 给 定 的 一 段 时 间 , 存在 一 定 的 
概率 会 发 生 衰变 . 
例如 , 你 有 一 种 特定 元 素 的 原子 , 它 在 任意 的 七 年 周期 内 衰变 的 概率 是 50%. 
因此 , 如 果 在 一 个 盒子 里 你 有 这 一 个 原子 , 关上 盒子 , 并 在 七 年 后 打开 , 那么 它 已 经 
衰变 的 概率 就 是 五 五 开 . 当然 , 看 到 一 个 单独 的 原子 相当 难 ! 因此 , 我 们 假设 , 更 现 
实 一 点 , 你 有 一 万 亿 个 原子 (顺便 一 提 , 这 仍然 只 是 微乎其微 的 一 小 点 原料 ). 你 将 
它们 放 入 盒子 , 七 年 后 回来 . 你 期 待 发 现 什么 ? 好 吧 , 大 概 有 一 半 的 原子 应 该 已 经 
衰变 了 , 而 另 一 半 仍 是 完好 的 . 因此 , 你 应 该 有 大 概 一 万 亿 的 一 半 的 原始 原子 . 再 
过 七 年 , 你 再 来 看 时 又 会 怎样 呢 ? 剩余 的 一 半 原 子 会 仍然 完好 , 即 留 给 你 的 是 一 万 
亿 的 四 分 之 一 的 原始 原子 . 每 隔 七 年 , 你 失去 所 剩 样本 的 一 半 的 原子 . 
因此 , 让 我 们 试 着 写 出 一 个 方程 来 对 该 问题 建 模 . 如 果 P(t) 是 原子 在 时 刻 t 
时 的 数量 (总 数 ? ), 那么 我 可 以 断言 ， 

dP 
二 = 一 kiP 

其 中 天 是 某 个 常数 . 这 说 的 是 , P 的 变化 率 是 P 的 负 倍数 . 也 就 是 说 , P 是 以 一 个 
和 己 成 比例 的 速率 衰变 的 . 你 拥有 的 原子 数量 越 多 , 它们 衰变 得 就 越 快 . 这 和 上 述 
例子 是 一 致 的 : 在 第 一 个 七 年 中 , 我 们 失去 了 一 万 亿 原 子 中 的 一 半 , 而 在 下 一 个 七 
年 中 , 我 们 只 失去 了 一 万 亿 的 四 分 之 一 的 原子 , 再 过 七 年 ， 我 们 只 会 失去 一 万 亿 的 
八 分 之 一 的 原子 . 我 们 拥有 的 越 多 , 失去 的 也 就 越 多 . 不 管 怎样 ,上 述 微分 问题 的 
解 是 


P(t) = :Poe ™, 
其 中 记 是 原子 的 原始 数量 (在 t=0 时 ). 这 和 上 一 节 中 指数 增长 的 方程 是 一 样 的 ， 
除了 我 们 将 增长 常数 大 代 之 以 一 个 负 的 常数 -k, 称 为 衰变 常数 . 
在 上 例 中 , 我 们 知道 对 于 这 种 原子 的 任何 样本 ， 需 要 七 年 时 间 数 量 才 会 减 半 . 
这 个 时 间 长 度 被 称 为 原子 (或 原料 ) 站 在 上 述 方程 中 , 这 意味 着 , 如 果 你 开 
始 时 有 B 个 原子 , 那么 七 年 后 , 你 会 剩 下 =P 个 原子 . 因此 , 设 上 = 了 7 且 上 式 中 


P(7) 二 已， 我 们 有 
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1 
a 一 Pye—*(7). 


现在 , 从 等 号 两 边 消去 因子 PP 并 对 两 边 取 对 数 , 我 们 得 到 


1 


于 1n(1/2) =1n(1) 一 1n(2) = 一 ln (2), 上 述 方程 变 为 


这 意味 着 , 在 这 种 情况 下 ， 


P(t) = Pye tm(2)/7). 
现在 , 我 们 将 以 上 情况 一 般 化 . 假设 有 另 一 种 放射 性 原料 , 它 的 半衰期 是 三 /2 
年 . 这 意味 着 , 任何 大 小 的 原料 样本 的 一 半 会 在 斑 /> 年 后 衰变 . 但 这 并 不 意味 着 整 
ee 部 衰变 掉 ! 不 管 怎样 , 依据 和 上 一 段 中 相同 的 推理 
我 们 可 以 证 明天 = 1n (2) /ja 总 之 ， 


ln(2) 
t1/2 
例如 , 如 果 原 料 的 半衰期 仍 是 七 年 , 开始 时 有 50 磅 原料 , 十 年 后 还 剩 多 少 呢 ? 需要 
多 久 , 原料 会 减少 为 1 磅 呢 ? 我 们 知道 js = 7， 才 == In (2) /7, 正如 我 们 之 前 所 
见 . 由 于 而 = 50 (单位 为 磅 ), 衰变 方程 P(t) = Pe- 人 % 变 为 

P(t) = 50e-t0nt2)/7). 


对 于 半衰期 为 t1yo 的 放射 性 衰变 , P(t) = Poe-*%, 其 中 = 


故 当 t= 10 时 , 有 
P(10) = 50e—10 (2)/7. 
也 就 是 说 , 原料 缩减 为 50e-IP(2)/7 磅 . 如 果 代 入 近似 值 In (2) 3 0.7, 那么 可 以 看 
到 还 剩 大 约 50e-! 磅 , 这 可 以 进而 近似 为 大 概 18.4 磅 . 
至 于 问题 的 第 二 部 分 , 现在 要 求 出 需要 多 久 原 料 会 缩减 为 1 磅 , 故 在 上 面 P(t) 
的 方程 中 设 P(t) = 1, 得 至 


一 


1 = 50e—t(12(2)/7). 


m( 协 ) = -2 


于 In(1/50) = 一 In(50), 有 一 7In (50) = 一 tln (2). 也 就 是 说 ， 
_ 7ln(50) 
In(2) 
可 以 使 用 之 前 的 近似 值 In (5) = 1.6 和 1n(2) = 0.7 对 此 进行 估算 .我 们 写 出 In (50) = 


两 边 同 除 以 50 并 取 对 数 , 得 
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mn(2x5x5=ln(2) 二 2m(5), 从 而 得 到 


;2 TIn(50) _ 70n(2) + 2In(5)) _ 7 14In(®) 
1n(2) ln(2) In(2) 
,14(1.6) 

A 


i ea ob 
比 5 上 个 半衰期 略微 多 一 点 (因为 一 个 半衰期 是 七 年 ) 因此 , 如 果 有 50 磅 另 一 种 
不 同 的 原料 , 其 半衰期 为 十 年 , 那么 该 原料 将 需要 比 55 年 略微 多 一 点 的 时 间 衰 变 
到 1 磅 . (实际 的 结果 是 101n (50) /In (2) 年 , 这 约 为 565 年 ) 


9.7 双 曲 函数 


现在 让 我 们 改变 一 下 行径 , 来 探讨 一 下 所 谓 的 双 曲 函数 . 它们 实际 上 是 伪装 的 
指数 函数 , 但 它们 在 很 多 方面 又 和 三 角 函 数 非常 相似 . 我 们 不 会 用 到 太 多 的 双 曲 函 
数 , 但 它们 偶尔 会 出 现 , 因此 最 好 还 是 熟悉 一 下 它们 

我 们 先 来 定义 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 函数 : 


一 代 


e+e ?7 ez 一 e 

2 2 
完全 不 需要 三 角形 ! 毕竟 , 这 根本 不 是 三 角 学 .” 这些 函数 的 行为 有 些 像 普通 的 函 
数 , 但 又 不 完 全 是 . 例如, 如 果 平方 cosh (z) 和 sinh (z), 你 会 发 现 


及 一 ZN 2 27 一 27 
2 
人 ( 人 ) 2 


cosh(x) = 和 |sinh(z) = 


4 )》 
和 
_a—X 一 2 _ 
sinh? (2 过 (全 e ) =: 全 二 2 
(我 们 使 用 了 ere-?* = 1 这 个 事实 .) 然后 取 这 两 个 量 的 差 : 
Th 
cosh (x) 一 sinh (x) = Se 下 


这 样 就 证 明了 , 对 于 任意 的 x， 
cosh2(z) — sinh2(z) = 1. 


这 和 原来 的 三 角 恒等式 不 太一 样 变 得 不 同 . (确实 , ?一 上 = 二 1 是 
一 个 双 曲 方程 .) 


如 
Da 


@ 事 实 上 , 有 一 个 儿 何 学 分 支 , 称 为 双 曲 几何 学 , 其 中 三 角形 有 些 古 怪 的 性 质 , 它们 引出 了 双 曲 函数 . 
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其 微 积 分 性 质 又 如 何 呢 ? 让 我 们 来 对 y = sinh (z) 求 导 . 我 们 需要 用 到 e-? 的 
导数 是 -ez 的 事实 : 


d d /ez 一 e 7 ez 十 e 7 
一 Sinh(z) = 一 = COSh(Z). 
sinh(Z) ( ) cosh(zZ) 


dz 
因此 , 双 曲 正弦 函数 的 导数 就 是 双 曲 余弦 函数 . 这 就 好 像 原来 常规 正弦 函数 和 余弦 
函数 的 情况 . 另 一 方面 ， 


d TX EL = eT 
一 一 h 一 一 一 Si h . 
I 0s (zx) > 5 ) 5 sinh(z) 


要 是 这 里 是 普通 的 三 角 函 数 的 话 , 那么 其 导数 将 是 负 的 双 曲 正弦 函数 , 但 实际 上 我 
们 在 这 里 没有 负 号 . 不 管 怎样 , 我 们 证 明了 


A sinh(z) = cosh(x)| 和 2 cosh(z) = sinh(z)， 
dz dz 


现在 , 来 看 看 这 些 函 数 的 图 像 吧 . 首先 , 你 应 该 试 着 让 自己 相信 , cosh (z) 是 z 的 偶 
函数 , 而 y = sinh (x) 是 z 的 奇 函 数 . (只 需 将 -z 代入 看 看 会 发 生 什么 就 一 目 了 然 
了 .) 此 外 , cosh (0) = 1 且 sinh (0) = 0 (也 请 检验 ). 最 后 , 我 们 注意 到 


e+e ” 


dm cosh(7x) = dm 


其 中 e* 趋 于 co, 而 e-” 趋 于 0. 整体 的 效果 就 是 极限 是 co. 同 理 适 用 于 sinh (2)， 
办 此 它们 的 图 像 看 起 来 如 图 9-4 所 示 . 


y = cosh (7) y = sinh (7) 


图 9-4 


EE 
习 
民 
二 


csch 四 及 a coth a 我 们 可 以 通过 适当 地 替换 指数 函数 来 区 分 双 曲 正 割 函数 、 双 
余 割 函数 和 双 曲 余 切 函 数 . 例如 ， 


二 


当然 ， 六 用 sinh (x) / cosh (zx) 来 定义 tanh (x), 还 有 作为 各 种 倒数 的 sech (x)、 
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1 1 2 
3 h 一 一 
0 cosh(Z) ez 十 e 7 ez 十 ez 
2 


你 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 或 乘积 法 则 对 它 求 导 . 我 们 还 有 联系 这 些 函 数 的 恒等式 ， 
其 中 最 重要 的 一 个 就 是 


1 一 tanh2(z) = sech2(z). 
这 可 以 直接 从 恒等式 cosh? (xz) 一 sinh? (z) = 1 中 推出 : 两 边 同 除 以 cosh? (x). 现在 ， 
我 要 列 出 其 他 双 曲 函数 的 导数 并 展示 它们 的 图 像 了 一 一 我 留 给 你 去 检验 所 有 的 导 
数 是 正确 的 以 及 至 少 一 个 图 像 是 说 得 通 的 . 首先 是 导 交 


d 2 d 
元 tanh(Z) = sech (x) sech(Z) = — sech(x)tanh(z) 


d d 加 2 
a csch(Z) = 一 csch(Z) coth(Z) 元 coth(x) = — csch’ (x). 


然后 是 图 9-5. 


y = csch (7) y = coth (2) 


图 9-5 


函数 的 定义 可 以 看 到 , 除了 双 曲 余 粥 函数 和 双 曲 正 害 函数 是 偶 函 数 外 ,所 
有 的 双 曲 三 角 函 数 都 是 奇 函 数 . 这 和 原来 常规 的 三 角 函 数 的 情况 相同 ! 此 外 , y = 
tanh(z) 和 yy = coth(z) 都 在 y=1 和 yY= -1 处 有 水 平 渐 近 线 , 而 y = sech (z) 和 
y 二 csch (z) 在 y= 0 处 都 有 一 条 水 平 渐 近 线 . 
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在 上 一 章 中 , 我 们 研究 了 指数 函数 和 对 数 函 数 , 并 围绕 以 下 事实 讨论 了 很 多 , 那 
就 是 ez 和 In (x) 互 为 反 函 数 . 在 本 章 , 我 们 将 先 看 一 下 反 函 数 更 一 般 的 性 质 , 然后 
再 详细 讨论 反 三 角 函 数 (及 反 双 曲 函 数 ). 以 下 就 是 我 们 的 计划 : 

。 使 用 导数 证 明 一 个 函数 有 反 函 数 ; 

。 求 反 函 数 的 导数 

。 逐个 来 看 反 三 角 函 数 ; 

e。 反 双 曲 函数 . 


10.1 导数 和 反 邑 数 


在 1.2 节 中 , 我 们 回顾 了 反 函 数 的 基本 知识 . 我 强烈 建议 你 在 继续 阅读 之 前 再 
快速 地 浏览 一 下 那 节 , 让 自己 重 温 一 下 大 致 思想 . 现在 我 们 已 经 了 解 了 一 些微 积分 
知识 , 对 此 就 有 更 多 可 说 的 了 . 特别 是 , 我 们 将 要 讨论 导数 和 反 函 数 之 间 的 两 个 联 
系 . 
10.1.1 使 用 导数 证 明 反 函数 存在 

假设 有 一 个 可 导 函 数 f, 它 的 导数 总 是 正 的 . 你 认为 该 函数 的 图 像 会 是 什么 样 
的 呢 ? 好 吧 , 切线 的 斜率 必定 处 处 为 正 , 故 该 函数 不 可 能 上 下 起 伏 : 当 我 们 从 左 问 
右 看 时 , 它 必 须 是 向 上 的 . 换 句 话说 , 该 函数 一 定 是 递增 的 . 

我 们 会 在 下 一 章 中 (参见 11.3.1 节 及 11.2 节 ) 证 明 这 个 事实 , 但 现在 至 少 看 上 
去 它 应 该 是 成 立 的 . 不 管 怎样 , 如 果 函 数 f 总 是 递增 的 , 那么 它 一 定 满足 水 平 线 检 
验 . 没有 水 平 线 会 与 y = f (x) 相交 两 次 . 由 于 f 满足 水 平 线 检验 , 所 以 我 们 知道 
f 有 有 反 函 数 . 这 就 给 我 们 提供 了 一 个 证 明 一 个 函数 有 反 函 数 的 很 好 策略 : 证 明 它 的 
导数 在 其 定义 域 上 总 为 正 . 

例如 , 假设 在 其 定义 域 R (整个 实 轴 ) 上 ， 
f(x) = 3 一 22 十 52 一 11. 


了 有 反 函 数 吗 ? 试图 在 方程 y = 529 一 22 十 到 一 11 中 调换 x 和 y, 然后 求解 无 疑 
会 弄 得 一 团 糟 ，( 你 试 着 做 做 看 !) 证 明 f 有 反 函 数 的 一 个 更 好 方法 就 是 求 其 导数 . 
我 们 得 到 


f(x)= x? — 27r+5. 
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但 那 又 怎样 呢 ? 好 吧 , f' 是 一 个 二 次 函数 . 它 的 判别 式 为 -16, 这 是 负 的 , 因此 方程 


户 (z) = 0 无 解 . (关于 判别 式 , 参见 1.6 节 .) 这 意味 着 , f'(x) 一 定 总 为 正 或 总 为 负 : 


能 与 


它 的 图 像 不 可 z 轴 


相交 . 那 好 , 它 究 竟 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 由 于 17 (0) = 5, 它 


一 定 为 正 .” 也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 z, f' (z) > 0. 这 意味 着 , f 是 递增 的 . 特别 是 , f 
满足 水 平 线 检验 , 因此 它 有 反 函 数 . 


我 们 已 经 看 到 , 如 果 对 于 所 有 的 在 其 定义 域 


数 ， 这 里 还 有 一 些 变 体 . 例 妇 
像 是 递减 的 .尽管 如 此 , 水 3 


掉头 向 上 并 与 同样 的 水 平 线 相交 马 
他 地 方 都 是 正 的 . 这 没有 问题 ， 


但 在 其 
们 对 情况 的 总 结 . 


导数 和 反 函 数 : 如 果 了 在 其 定义 域 (a,5) 


一 条 : 
1) 对 于 所 有 的 在 
fT 有 的 在 
fT 有 的 在 

(4) 对 于 所 有 的 在 (a,5) 
则 六 有 反 函 数 . 如 果 


个 
连续 ， 


下 面 是 另 一 个 例子 . 假 
首先 , 9% (zx) = 一 sin (xz). 我 人 
的 话 , 只 需 看 一 下 它 的 图 像 . 


定义 域 是 [a, 0、 
那么 如 果 满足 上 述 四 个 条 件 中 
成 (0，m) 
区 间 (0,m 上 , sin (z) > 0 一 一 如 果 你 不 相信 
), 我 们 看 到 , 对 于 所 有 的 在 (0,m) 


F 线 检验 仍然 适 


j 


图 像 


的 x, f(z) > 0, 那么 f 有 有 反 
I, 如 果 对 于 所 有 的 z, f(z) < 0, 那么 y= f(x) 的 


i 


4 


A 


十 砚 员 


Fey 


下 的 , 所 以 它 不 可 


只 要 


的 xz, 天 
的 xz, 天 
的 z, 了 
的 xz, 


中 
中 
中 


中 


设 在 定义 


] 知 道 , 在 


由 于 9' (z) = 一 sin 


其 导数 不 五 


可 


对 


村 


且 


次 . 另 一 个 变 体 是 , 其 导数 在 某 个 位 置 可 能 是 0， 
E 0 上 逗留 太 久 . 以 下 就 是 我 


满足 以 下 条 件 中 的 任意 


且 对 于 有 限 个 数 的 xz, f' (xz) = 0; 
且 对 于 有 限 个 数 的 xz, f' (zx) = 0， 


) 
(Zz 


中 


的 zx, g' (z) < 0， 这 意味 着 , g 有 反哺 数 . 事实 | 


上 ,我们 知 


9 有 反 函 数 ， 


因为 g 在 那里 


度 1; 又 由 于 当 0<x<x 


是 连续 的 . 这 是 
寺 , % (z) < 0, 我 们 知道 g 


f 在 整个 定义 域 上 


的 任意 一 条 , 它 仍然 有 反 函 数 . 
上 g(x) = cos (xz). 9 有 肥水 数 吗 ? 


;党 


媳 


在 整个 的 [0, zx 


EE 的 基本 思路 是 , g (0) = 1, 故 9 始 于 高 
会 立即 变 得 低 于 1. 又 | 


了 


g (7) = 一 1, g (zx) 的 值 会 下 降 至 -1, 并 且 在 这 个 过 程 中 不 会 两 次 到 达 同 一 个 值 . 因 
此 在 整个 [0,z] 上 9 有 有 反 函 数 . 我 们 将 在 10.2.2 节 再 次 讨论 这 个 函数 . 
最 后 一 个 例子 , 在 整个 上 令 h(x) = xz3. 我 们 知道 凡 (z) = 3z2, 它 不 可 能 是 
负 的 . 因此 , 对 于 所 有 的 x, jv (x) > 0. 幸运 的 是 , 仅 当 z =0 时 jv (xz) = 0, 故 只 有 
点 使 得 jv (x) = 0. 这 就 没 问 题 了 , 因此 h 仍然 有 反 函 数 ; 事实 上 , h-! (x) = x. 
10.1.2 导数 和 反 函 数 : 可 能 出 现 的 问题 


我 们 注意 到 , 函数 的 导数 可 以 偶尔 是 0, 而 该 函数 仍然 有 反 函 数 . 但 为 什么 不 
能 允许 稍微 多 一 点 f(x) = 0 呢 ? 例如 , 假设 f 定义 如 下 : 


@ 另 一 个 证 明 方法 是 配方 : zz? -2z+5=(z 一 1)2 十 4>0， 


大 


为 所 有 了 


F 方 (如 (z 一 1)?) 都 是 非 负 的 . 
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一 22 十 1 如 果 x < 0， 
f(x7)= 1 如 果 0<zxz<1， 
X22 一 27 十 2 如 果 zz > 1 


x < 0 时 , 我们 有 f(z) = 一 2x, 它 是 正 的 ( 因 
2 是 负 的 ). 当 0 < x < 1 时, 我 们 有 f'(x) = 
; 当 z > 1 时 , 我 们 可 以 看 到 fr (x) = 2z - 2 = 
2 (z 一 1), 这 一 定 是 正 的 . 此 外 , 函数 值 和 导数 值 在 
连接 点 z= 0 和 x = 1 处 是 一 致 的 , 这 样 就 证 明了 
f 可 导 且 对 于 所 有 的 z, f' (x) > 0. (为 什么 这 是 可 
以 的 , 参见 6.6 节 .) 但 不 幸 的 是 , 它 没有 通过 水 平 线 
检验 , 故 不 存在 反 函 数 ! 我 们 来 检验 一 下 其 图 像 , 如 
图 10-1 所 示 . 水 平 线 y=1 和 该 图 像 有 无 数 次 相交 
(在 z=0 和 xz=1 之 间 且 包括 这 两 点 的 每 一 点 上 都 
相交 ). 函数 f 在 [0,1] 上 是 常数 , 这 与 对 于 那些 zx，f' (x) = 0 的 事实 是 一 致 的 . 

这 里 还 有 另 一 个 潜在 的 问题 . 10.1.1 节 中 的 那 四 个 条 件 都 要 求 定 义 域 是 一 个 形 
如 (a,5) 的 区 间 . 如 果 定 义 域 不 在 一 起 会 怎样 呢 ? 不 幸 的 是 , 要 是 那样 的 话 , 结论 就 
全 都 不 成 立 了 . 例如 , 如 果 f(z) = tan (7z), 那么 (x) = sec? (x), 这 不 可 能 是 负 的 ; 
然而 , 从 图 像 中 可 以 看 到 y = tan (z) 不 满足 水 平 线 检验 . (y = tan (z) 的 图 像 参见 
10.2.3 节 .) 因此 一 般 来 说 , 当 函 数 有 不 连续 点 或 垂直 渐 近 线 时 ,上 节 所 述 方法 就 不 
适用 了 . 
10.1.3 求 反 函 数 的 导数 

如 果 知 道 函数 f 有 反 函 数 , 我 们 通常 称 之 为 f-!1, 那么 该 反 函 数 的 导数 是 什么 
呢 ? 下面 就 介绍 如 何 求解 . 从 方程 y = f-1 (zx) 开始 . 你 可 以 将 它 重新 写作 f(y) = zx. 
现在 对 方程 两 边关 于 x 作 隐 函数 求 导 得 到 

WD) = 所 四) 

等 号 右边 很 容易 求解 , 它 就 是 1， 为 了 求解 左边 , 我 们 使 用 隐 范 数 求 导 (参见 第 8 
章 ). 如 果 设 w= f(y), 那么 根据 链 式 求 导 法 则 (注意 到 du/dy = f(y)), 我 们 有 


半 上 时 


se) 


图 10-1 


现在 , 等 式 两 边 同 除 以 六 (人 得 到 以 下 定理 : 


如 果 y = 广 1(z), 则 
化 


f'(y) 


©O 
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如 果 想 要 用 x 来 表达 所 有 项 , 那么 必须 用 广 1(z) 替换 得 到 
di 1 
dz (= ptr) 
这 意味 着 , 反 函 数 的 导数 基本 上 就 是 原 函 数 的 导数 的 倒数 , 只 是 对 于 后 面 这 个 导 类 
你 必须 用 f-! (zx) 而 不 是 x 进行 计算 . 

例如 , 设 f(x) = 23 一 2 十 5 一 1 在 10.1.1 节 中 我 们 已 经 看 到 , f 在 其 定义 域 
及 上 有 反 函 数 . 如 果 设 y = 广 1(o), 那么 dy/dz 的 一 般 形式 是 什么 呢 ? 当 z 二 _11 
时 它 的 值 又 是 什么 昵 ? 为 了 求解 第 一 部 分 , 你 所 要 做 的 只 是 看 到 f' (x) = z2 一 2 十 5， 
故 


dy 1 1 

dz FO) -ay+5 
注意 到 , 在 这 里 , 重要 的 是 要 用 y 替换 x. 不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 来 求解 第 二 部 分 
了 . 我 们 知道 x 11, 但 y 是 什么 呢 ? 由 于 y = f7! (x), 我 们 知道 有 f(y) = x. 根 
据 f 的 定义 , 有 


3 +5y—11=—1l. 
现在 很 明显 y = 0 是 该 方程 的 一 个 解 , 并 且 它 一 定 是 唯一 解 , 因为 反 函 数 存在 . 医 
此 , 当 z= -11 时 ,有 yy=0, 且 
dy 1 1 1 
dz -oy45 (02—2045 5 
更 正式 地 , 可 以 写成 (三 上 (-11) = 1/5. 
现在 , 假设 h(x) = zZ3, 如 10.1.1 节 所 述 . 我 们 已 经 在 那里 看 到 h 有 肥水 数 , 其 
至 能 把 它 写 出 来 : h-1 (zx) = zl3. 当然 , 可 以 直接 对 zx? 关于 x 求 导 , 但 还 是 让 我 们 
来 试 一 下 上 述 方法 吧 . 我 们 知道 jy (zx) = 3z2; 如 果 y = h-1 (x), 那么 
dy 1 1 
dr h’(vy) 呈 372 
现在 , 可 以 通过 解 方程 x = y3 来 求 y, 得 到 y = zl13, 并 将 其 代入 上 述 方程 得 到 
dy 1 1 
dz 3(z1/3)2?2 322/3° 
这 样 做 是 相当 愚蠢 的 , 因为 我 们 可 以 直接 对 y = xz1/3 求 导 , 不 用 那么 麻烦 就 得 到 相 
同 的 答案 . 然而 , 知道 这 种 方法 能 奏效 还 是 蛮 不 错 的 . 
在 继续 看 另 一 个 例子 之 前 , 我 们 需要 注意 到 一 点 , 当 z = 0 时 , 反 函 数 的 导数 
不 存在 , 因为 分 母 3z2/3 变 为 零 . 因此 , 尽管 原 函 数 处 处 可 导 , 其 反 函 数 不 一 定 处 处 
可 导 : 当 x = 0 时 , 其 导数 不 存在 . 这 对 一 般 而 言 也 是 成 立 的 , 而 不 只 是 对 上 述 函 


TT 


下 
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数 h. 如 果 你 有 一 个 函数 , 它 有 反 函 数 , 并 且 原 函数 在 点 (x,y) 处 的 斜率 为 0, 则 其 
反 函 数 在 点 (y,zx) 处 的 斜率 将 会 是 无 限 的 , 如 图 10-2 所 示 . 


斜率 在 (y, 处 是 无 限 的 


图 10-2 


有 时 候 虽 然 你 对 一 个 函数 了 解 不 多 , 但 仍然 可 以 得 出 有 关 其 反 函 数 的 导数 的 一 
些 信息 . 例如 , 假设 你 知道 对 于 一 些 可 道 函数 f, 有 g(z) = sin(f71(z)), 而 你 仅 知 道 


有 fn)==2 及 f'(n) = 5. 但 这 些 信息 实际 上 足够 让 你 求 出 g(2) 和 9 (2) 的 值 

了 . 具体 说 , 由 于 f (7) = 2 及 了 可 逆 , 我 们 有 广 !(2) = 故 9(2) =sin ( 广 !(2)) = 

sin (r) = 0. 此 外 , 根据 链 式 求 导 法 则 及 之 前 关于 (了 -1) (x) 的 方 框 公式 , 有 
1 


9 (2) = cos(f™ (2)) x (六 (2) = cos(f™ (7)) x 


f'(f71(7)) 
将 z=2 代 入 且 由 了 1(2)=7 及 f(z)=5, 得 到 
i A 1 加 1 1 1 
9 (2) = cos(f 人 1x5= 5 


所 以 请 确保 你 了 解 了 之 前 两 种 形式 的 反 函 数 的 导数 公式 ! 
10.1.4 一 个 综合 性 例子 


最 后 让 我 们 以 一 个 例子 结束 本 节 , 它 将 综合 用 到 我 们 目前 为 止 在 本 章 看 到 的 大 
多 数理 论 . 假设 


f(z) = x2(z 一 5)3, 并 且 其 定义 域 为 [2, co). 
以 下 是 我 们 想 要 做 的 : 
(1) 证 明 了 可 道 ; 
(2) 求 出 反 函 数 本 1 的 定义 域 和 值 域 ; 
(3) 检验 了 (4) = 一 16; 
(4) 计算 ( 广 : ee 
对 于 问 (1), 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 可 以 得 到 
jzZ)=2z(z 一 5)3 十 372(z 一 5)2. 
注意 到 x 和 (x 一 5)” 是 右边 两 项 的 公 因子 , 因此 可 以 将 它 重新 写作 
jz)=zz 一 5)2(2(z 一 5) 十 3z) 一 zz 一 5)2(5z 一 10) 一 5z(z 一 5)2(z 一 2). 
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2 > 2 时 (回想 一 下 , 了 的 定义 域 是 [2,co)), 所 有 这 三 个 因子 5rz、(z 一 5)” 及 
一 2) 都 是 非 负 的 , 因此 它们 的 乘积 也 是 非 负 的 ， 这样 我 们 证 明了 在 (2,co) 上 
(z) > 0. 此 外 , 在 此 定义 域内 , 唯一 一 处 使 得 f(x) = 0 的 点 是 z= 5. 由 于 了 在 
[2, 00) 上 连续 , 10.1.1 节 中 的 方法 便 证 明了 f 有 反 函 数 . 
让 我 们 接着 来 看 问 (2). 反 函 数 广 :! 的 值 域 就 是 f 的 定义 域 , 它 当 然 就 是 [2, 00). 
f-! 的 定义 域 则 更 难 求 一 些 . 确实 , 广 : 的 定义 域 就 是 f 的 值 域 , 因此 我 们 需要 做 
些 工作 求 出 这 个 值 域 . 但 这 不 是 什么 大 不 了 的 . 我 们 知道 f 总 是 递增 的 , 这 意味 着 
f (2) 是 最 低 点 . 也 就 是 说 , 该 函数 始 于 高 度 f (2), 也 就 是 22 x (3)”= 一 108, 且 递 
增 向 上 . 那 它 能 上 升 到 多 高 呢 ? 当 x 变 得 越 来 越 大 , f 也 变 得 越 来 越 大 一 一 它 的 
上 升 是 没有 极限 的 . 这 意味 着 , f 取 到 自 -108 以 上 的 所 有 数 , 故 f-! 的 定义 域 和 
f 的 值 域 相同 , 也 就 是 [一 108, o0). 
我 们 还 需要 求解 问题 的 后 两 部 分 ,对 于 问 (3), 很 容易 计算 得 出 f (4) = 一 16， 
这 意味 着 广 !(-16) = 4. 再 来 看 问 (4), 如 果 y = f-1 (x), 那么 我 们 知道 
dy 1 1 
dz f(y 5y(y—5)(y—2) 
当 z= -16 时 , 从 间 (3) 可 知 y = 4. 将 它 代 入 , 得 到 
dy 1 1 


dz 54524-2 40 


这 样 就 求解 了 该 问题 的 所 有 部 分 , 但 画 出 y = z? (x 一 5)” 的 图 像 会 有 助 于 我 们 了 解 
刚刚 究竟 在 这 里 做 到 了 什么 . 我 们 将 在 12.3.3 节 回 到 这 个 例子 , 深入 讨论 如 何 画 出 
其 图 像 , 现在 我 们 已 经 能 够 对 其 图 像 有 个 大 致 概念 了 .让 我 们 首先 在 定义 域 及 上 
进行 操作 , 最 后 将 其 限制 到 [2,co). 以 下 是 我 们 所 知 的 . 


于 


。 为 了 求 y 轴 截 距 , 将 x = 0 代入 ; 我 们 得 到 y = 0? x (0 一 5)”=0. 故 y 轴 截 
距 为 0. 

。 为 了 求 x 轴 截 距 , 设 zz (x 一 5)”= 0; 我 们 求 出 z = 0 或 z= 5. 这 些 是 了 
截 距 . 

。 当 >z 接近 于 0 时 , 量 (z - 5)? 非常 接近 (-5)? = -125, 故 z2 (z - 5)” 应 访 


十 分 接近 于 -125z2. 该 图 像 应 该 体现 这 一 点 . 
。 当 2z 接近 于 5 时 , 我 们 看 到 zx? 非常 接近 25， 故 该 曲线 应 该 表现 得 如 同 
25 x (z 一 5) .而 y= 25 x (zx 一 5) 的 图 像 就 如 y = z3 的 图 像 , 只 是 向 右 平 
移 了 5 个 单位 并 垂直 拉 伸 了 25 倍 . 因此 , 我 们 应 该 让 图 像 反 映 这 些 信息 . 
汇总 起 来 , 我 们 会 得 到 类 似 图 10-3 的 图 像 (我 已 经 将 该 图 像 的 x < 2 的 部 分 画 成 了 
虚线 ; 同时 还 要 注意 到 两 个 坐标 轴 的 比例 不 同 ). 
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图 10-3 


该 图 像 与 函数 了 在 受 限 定义 域 2, co) 上 可 道 以 及 f 在 此 受 限 定义 域 [2, co) 上 
的 值 域 是 [-108, co) 等 事实 是 一 致 的 . 

10.2 ” 反 三 角 函 数 
现在 是 时 候 来 研究 反 三 角 函 数 了 . 我 们 将 看 到 如 何 定义 反 三 角 函 数 、 它 们 的 图 
像 看 上 去 如 何以 及 如 何 对 它们 求 导 . 让 我 们 一 个 个 来 , 首先 从 反正 弦 函 数 开 始 . 
10.2.1 反正 弦 函 数 


我 们 先 从 书 


顾 y = sin (x) 的 图 像 开 始 . 


图 10-4 


正弦 函数 有 有 反 函 数 吗 ? 从 图 10-4 中 可 以 看 到 , 它 不 满足 水 平 线 检验 . 时 
每 一 条 高 度 在 -1 和 1 之 间 的 水 平 线 都 与 图 像 相交 无 穷 多 次 , 这 可 比 我 们 可 以 容 
的 零 次 或 一 次 要 多 很 多 . 不 过 , 我 们 可 以 使 用 1.2.3 市 描述 的 方法 , 尽 可 能 少 地 限制 
定义 域 并 使 剩余 部 分 得 以 通过 水 平 线 检验 . 有 很 多 选择 , 但 一 个 明智 的 选择 是 将 定 
义 域 限制 为 区 间 [xx/2, /2]. 其 效果 如 图 10-5 所 示 . 


2 


mi i T<3 


188 第 10 章 反 函 数 和 反 三 角 函 数 


该 曲线 的 实 线 部 分 就 是 限制 定义 域 后 押 剩 下 的 . 很 明显 , 我 们 不 能 往 右 超出 </2， 


否则 随 着 曲线 掉头 往 下 我 们 又 会 开始 重复 曲线 上 /2 左 侧 的 值 . 在 -x/2 处 也 有 类 


[i 


似 的 情况 . 因此 , 我 们 被 困 在 了 这 个 区 间 里 . 


这 样 如 果 f(z) = sin (z), 并 且 其 定义 域 为 一 r/2, /3 则 它 满足 水 平 线 检验 ， 


故 它 有 有 反 函 数 广 !. 我 们 将 f-! (x) 写成 sn (zx) 或 arcsin (x). ( 


注意 : 第 一 个 记 


号 初 看 上 去 会 有 点 让 人 困惑 , 但 sn (z) 和 (sin (z))“ 不 是 一 
sin2 (Z) = (sin (xz)) 及 sin3 (2) (sin (Z))3.) 


器 事 ， 


尽管 我 们 有 


那么 反正 弦 函 数 的 定义 域 是 什么 昵 ? 由 于 f(z) = sin (z) 的 值 域 是 [-1,1], 其 
有 反 冰 数 的 定义 域 就 是 [1,1]. 又 由 于 函数 的 定义 域 是 [x/2, 7/2] (因为 我 们 把 


定义 域 限制 成 了 这 样 ), 其 反 函 数 的 值 域 就 是 [x/2, /23. 


y = sin “(zx) 的 图 像 又 如 何 呢 ? 我 们 只 需要 取 受 限 的 y = sin (x) 的 图 像 并 将 
它 关 于 镜子 y = z 作 反 射 , 如 图 10-6 所 示 . 这 里 有 一 个 简洁 的 方法 来 记 住 该 如 何 
画 这 个 图 像 . 首先 , 将 y = sin (z) 的 全 部 图 像 关 于 直线 y = xz 作 反射 , 然后 抛弃 图 
像 中 的 其 他 部 分 , 只 剩 下 正确 部 分 . 图 10-7 显示 了 以 上 y = sin-! (x) 的 图 像 是 如 
何 从 翻转 后 的 y = sin (z) 图 像 中 部 分 截取 的 . 注意 到 , 由 于 sin (x) 是 x 的 奇 函 数 ， 


故 sin 1 (z) 也 是 如 此 . 这 与 以 上 图 像 是 一 致 的 . 


Mo 
人 

| 

mm 

2h 

[= 
一 
Ra 


图 10-6 图 10- 
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现在 , 来 对 反正 弦 函 数 求 导 . 设 y = sin 1(z), 我 们 想 要 求 dy/dzx. 一 种 方法 是 


写 出 x = sin (y), 然后 对 两 边关 于 x 进行 隐 函 数 求 导 : 


(0) = 所 Gin 


左边 就 是 1， 而 右边 需要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 你 应 该 检验 一 下 
(dy/dz). 因此 , 有 


d 
1= cos(y) 3 


而 它 可 化 简 为 


三 } 
是 人 耕 得 


得 到 了 cos (y) 


10.2 反 三 角子 数 ”189 


dy 1 

dx cos(y) 
事实 上 , 可 以 使 用 10.1.3 节 中 的 公式 马上 直接 写 出 上 式 . 现在 , 我 们 想 要 用 x 而 不 
是 y 表示 的 导数 . 这 不 成 问题 一 一 我 们 知道 sn (y) = z, 因此 求 cos (y) 应 该 不 会 
太 难 . 事实 上 , cos? (y) + sin2 (y) = 1, 因此 cos (y) = 士 V1L 一 z2, 进而 


dy 1 
dr Viz? 
但 要 选 哪 一 个 呢 ? 是 正 的 还 是 负 的 ? 如 果 你 仔细 观察 y = sin (2z) 的 图 像 , 就 会 发 
现 其 斜率 总 为 正 . 这 意味 着 , 我 们 必须 取 正 的 平方 根 : 
ds 1 9 
dr sn (wn 中 -1<z<1l. 


注意 到 sin (zx) 在 端点 x =1 和 z= 一 1 处 不 可 导 (甚至 是 在 单 侧 导 数 的 意义 下 )， 
因为 分 母 V1 一 x? 在 这 两 种 情况 下 均 为 0. 

除了 其 导数 公式 和 图 像 , 以 下 是 关于 反正 弦 函 数 其 他 重要 事实 的 总 结 : 
sin “是 奇 函 数 ; 其 定义 域 为 [1,1], 值 域 为 [x/2, /2]. 
有 了 这 个 新 的 导数 公式 , 你 应 该 很 容易 将 它 与 乘积 法 则 、 商法 则 及 链 式 求 导 法 则 
结合 使 用 . 例如 ， 


7 


gin-1(72)) 和 dan Cy) 是 多 少 ? 
dz dz 


对 于 第 一 个 问题 , 可 以 使 用 链 式 求 导 法 则 , 设 t= 7z; 或 者 使 用 7.2.1 节 结 尾部 分 的 
原理 : 当 用 az 蔡 换 x 时 , 你 必须 用 a 和 导数 相 乘 . 因此 , 有 
d,. J 7 
NU Vi Vi A 
对 于 第 二 个 问题 , 首先 我 们 设 y = zsin (z3); 此 外 ,将 v=z 及 v=sin 1 (z3) 代 
入 , 结果 是 y = uv. 我 们 需要 使 用 乘积 法 则 , 得 到 
二 十 ue =sin (z3) x 工 十 “于 

为 了 完成 求解 , 我 们 必须 求 出 du/dz. 由 于 v = sin  (z3),， 如 果 设 t = 23, 那么 
v 二 sin 1 (人 根据 链 式 求 导 法 则 ， 

td 出 -1 om 

而 二 本 J 
将 它 代入 上 一 个 方程 得 到 

dy 


dv 
一 一 二 1 一 1 3 一 一 一 1 一 ! 3 
dr = Sn (xz*)x1 + 2 sin (x?) 十 
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这 样 我 们 就 完成 了 求解 . 
10.2.2 反 余 弦 函 数 


为 了 理解 反 余弦 函数 , 我 们 需要 重 
始 , 如 图 10-8 所 示 . 


内 
ll 
省 


上 一 节 的 过 程 . 先 从 y = cos (x) 的 图 像 开 


图 10-8 


再 一 次 地 , 我 们 看 到 和 它 不 存在 反 函 数 . 但 这 次 , 将 定义 域 限制 为 [-x/2, zx/2] 也 
不 行 , 因为 在 那里 还 是 不 满足 水 平 线 检验 并 且 我 们 还 舍弃 了 一 部 分 本 来 有 用 的 区 
间 . 在 上 图 中 , 你 可 以 看 出 介 于 [0,7] 的 部 分 已 经 被 标 为 实 线 , 这 部 分 满足 水 平 线 
检验 , 因此 正 是 我 们 要 使 用 的 . 这 样 我 们 得 到 了 一 个 反 函 数 , 并 将 它 写 为 cos-! 或 
arccos. 像 反 正弦 函数 一 样 , 反 余弦 函数 的 定义 域 是 [-1,1], 因为 那 是 余弦 函数 的 值 
域 . 另 一 方面 , 肥 余弦 函数 的 值 域 是 [0, 7#], 因为 那 是 我 们 使 用 的 余弦 函数 的 受 限定 
义 域 . y = cos-! (x) 的 图 像 (图 10-9) 是 通过 y = cos (x) 关于 镜子 y = x 反射 形成 
的 . 注意 到 该 图 像 表 明 cos-! 既 不 是 侦 函数 也 不 是 奇 函 数 , 尽管 cos (z) 是 z 的 偶 
函数 ! 不 管 怎样 , 如 果 你 记 不 太 起 该 如 何 去 画 以 上 图 像 , 那么 可 以 先 画 出 翻转 后 的 
cos (7) 的 图 像 , 然后 选取 [0,7] 上 的 那 部 分 , 如 图 10-10 所 示 . 


< 


图 10-9 图 10-10 


现在 是 时 候 来 对 y = cos-!1 (x) 关于 xz 求 导 了 . 我 们 要 做 与 上 一 节 完 全 相同 的 
操作 . 首先 写 出 z = cos (y) 并 对 它 关 于 z 进行 隐 函 数 求 导 : 


(0) = 所 (cos() 


左边 是 1, 右边 是 -sin (y) (dy/dz). 重新 整理 可 得 
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dy 1 
dz sin(y) 
于 cos2 (y) 十 sin? (yy) = 1 且 z = cos(y), 我 们 有 sin(y)= 土 V1 一 7X2. 这 意味 着 ， 
dy 1 a 1 
dz VIi—z2 Vi—x2 
不 同 于 反正 弦 函 数 , 反 余弦 函数 的 图 像 是 向 下 的 , 这 意味 着 , 其 斜率 总 为 负 , 因此 得 
到 
其 中 -1<z<1 
dz Vi—z2 
下 面 则 是 我 们 前 面 发 现 的 关于 反 余弦 函数 的 其 他 一 些 事 实 : 
cos-! 既 不 是 偶 函 数 也 不 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 为 [-1,1], 值 域 为 [0, dl. 
在 转 入 讨论 反正 切 函数 之 前 , 让 我 们 试 着 将 反正 弦 函 数 和 反 余弦 函数 的 导数 并 排放 
在 一 起 : 
a 1 d 1 
Az sn 1(z) = i 和 二 os 1(x) = a 
这 两 个 导数 互 为 相反 数 ! 


让 我 们 试 着 来 看 一 下 为 什么 这 说 得 通 . 如 果 你 将 y = 
sn (z) 和 y= cos -1(z) 画 在 同一 坐标 系 中 , 会 得 到 图 10-11. 


y = cos '(z) 


图 10-11 
在 同一 条 垂 线 上 , 图 中 的 两 个 登山 者 面 对 的 情况 恰恰 相反 ， 
为 相反 数 是 说 得 通 的 . 确实 , 我 们 现在 知道 


因此 这 两 个 导数 互 


二 二 1 1 
元 (Gin L(z) 十 cos-1(z)) = a =0. 
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因此 y= sin (zx) 十 cos-1(z) 的 斜率 为 常数 0, 这 意味 着 它 始 终 是 平 的 . 事实 上 , 如 
果 将 上 图 中 这 两 个 函数 值 的 高 度 相 加 , 你 会 看 到 对 于 任意 的 值 x 都 会 得 到 x/2. 这 
样 我 们 刚刚 使 用 微 积 分 证 明了 以 下 恒等式 : 对 于 在 区 间 [-1,1 上 任意 的 z， 
-1(z) 十 cos-1(z) = 5 
稍 作 思 考 , 你 就 会 意识 到 这 是 说 得 通 的 ! 看 一 下 图 10-12. 
由 于 sin (a) = z, 我 们 有 a = sin- 1(z)， 类 似 地 ， 
cos (8B) = z 意味 着 8 = cos-1(z). 又 由 于 w+B = 
/2, 这 就 意味 着 


sin (x) 十 cos-1(zZ) = 二. 


看 到 微 积分 与 几何 学 殊途同归 , 这 很 棒 , 不 是 吗 ? 


一 


sin 


图 10-12 


10.2.3 反正 切 函 数 
下 面 我 们 继续 . 让 我 们 先 回忆 一 下 y = tan(z) 的 图 像 , 如 图 10-13 所 示 . 


y= tan(z) 


图 10-13 
我 们 将 定义 域 限 制 在 (nx/2, 7/2), 以 便 可 以 得 到 有 反 函 数 tan-1, 也 可 写作 arctan. 


反 函 数 的 定义 域 是 正切 函数 的 值 域 , 即 所 有 的 . 它 的 值 域 是 (-x/2, x/2), 自然 也 
就 是 我 们 现在 所 取 的 tan (z) 的 受 限定 义 域 . y = tan-! (zx) 的 图 像 如 图 10-14 所 示 . 


y= tan !(z) 
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从 图 像 上 可 见 , tan-1(z) 是 xz 的 奇 函 数 一 一 事实 上 ， 
它 继承 了 tan (z) 的 奇 函 数 性 质 . 再 一 次 地 , 通过 翻转 y = 
tan (x) 的 图 像 并 将 大 部 分 删除 , 你 就 可 以 记 起 它 的 图 像 , 如 
图 10-15 所 示 . 

现在 , 让 我 们 来 对 y = tan-1 (zx) 关于 z 求 导 . 写 出 
z= 二 tan(y) 并 对 它 关 于 z 进行 隐 函 数 求 导 . 自己 验证 一 下 ， 


dy 1 
dz sec2(y). 
于 sec? (y) = 1+tan (四 且 tan(y) = z, 我 们 有 sec?(y) = 
1 十 x2. 这 意味 着 图 10-15 
d 1 
: 有 的 过关 -1 
对 于 所 有 的 实数 x， a tan  (Z) T 7 


从 之 前 的 分 析 中 我 们 还 得 知 : 
tan-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 是 及 目 值 域 是 (x/2, /2). 


不 同 于 反正 弱 函 数 和 反 余 弱 函 数 , 反正 切 函数 有 水 平 渐 近 线 . (前 两 个 函数 根本 没 机 
会 有 , 因为 它们 的 定义 域 都 是 [-1,1]. ) 从 其 图 像 可 以 看 到 , 当 x 一 co 时 tan-! (zx) 
趋 于 zx/2, 而 当 z 一 一 00 时 tan-1(z) 趋 于 一 x/2. 事实 上 , 正切 函数 在 x = /2 和 
Zz 二 一 xX/2 处 的 垂直 渐 近 线 变 成 了 反正 切 函 数 的 水 平 渐 近 线 . 这 意味 着 , 我 们 有 以 下 
有 用 的 极限 : 


l = 一 亚 _1 2 
im tan (7x) = 和 ,lim tan (Z) = 7. 


顺便 说 一 下 , 我 们 在 3.5 节 其 实 已 经 看 到 过 这 些 极限 . 不 管 怎样 , 当 其 他 形式 的 虚拟 
变量 也 趋 于 土 wo 时 , 这 两 个 极限 依然 成 立 . 例如 , 为 了 求 


2Z2 一 6z 十 4 
lim ， 
xz 全 -co (272 十 7Z 一 8)tan-1(3z) 


我 们 先 将 分 式 拆 开 , 得 到 


i Xx2—6z+4 1 
“oo 222 十 75 8 n 1(37) 
OE es 
变 得 非常 大 时 , 3z 也 一 样 , 故 tan-1 (3z) 趋 于 -x/2. 因此 , 整个 极限 是 
1 1 
4 Pm 


I~ 


区 
2 
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然而 , 假若 我 们 用 3z? 蔡 换 3z: 


Jim Xx2—6z+4 | 
zr- (272 + 77x 一 8)tan-1(3z2) 
现在 当 x -> -oo 时 , tan-1 (3z2) 趋 于 /2, 因为 3z2 趋 于 co, 而 不 是 -oo. 因此 在 
这 种 情况 下 , 整个 极限 是 1/x. 
10.2.4 反正 割 函数 
旅程 继续 . 图 10-16 是 y = sec (zx) 的 图 像 . 


图 10-16 


现在 的 情况 与 我 们 求 反 余弦 函数 时 的 情况 (不 出 意外 地 ) 非常 相似 . 我 们 必须 


将 定义 域 限制 在 [0,z] 上 , 并 除去 点 x/2, 因为 它 甚至 不 在 sec(z) 的 原始 定义 域 
中 . 正 制 函 数 的 值 域 是 (-co, 一 1] 和 [1, co) 这 两 个 区 间 的 并 集 , 因此 这 也 是 其 反 函 
数 sec-1( 或 arcsec) 的 定义 域 . 至 于 sec-1! 的 值 域 , 它 和 原 函数 的 受 限定 义 域 是 一 样 
的 : [0, zl] 除去 点 r/2. 它 的 图 像 如 图 10-17 所 示 . 


图 10-17 


注意 到 在 y = x/2 处 , 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 , 故 
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lim sec-1l(z) = 二 | 和 
eA 


,lim sec-1(7x) = 本 


现在 让 我 们 来 求 导 吧 . 如 果 y = sec-1 (x), 那么 z=sec(y), 故 


(2) = (sec(y)), 


要 确保 你 知道 为 什么 会 有 


dy 1 


dz sec(y)tan(y) 


到 | tan (y) 二 土 VXx2 一 1. 这 意味 着 
dy 1 
dz 土 TVx2 一 1 


于 x 二 sec (y), 叉 由 于 sec? (y) = 1+tan2 (y), 我们 可 以 重新 整理 


并 取 平 方 根 , 得 


那 它 是 正 的 还 是 负 的 呢 ? 回头 看 一 下 y = sec-1 (x) 的 图 像 , 你 可 以 看 到 其 斜率 总 为 


正 . 因此 , 我 们 实际 上 需要 做 得 更 聪明 些 
lz| 代替 z, 这 样 我 们 总 能 得 到 正 的 结果 . 也 就 是 说 ， 


不 是 简单 取 正 号 或 负 号 , 而 是 我 们 用 


1 


对 于 zx>1 — sec™ 1(x) 


lzlVBT 


有 关 反 正 制 函数 的 其 他 事实 可 以 总 结 如 下 : 


[1,00) 且 值 域 是 on \{ 3 


sec 1 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函数 ; 其 定义 域 是 (00, 一 1] U 


(这 里 我 用 标准 缩写 U 来 表示 两 个 区 间 的 并 集 , 用 \ 表示 “不 包括 ”.) 


10.2.5 反 余 割 函数 和 反 余 切 函 数 


现在 让 我 们 快速 看 一 下 最 后 两 个 反 三 角 函 数 . 你 可 以 重复 之 前 的 分 析 来 求 得 


= csc-1(z) 和 w= cot-!1(x) 的 定义 域 、 值 域 以 及 图 像 : 


csc-! 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 为 (00, 一 1] U |1, co) 


值 域 是 | 一 ,了 | \ {0}. 


cot 上 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 为 RR 且 值 域 是 (0,m)， 


图 10-18 是 它们 的 图 像 . 
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y= csc (7) 


图 10-18 


这 两 个 函数 都 有 水 平 渐 近 线 : y = csc 1(z) 在 y 
线 , y = cot™1 (zx) 在 y = 处 有 一 条 左 侧 水 平 渐 近 线 , 而 在 y = 0 处 有 一 条 右 侧 水 


注意 到 y = csc-! (xz) 站 
通过 将 一 个 图 像 关 于 y = /4 作对 称 得 到 另 一 个 图 
和 yy = cos- 


平 渐 近 线 . 我 们 可 以 将 这 些 极限 总 结 如 下 ; 


y= cot (2) 


0 处 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 


二 1 
lim csc “(zx)=0 和 ,lim csc (7) = 0. 


; Lf ; SN 
im cot™ (xz) 二 0| 和 lim cot™ (x%) = XT. 


当然 , 如 果 你 知道 上 述 图 像 , 就 可 以 很 容易 地 写 出 这 些 极限 , 而 不 需要 死记 硬 背 . 
图像 和 y = sec-! (x) 的 图 像 非常 相似 ; 事实 上 ,你 可 以 


像 . 这 正好 与 y = sin-! (z) 
(z) 的 相互 关系 是 一 致 的 . 因此 毫 不 奇怪 , csc-! (x) 的 导数 就 是 负 的 
sec-! (z) 的 导数 : 


于 区 过 这 三 二 1 
对 于 zx>1 或 z < 1， T° 1(z) = i 
同样 的 事情 也 见于 cot-! (x) 和 tan-! (x), 因此 
一 0 1 
对 于 所 有 的 实数 烧 ， de cot 1(z) 一 2 


10.2.6 计算 反 三 角 函 数 


这 样 我 们 就 完成 了 对 于 反 三 角 函 数 一 个 相当 全 面 的 讨论 . 由 于 我 们 


又 多 了 儿 个 


求 导 法 则 , 练习 一 下 对 涉及 反 三 角 函 数 的 函数 求 导 似乎 是 个 不 错 的 主意 . 不 过 同时 ， 


我 们 也 不 该 忽略 反 三 角 函 数 一 些 


弦 值 是 1/2， 而 这 当然 六 


不 涉及 任何 微 积分 但 基本 的 计算 . 首 匈 
确保 自己 不 费力 就 可 以 算出 诸如 sin-1 (1/2)、cos-1(1) 以 及 tan-1(1) 等 的 值 . 例 
如 , 为 了 求 sn (1/2), 你 要 立马 能 想到 自己 是 要 在 [-x/2, x/2] 上 找 一 个 角 , 其 正 


是 


个 更 有 趣 的 问题 : 该 如 何 化 简 


CE 是 xt/6， 类 似 地 , 你 也 应 该 摊 笔 就 可 以 写 H 
和 tan-1(1) = nt/4. 所 有 这 些 常用 值 都 列 在 了 2.1 节 结 尾部 分 的 那 张 表 
下 酝 


i 


) 一 


E 说 , 你 应 该 


bcos-1(1)=0 
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本 

Sin 一 1 (可 (将 10 *))? 
本 能 的 反应 是 消去 反正 弱 函 数 和 正 弱 函数 , 只 剩 下 13x/10. 但 这 显然 不 对 , 因为 正 
如 我 们 在 10.2.1 节 看 到 的 , 反正 弱 函 数 的 值 域 是 [-x/2, x/2]. 因此 , 我 们 需要 做 的 
就 是 找到 在 那个 区 间 里 的 一 个 角 , 其 正弦 值 与 13x/10 的 正弦 值 一 样 . 好 吧 , 注意 到 
13ry/10 在 第 三 象限 (因为 它 大 于 r 但 小 于 3x/2), 因此 它 的 正弦 值 是 负 的 . 此 外 , 其 
参照 角 是 3r/10. 在 [nt/2, /3 es 3r/10 和 一 3x/10. 前 者 
的 正弦 值 为 正 , 后 者 的 正弦 值 为 负 . 而 我 们 需要 一 个 负 的 正弦 值 , 因此 我 们 证 明了 


sin-! | sin a 、_ au 
10 ”10° 
137n 
COS (加) 


之 前 的 答案 -3x/10 在 这 里 又 显然 不 对 , 因为 反 余 弱 函 数 的 值 域 是 [0, 7]. 哎 , 为 什 
么 就 这 么 麻烦 呢 ? 很 遗憾 , 我 也 无 能 为 力 , 事情 就 是 这 样 .……: 因此 , 让 我 们 再 来 
做 一 这: 13x/10 在 第 三 象限 , 因此 其 余弦 值 为 负 ; 其 参照 角 是 3x/10, 而 在 [0, 可 中 
带 有 相同 参照 角 的 角 是 3x/10 和 7x/10; 这 两 个 角 的 余弦 值 分 别 是 正 的 和 负 的 , 而 
我 们 想 要 一 个 负 的 余弦 , 因此 我 们 必须 有 


cos-! | cos oy 
10 10° 
tan-l | tan | 
10 10° 


那么 又 该 如 何 化 简 


现在 , 我 留 给 你 来 证 明 


只 需 回 想 一 下 , 正切 函数 在 第 三 象限 为 正 ! 不 管 怎样 , 这 些 都 是 很 难 的 例子 , 因此 如 
果 你 认为 求 


电 委 的 放 你 . 幸运 的 是 ， ee 一 般 地 , sin(sin-1(z) 
ee 但 当 你 0 sin-! 、 = 时 前 大 就 出现 了 ， 因为 这 根本 不 对 ， 
前 面 13r/10 的 例子 就 说 明了 这 一 点 . 当然 , 同样 的 情况 对 其 他 反 三 角 函数 也 成 立 . 
(参见 1.2.4 节 结尾 部 分 的 讨论 ) 

再 来 看 两 个 例子 : 考虑 该 如 何 求 


sin (oo (于 )) 和 sin (eo (- 3 )) 


©O 
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求解 这 两 种 情况 的 技巧 是 , 使 用 三 角 恒 等 式 cos? (z) + sin? (z) = 1. 对 于 第 一 个 问 


要 Em, 
2 = cos 一 一 |， 
4 
并 注意 到 我 们 想 要 求 sn (x). 我 们 实际 上 知道 cos (z): 
/VISNY VIB 
cos(Z) = cos | cos 人 


回想 一 下 , 取 一 个 反 余弦 的 余弦 构 不 成 问题 : 反 过 来 才 有 可 能 出 现 问 题 . 不 管 怎样 ， 
我 们 知道 cos (x), 因此 通过 重新 整理 恒等式 cos? (x) + sin2 (z) = 1, 我们 必须 有 


2 
sin(Z) 一 土 V1l 一 cos2(Z) 一 土 4/ 1 一 (于 三 二 元 a + 了 
因此 , 我 们 想 要 的 答案 是 1/4 或 -1/4. 但 到 底 是 哪 一 个 呢 ? 由 于 V15/4 是 正 的 , 它 
的 反 余 弦 必 定位 于 [0, 7/2]. 也 就 是 说 , z 在 第 一 象限 , 故 其 正弦 为 正 . 最 终 , 我 们 证 
明了 


你 可 以 重复 上 述 过 程 来 证 明 


“(= (9) 
1 1 


sin(Z) 一 土 V1L 一 cos2(Z) == 土 1 (- 3 ) 二 工 16 一 一 下 


你 可 能 会 猜 这 次 的 答案 该 是 -1/4, 但 这 是 乱 猜 . 你 看 , -V15/4 是 负 的 , 故 其 反 余弦 
必定 位 于 区 间 [r/2, 可 . 也 就 是 说 , z 在 第 二 象限 . 但 正弦 函数 在 第 二 象限 还 是 正 的 ! 
因此 , sin (z) 必定 为 正 , 这 样 我 们 也 就 证 明了 


“(3 


事实 上 , 我 们 可 以 注意 到 , sin (cos-1 (4)) 必定 总 是 非 负 的 , 尽管 如 果 4 是 负 的 ( 注 
意 到 4 必须 位 于 [1,1], 因为 那 是 反 余 弱 函 数 的 定义 域 ). 这 是 因为 cos-1(4) 位 于 
区 间 [0, 可 , 正弦 函数 在 这 个 区 间 上 是 非 负 的 . 

事实 上 , 在 后 面 19.3 节 讨 论 三 角 换 元 法 时 ， 我 们 会 再 来 看 另 一 种 求解 形 如 
sin (cos-1(4)) 的 方法 . 不 过 现在 , 暂且 告别 这 些 反 三 角 函 数 , 并 快速 看 一 下 反 双 
| 函数 . 
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10.3 ” 反 双 曲 函 数 


双 曲 函数 (参见 9.7 市 ) 的 情况 有 点 不 同 . 回想 一 下 这 些 函 数 的 图 像 是 什么 样 
的 . 特别 地 , 你 可 以 看 到 y = cosh (z) 的 图 像 有 点 像 y = zx? 的 图 像 , 只 是 向 上 移动 
了 1 且 形 状 略 有 不 同 . 如 果 想 求 这 个 函数 的 反 函 数 , 必须 舍弃 该 图 像 的 左 半 部 分 ， 
就 像 为 了 取 正 的 平方 根 而 舍弃 钠 的 那个 一 样 . 男 一 方面 , y = sinh (x) 已 经 满足 水 
平 线 检验 , 因此 没有 必要 再 做 什么 . 这 样 , 我 们 得 到 带 有 以 下 性 质 的 两 个 反 函 数 : 
cosh”” 既 不 是 奇 函数 也 不 是 侦 函 数 ; 其 定义 域 是 [1, oo0) 且 值 域 是 [0, 00). 


sinh ”是 奇 函 数 ; 其 定义 域 和 值 域 都 是 及 . 
像 往 第 一 样 , 它们 的 图 像 可 以 通过 将 原始 图 像 关 于 和 直线 y = xz 反射 获得 , 如 图 10-19 


y=cosh! y=sinh! 
图 10-19 

我 们 可 以 使 用 与 求 反 三 角 函 数 的 导数 相同 的 方法 来 求 它们 的 导数 . 特别 地 , 如 

果 y = cosh (z), 那么 z = cosh (vy); 对 它 关 于 z 作 隐 函数 求 导 , 我 们 得 到 
1= sinh(y) 9 
(回想 一 下 , cosh (z) 关于 z 的 导数 是 sinh (z), 而 不 是 一 sinh (z).) 又 由 于 cosh? (x) 一 
sinh? (z) = 1， 因 此 我 们 可 以 对 它 重新 整理 并 取 平 方 根 得 到 sinh(y) = 
土 \/cosh* (y) 一 1 二 土 Vx? 一 1. 由 于 cosh- 1 (x) 在 x 上 明显 是 递增 的 , 故我 们 有 


对 于 xz> 1 cosh- 1(z) = 
dz 


以 相同 的 方法 , 你 应 该 可 以 得 到 
对 于 所 有 的 实数 zx, = -sin 1L(z) = 


1 
Vz2 十 工 
现在 , 和 暂且 把 微 积 分 放 在 一 边 , 让 我 们 回想 一 下 cosh (z) 和 sinh (z) 的 定义 : 


cosh(zZ) = 一 一 和 sinh(z) = = 


于 我 们 可 以 用 指数 函数 来 表示 cosh (x) 和 sinh (z), 因而 应 该 也 可 以 用 对 数 函 数 
来 表示 反 函 数 , 毕竟 指数 函数 和 对 数 函数 互 为 反 函 数 . 让 我 们 来 看 一 下 这 是 如 何 做 
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到 的 . 例如 , 如 果 A ), 那么 z = cosh (y) = (ey 十 e-Y) /2. 现在 , 你 可 以 
有 一 个 小 技巧 来 求解 y. 令 w= ey, 那么 e-Y = 1/wu. 方程 变 为 

ut+1/u 

两 边 同 乘 以 2u 并 整理 得 到 一 个 的 二 次 方程 : w? 一 2zwu 十 1= 0. 根据 二 次 公式 ， 


然后 对 两 边 取 对 数 ， 


/一 In(z 士 VZ2 一 1). 


那么 到 底 取 正 号 还 是 负 号 呢 ? 略 作 思考 后 可 以 看 到 , 如 果 zz>1, 那么 x 一 Vr? 一 1<1. 
这 意味 着 , 它 的 对 数 是 负 的 . (回想 一 下 , 一 个 介 于 0 和 1 的 数 的 对 数 是 负 的 0) 这 不 
是 我 们 想 要 的 . 因此 , 它 是 正 的 平方 根 . 这 样 我 们 证 明了 , 当 x > 1 时 ， 


cosh (zx) = In(z + Vz? —1). 
类 似 地 , 你 可 以 证 明 , 对 于 所 有 的 2， 
sinh (x) = In(z + Vr? +1). 


作为 练习 , 你 应 该 尝试 对 这 后 两 个 方程 的 右边 求 导 并 检验 你 的 答案 是 否 与 我 们 之 前 
求 出 的 cosh- (zx) 和 sinh-! (x) 的 导数 一 致 . 


其 他 的 反 双 曲 函 数 


到 目前 为 止 , 我 们 只 研究 了 双 曲 正弦 函数 和 双 曲 余弦 函数 的 反 函 数 . 如 果 你 对 
其 他 四 个 双 曲 函数 重复 这 个 分 析 过 程 , 应 该 可 以 得 出 以 下 结论 . 


tanh ”是 奇 函 数 ; 其 定义 域 是 (-11), 值 域 是 RR. 


sech ” 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ; 其 定义 域 是 (0, 1], 值 域 是 [0, co)， 


csch - 是 奇 函 数 ; 其 定义 域 和 值 域 都 是 R\ {0}. 


coth ”是 奇 函 数 ; 其 定义 域 是 (-co, 一 1) U (1, co), 值 域 是 R\ {0}. 


注意 到 为 了 得 到 反 函 数 , 我 们 已 经 将 sech 的 定义 域 限制 为 [0,co), 正如 我 们 对 cosh 
所 做 的 那样 . 
图 10-20 是 它们 的 图 像 , 试 与 9.7 节 中 原 函 数 的 图 像 作 比较 . 
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y= tanh (7z) y = sech !(2) 


y= csch (7) 人 三 -C6tl( 功 
图 10-20 


最 后 , 通过 整理 出 x 的 式 子 并 对 它 使 用 关于 z 进行 隐 函 数 求 导 的 标准 技巧 , 你 
就 可 以 求 其 导数 . 下 面 就 是 各 自 的 导数 : 


d 柯 1 
d 1 1 。 
jz oth (2) = Ta (z>1 或 xz < -1) 
— sech 1(z) = (0<z<1) 

TV1— 2 

d | 1 

-一 Csch 二 一 一 一 一 一 ~ 0). 

a 


要 记 住 , 所 有 这 些 导数 公式 只 有 当 z 在 相关 函数 本 身 的 定义 域内 时 才 成 立 . 这 就 解 
释 了 为 什么 tanh-! (z) 和 coth-! (z) 的 导数 是 相同 的 , 尽管 它们 的 图 像 看 起 来 非常 
不 同 . 具体 说 , tanh-1(z) 只 有 在 (-1,1) 上 有 定义 , 而 coth-1(z) 只 有 在 区 间 [-1,1] 
之 外 有 定义 . 它们 没有 重 炙 部 分 , 因此 这 两 个 函数 有 相同 的 导数 不 会 造成 问题 . 就 
这 样 吧 , 反 函数 已 经 讨论 得 够 多 了 ! 
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我 们 已 经 看 过 了 怎样 求 导 不 同类 型 的 函数 : 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 、 三角 函数 
和 反 三 角子 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 , 以 及 双 曲 函数 和 反 双 曲 函 数 . 现在 我 们 可 以 
利用 这 些 知 识 来 绘制 一 般 函 数 的 图 像 . 我 们 将 看 到 导数 会 如 何 帮 助 我 们 理解 函数 的 
最 大 值 和 最 小 值 , 而 二 阶 导数 又 会 如 何 帮助 我 们 理解 函数 所 谓 的 止 性 总 的 来 说 ， 
我 们 要 介绍 以 下 知识 点 : 

(1) 函数 的 局 部 和 全 局 极 值 问题 , 以 及 怎样 用 导数 去 找 极 值 ; 

(2) 罗 尔 定理 和 中 值 定 理 , 以 及 它们 对 绘制 函数 图 像 的 意义 ; 

(3) 二 阶 导数 的 图 像 阐 释 ; 

(4 对 导数 为 零点 的 分 类 . 
在 下 一 章 中 , 我 们 将 看 到 一 种 借助 上 述 手段 绘制 函数 图 像 的 综合 性 方法 . 


11.1 函数 的 极 值 

如 果 我 们 说 z = a 是 函数 f 的 一 个 极 值 点 , 这 就 意味 着 函数 f 在 a 点 处 有 最 
大 值 或 最 小 值 . 在 5.1.6 节 中 , 我 们 已 经 讨论 到 一 点 最 大 值 和 最 小 值 ; 在 学 习 下 面 的 
内 容 之 前 , 我 强烈 建议 你 翻 回 第 5 章 复习 一 下 . 不 管 怎样 , 我 们 需要 讨论 得 更 深入 
一 些 , 并 区 分 两 种 类 型 的 极 值 : 全 局 极 值 和 局 部 极 值 . 
11.1.1 全 局 极 值 和 局 部 极 值 

最 大 值 的 基本 思想 是 , 它 是 函数 图 像 的 最 高 点 . 考虑 图 11-1 中 函数 在 定义 域 
[0, 7] 内 的 最 大 值 . 


(2， —1) 
图 11-1 

显然 该 函数 达到 的 最 高 点 为 3, 出 现在 x = 0 处 , 因此 你 可 以 说 该 函数 在 zx =0 

处 有 最 大 值 . 男 一 方面 , 想象 这 个 图 像 为 一 座 山 的 截面 , 而 你 正在 攀登 它 . 假设 你 从 

点 (2, 一 1) 开始 , 往 右 同上 人 攀登. 最 终 你 到 达 了 山峰 (5, 2), 然后 你 开始 往 下 走 . 这 
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个 山峰 无 疑 会 让 人 感觉 , 它 是 某 种 最 大 值 一 一 它 是 山 的 顶部 , 高 度 为 2, 尽管 在 它 
左 侧 还 有 一 个 山峰 比 它 更 高 . 如 果 在 x = 0 处 的 山峰 被 云雾 笼 旱 , 你 在 点 (5, 2) 时 
看 不 到 它 , 这 样 你 会 确实 感觉 自己 是 在 最 高 点 了 . 事实 上 , 如 果 我 们 限制 定义 域 为 
[2, 7], 这 时 z = 5 处 确实 有 最 大 值 . 
我 们 需要 一 种 方法 来 区 分 这 种 情况 . 如 果 当 x = a 时 , f(a) 是 函数 f 整个 定 
义 域内 的 最 大 值 , 我 们 就 说 它 是 全 局 最 大 值 (或 绝对 最 大 值 ). 用 记号 表示 , 我 们 说 
对 于 在 该 函数 定义 域 中 的 任何 数值 x 都 有 f(a) > f(x). 这 是 我 们 之 前 使 用 过 的 定 
义 , 但 这 次 我 们 定义 得 更 准确 , 特 称 它 为 “全 局 最 大 值 ”, 而 不 是 泛泛 称 “ 最 大 值 ”. 
正如 之 前 注意 到 的 , 一 个 函数 可 能 有 多 个 全 局 最 大 值 . 例如 cos(z) 的 最 大 值 为 
1, 但 有 无 数 个 x 的 值 与 之 对 应 . (从 y = cos(z) 的 图 像 中 可 以 看 到 , 这 些 值 都 是 27 
的 整数 倍 .) 
那么 另 一 类 最 大 值 又 是 什么 情况 呢 ? 在 包含 a 的 某 一 小 段 区 间 内 , 如 果 在 x = a 
处 , f(a) 有 最 大 值 , 我 们 就 称 这 点 为 局 部 最 大 值 , 或 相对 最 大 值 . 你 可 以 把 这 想 
成 , 舍弃 定义 域 的 大 部 分 , 而 只 关注 靠近 a 的 z 的 值 , 然后 称 函数 在 这 些 x 值 中 达 
到 最 大 值 . 
让 我 们 看 看 在 上 面 的 例子 中 这 是 如 何 运 作 的 . 我 们 发 现在 x = 5 处 有 局 部 最 
大 值 , 因为 如 果 只 关注 z = 5 临近 部 分 的 函数 , 点 (5, 2) 就 是 最 高 点 . 例如 , 如 果 我 
们 把 图 像 向 左 延 伸 到 x = 3, 点 (5, 2) 依然 是 最 高 点 . 但 xz = 5 不 是 全 局 最 大 值 , 因 
为 点 (0, 3) 更 高 . 这 意味 着 x = 0 是 全 局 最 大 值 . 当然 , 它 也 是 局 部 最 大 值 , 事实 上 
很 明显 , 每 一 个 全 局 最 大 值 都 是 局 部 最 大 值 . 
用 同样 的 方式 , 我 们 也 可 以 定义 全 局 和 局 部 最 小 值 . 在 上 图 中 , 我 们 可 以 看 出 
z 二 2 是 全 局 最 小 值 ( 值 为 -1), 因为 它 的 高 度 最 低 . 另 一 方面 , x = 7 是 局 部 最 小 值 
( 值 为 0). 的 确 , 如 果 你 看 图 像 右 侧 从 x =5 到 x =7 这 一 段 , 会 发 现 右 端点 x =7 
就 是 该 段 的 最 低 点 . 
11.1.2 极 值 定理 
在 第 5 章 中 , 我 们 看 到 过 最 大 值 与 最 小 值 定理 . 它 说 的 是 , 连续 函数 在 一 个 闭 
区 间 [ww 中 内 一 定 有 一 个 全 局 最 大 值 和 一 个 全 局 最 小 值 . 如 果 函 数 不 是 连续 的 , 或 者 
尽管 连续 但 其 定义 域 不 是 一 个 闭 区 间 , 这 时 该 函数 可 能 没有 全 局 最 大 值 或 最 小 值 . 
例如 , 定义 在 闭 区 间 [-1, 1] 上 、 但 x 不 能 为 0 的 函数 f(z) = 1/z, 其 定义 域内 就 
没有 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . ( 画 出 图 像 找 原因 !) 
最 大 值 与 最 小 值 定理 的 问题 在 于 , 它 没有 告诉 我 们 全 局 最 大 值 和 最 小 值 出 现 的 
位 置 . 这 时 导数 就 有 了 用 武之 地 . 如果 函数 在 z = c 处 的 导数 为 零 或 导数 不 存在 ， 
我 们 就 称 x = c 为 临界 点 . 然后 我 们 有 以 下 这 个 很 好 的 结论 ”: 


Sa 


@ 最 大 值 与 最 小 值 定理 也 经 常会 被 称 为 极 值 定理 , 有 时 会 与 这 里 的 极 值 定理 放 到 一 起 . 
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极 值 定理 ”假设 函数 f 定义 在 
如 果 点 c 为 函数 的 


开 


区 间 (a,5) 内 ， 
局 部 最 大 值 或 最 小 


并 | 
点 


日 点 c 在 (a,5b) 区 间 内 ， 
值 , 那么 点 c 一 定 为 该 函数 的 临界 


点 . 也 就 是 说 , f(c) = 0 或 f(c) 不 存在 . 
所 以 在 一 个 开 区 间 内 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 只 可 能 出 现在 临界 点 . 但 反 过 J 临 
界 点 一 定 是 局 部 最 大 值 或 最 小 值 就 不 一 定 成 立 . 例如 , 如 果 函 数 f(z) = 2 它 的 导 
数 为 (x) = 3z2, 可 以 看 出 f(0) = 0. 这 意味 着 z = 0 是 该 函数 的 临界 点 为 = 


面 , 从 图 像 y = zw3 中 可 以 看 出 , 该 点 既 不 是 局 部 最 大 值 
区 间 . 但 如 果 定 义 域 为 闭 区 间 


上 述 定 理 适用 于 开 


a 和 5 可 能 是 局 部 最 大 值 或 最 


小 值 , 而 它们 不 在 


上 述 定理 


在 一 个 团 区 间 


内 , 局 部 最 大 值 或 最 小 值 上 只 


如 , 让 我 们 更 仔细 地 看 看 图 11-2. 


可 能 出 现在 | 


(2， = 


图 11-2 


从 图 像 中 可 以 看 出 , 局 部 最 大 值 出 现在 z = 0 和 z=5 处 , 局 部 最 小 值 出 现在 
z= 二 2 和 z=7 处. 在 x=2 和 z=5 处 的 斜率 为 零 ， 


z= 二 0 和 z=7 这 两 点 为 端点 . 


你 可 能 会 想 为 什么 极 值 定形 


说 得 


边 接近 z = a 时 , 你 必定 是 在 下 


六 


开 x = a 时 , 你 是 在 上 坡 , 所 以 斜率 是 


有 和 斜率 为 零 的 一 点 . 另 一 方面 , 如 果 f(x) = 
有 经 过 斜率 为 零 的 阶段 . 这 是 因为 万 (0) 不 存在 (参见 5.2.10 地 


系 2=0 仍 是 临界 点 ， 


通 . 假设 在 
坡 , 所 以 斜率 (如 果 存 在 的 讲 


正 的 . 斜率 从 负 到 


吗 ?) 顺便 说 一 下 , 上 述 推理 不 算 严格 证 明 , 真正 的 证 


11.1.3 求全 局 最 大 值 和 最 小 值 


极 值 定 理 让 求全 局 最 大 值 和 最 小 


家 变 得 轻而易举 ， 


所 以 这 两 点 为 临界 点 ; 而 


Ez=a 处 有 局 部 最 小 值 , 当 你 从 无 


身 之 处 . 基本 思路 是 这 样 的 : 每 


个 全 局 极 值 


现在 临界 点 , 所 以 找 出 所 有 的 临界 点 3 


也 是 局 部 极 值 ， 


求 出 它们 对 应 的 函数 值 , 这 样 其 


6) 是 负 的 . 当 你 从 
正 , 你 自然 会 想到 之 间 
|z|, 它 的 斜率 从 -1 直接 跳 到 1， 


也 不 是 局 部 最 小 值 . 

a, 0], 情况 又 会 怎样 呢 ? 端点 
的 讨论 范围 
备 界 点 , 或 该 区 间 的 端点 . 例 


内 . 综 上 上 所 述 ， 


右边 


而 没 


节 ). 不 过 , 这 没有 关 
因为 在 那里 导数 不 存在 . 它 也 是 局 部 最 小 值 . (你 知道 原因 
明 请 参见 附录 A 的 A.6.6 节 . 


因为 它 缩小 了 它们 可 能 的 存 
而 局 音 


b 极 值 只 可 能 出 


中 最 大 的 就 
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是 全 局 最 大 值 , 最 小 的 就 是 全 局 最 小 值 . 下 面 是 怎样 求 在 闭 区 间 [a, 中 内 的 全 局 最 
大 值 和 最 小 值 的 详细 步骤 . 

(1) 找 出 (xz), 并 列 出 在 (a,5) 中 (zx) 不 存在 或 f(x) = 0 的 点 . 也 就 是 说 ， 
列 出 在 开 区 间 (a, 5) 内 所 有 的 临界 点 . 

(2) 把 端点 x = a 和 x =6 放 入 上 述 列 表 . 

(3) 对 于 上 述 列 表 中 的 每 一 个 点 , 将 它们 代入 y = f(z) 以 求 出 它们 所 对 应 的 函 
数值 . 

(4) 找 出 最 大 的 函数 值 以 及 它 所 对 应 的 z 的 值 , 这 就 是 全 局 最 大 值 . 

(5) 用 同样 的 方法 找到 最 小 的 函数 值 和 全 局 最 小 值 . 
我 们 会 在 后 面 的 11.5 节 再 考虑 局 部 极 值 , 而 现在 先 来 看 一 下 上 述 方 法 的 一 个 应 用 
例子 . 假设 f(z) = 12z5 二 15z4 一 40x3 十 1, 其 定义 域 为 [-1, 2], 在 此 定义 域内 的 全 
局 最 大 值 和 最 小 值 是 什么 

让 我 们 执行 上 述 程 序 . 第 一 步 , 需要 找 出 f(z). 这 不 成 问题 : 你 可 以 检验 一 下 
f(x) = 60z4 十 60x3 一 120z2. 很 明显 , 在 开 区 间 (-1 2) 内 该 函数 的 导数 都 存在 , 所 
以 我 们 仅仅 需要 去 找 满足 导数 为 零 的 所 有 z 的 值 . 如 果 对 导 函 数 进 行 因 式 分 解 , 得 
到 f(x) = 60z2(z 一 1)(z 十 2), 我 们 就 可 以 很 容易 找到 使 导 函 数 为 零 的 所 有 z 的 值 : 
要 使 f(x) = 0, 必须 有 z=0、z=1 或 z= 一 2. 由 于 一 2 不 在 定义 域内 , 所 以 我 们 
只 保留 z ==0 和 z=1 两 点 . 第 二 步 告诉 我 们 应 该 把 x = 一 1 和 x =2 两 点 也 加 入 
列表 . 
有 了 一 份 全 局 最 大 值 和 最 小 值 的 可 能 候选 者 列表 , 我 们 现在 来 到 了 第 三 步 : 
求 出 它们 所 对 应 的 函数 值 . 这 很 简单 ， 上 只 需 将 它们 逐一 代入 就 可 以 了 ,我 们 得 到 
FI-D = 44 f(0) = 1, f(1) = -12 及 f(2) = 305， 至 于 最 后 两 步 ， 我 们 需要 做 
的 仅仅 是 从 上 述 数值 中 选 出 最 大 的 和 最 小 的 . 最 大 的 是 305, 出 现在 x = 2 处 , 所 
以 z=2 是 该 函数 的 全 局 最 大 值 ; 最 小 的 是 -12, 出 现在 z =1 处 , 所 以 z = 1 是 该 
函数 的 全 局 最 小 值 . 这 样 , 我 们 就 找到 了 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 
在 开始 松懈 之 前 , 让 我 们 再 更 仔细 地 看 一 下 刚才 的 函数 六 首先 , 注意 到 如 
果 扩 大 它 的 定义 域 , 情况 可 能 会 由 于 两 个 原因 而 发 生 改 变 : 一 来 端点 会 改变 , 二 来 
z= 二 一 2 处 的 临界 点 可 能 会 进来 搅局 . 其 次 , 我 们 应 该 更 仔细 地 看 一 下 xz = 0 处 的 临 
界 点 那里 发 生 了 什么 . 它 是 局 部 最 大 值 , 还 是 局 部 最 小 值 , 又 或 者 两 者 都 不 是 ? 对 
此 一 个 方法 是 观察 其 图 像 . 如 图 11-3 所 示 . 点 (一 1,44) 比 点 (0, 1) 要 高 , 后 者 又 比 
点 (1, 一 12) 高 . 所 以 在 xz = 0 处 不 可 能 有 局 部 最 大 值 , 也 不 可 能 有 局 部 最 小 值 . 但 
等 等 , 你 可 能 会 说 一 一 图 像 也 可 能 会 像 图 11-4 啊 . 
在 图 11-4 中 , x = 0 是 局 部 最 大 值 . 但 问题 在 于 , 这 样 的 话 , 我 们 在 -1 和 0 之 
间 引 入 了 男 一 个 局 部 最 小 值 . 毕竟 , 如 果 我 们 要 求 曲线 连接 (-1 44) 和 (0,1), 同时 
又 要 求 它 在 (0,1) 处 是 个 凸 起 , 那 它 势必 曾 降 到 比 1 还 低 的 高 度 . 这 意味 着 这 里 会 


,5 
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有 一 个 低谷 . 也 就 是 说 ,在 z=-1 和 zz=0 之 间 的 茶 处 有 一 个 局 部 最 小 值 ! 但 是 ， 


这 不 可 能 , 因为 在 x = -1 和 z=0 之 间 没 有 临界 点 . 所 以 该 函数 的 图 像 必定 更 接 


近 于 图 


11-3, 进而 结论 是 , z=0 既 不 是 局 部 最 大 值 也 不 是 局 部 最 小 值 . 


2, 305) 


(2, 305) 


(1, 44) 


图 11-3 图 11-4 


如 果 定 义 域 不 是 有 限 的 , 情况 会 变 得 略微 复杂 一 些 . 例如 , 考虑 下 面 两 个 函数 
和 g, 它们 的 定义 域 都 为 [0, 十 oo), 图 像 如 图 11-5 所 示 . 


(2, 3) (2, 3) 


图 11-5 


在 两 种 情况 下 , 很 显然 x = 2 是 临界 点 , 端点 是 0 和 ce. 但 等 一 下 , oo 并 不 是 


真正 的 端点 , 因为 它 并 不 存在 ! 但 无 论 如 何 , 让 我 们 还 是 把 它 加 入 列表 中 , 因此 列表 


包含 0, 2 和 oo; 注意 到 对 于 f 和 g 两 个 函数 而 言 , 列表 是 一 样 的 . 


我 们 先 来 看 函数 六 可 以 看 出 f(0) = 0, f(2) = 3, 而 f(oo) 只 有 当 你 考虑 
im f(z) 时 才 说 得 通 . 该 极限 值 为 1, 因为 y= 1 为 函数 了 的 水 平 渐 近 线 . 最 大 的 函 
数值 出 现在 x = 2, 所 以 x = 2 是 该 函数 的 全 局 最 大 值 . 最 小 的 函数 值 出 现在 x = 0， 


所 以 z = 0 是 该 函数 的 全 局 最 小 值 . 右 “ 端 点 ”oo 甚至 都 没有 出 场 . 
那么 函数 g 呢 ? 好 吧 , 这 次 g(0) = 2, g(2) = 3, 而 右 端 点 由 观察 lim g(z)=1 


可 知 . 


最 大 的 函数 值 依然 出 现在 z = 2, 所 以 z =2 为 函数 的 全 局 最 大 值 . 但 最 小 的 
函数 值 呢 ? 这 个 值 当 x 一 co 时 才能 取 到 . 这 是 否 意 味 着 oo 是 全 局 最 小 值 呢 ? 当然 


不 是 , 因为 oo 都 不 是 一 个 数 ; 该 函数 g 没有 全 局 最 小 值 . 


11.2 罗 尔 定理 


想象 你 正 开车 沿 着 高 速 公 路 行驶 . 我 看 到 你 在 一 家 加 油 站 停 了 下 来 . 然后 你 继 


外 为 一 方面 , 9 确实 有 一 个 全 局 下 确 界 . 这 一 概念 稍微 超出 了 本 书 范围 . 如 果 你 想 了 解 更 多 , 请 参阅 关 


于 实 分 析 的 书 . 
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续 前 行 , 始终 没有 改变 方向 , 虽然 你 随时 可 以 掉 转 方向 . 过 了 一 段 时 间 , 我 又 在 这 家 


加 油 站 看 见 了 你 ， 


不 曾 跟着 看 你 的 某 个 时 刻 , 你 的 车 速 为 零 


但 我 不 曾 跟 着 你 , 看 你 在 这 段 时 间 里 都 做 了 什么 . 我 断定 : 在 我 


为 什么 我 会 有 信心 这 样 说 ? 其 实 , 有 可 能 你 从 来 就 没有 离开 过 加 油 站 , 这 样 的 


话 , 你 的 速度 一 直 为 零 . 而 如 果 你 确实 离开 过 加 油 站 , 并 往 前 开 , 那 你 最 终 必 定 在 茶 


处 掉 了 头 , 否则 你 不 可 能 又 回 到 加 油 站 . 那么 当 你 停止 前 进 开始 掉头 时 会 发 生 什么 
呢 ? 你 必定 停 下 来 过 , 哪怕 只 是 一 瞬间 ! 你 不 可 能 掉 转 方向 而 不 让 车 停 下 来 . 这 同 


我 们 在 6.4.1 节 中 
它 的 速度 为 堆 . 


研究 过 的 上 抛 球 运动 的 情况 相似 .在 球 到 达 最 高 点 的 这 一 瞬间 ， 


另 一 方面 , 你 还 有 可 能 曾 离开 加 油 站 , 并 倒 着 开 . 在 这 种 情况 下 , 你 也 必定 曾 在 


茶 个 时 刻 将 挡 位 | 


后 退 改 为 前 进 , 而 结果 是 相同 的 : 你 在 某 处 停 下 来 过 . 无 论 你 向 


哪个 方向 走 , 你 都 


可 能 停 下 来 过 很 多 次 ; 但 我 知道 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 这 就 是 罗 


尔 定理 所 讲 的 内 容 .” 定 理 陈述 如 下 . 


罗 尔 定理 ”假设 函数 f 在 闭 区间 [a,0] 内 连续 , 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 . 如 
果 f(a) = f(b), 那么 在 开 区 间 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 c, 使 得 fr(c) = 0. 


结合 我 们 的 例子 ， 
速度 . 时 刻 a 和 。 


设 f(t) 是 汽车 在 时 刻 t 的 位 移 . 这 意味 着 f(t) 是 你 在 时 刻 + 的 
是 我 在 加 油 站 看 到 你 的 时 刻 ; f(a) = f(b) 说 明 在 时 刻 a 和。 你 所 


在 的 位 置 相同 


都 是 在 加 油 站 . 最 后 , c 是 你 停 下 来 的 时 刻 , 因为 f'(c) = 0. 罗 


尔 定理 告诉 我 你 至 少 停 下 来 过 一 次 . 我 不 知道 你 是 什么 时 候 停 下 来 的 , 因为 我 没 跟 


着 你 , 但 我 知道 你 


数 情 况 下 都 很 合 到 


肯定 停 下 来 过 . (我 假定 你 的 车 的 运动 是 可 导 的 , 这 个 假设 在 大 多 
EE 另 一 方面 , 如 果 你 从 汽车 碰撞 测试 假 人 的 角度 考虑 , 或 许 车 的 


运动 在 撞墙 的 那 一 瞬间 不 是 可 导 的 ……) 
现在 , 让 我 们 看 一 下 罗 尔 定理 适用 的 一 些 场合 , 如 图 11-6 所 示 . 


图 11-6 
在 前 两 个 图 中 , 仅仅 有 一 个 可 能 的 数值 c 使 得 f'(c) = 0. 在 第 三 个 图 中 , 有 三 


个 潜在 的 数值 c, 但 这 没有 关系 


印 数 图 像 ， 导数 始 


罗 尔 定理 说 的 是 至 少 有 一 个 . 第 四 个 图 为 常数 
终 为 零 . 这 说 明 ec 可 以 是 a 和 之 间 的 任何 值 . 接 下 来 , 看 一 下 


罗 尔 定理 不 适用 的 一 些 场合 , 如 图 11-7 所 示 . 


@ 关于 罗 尔 定理 的 证 明 请 参见 附录 A 的 A.6.7 节 . 
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在 上 本 


三 个 图 


Ph, 导数 


情 
一 个 尖 


数 是 可 导 


三 | 


AAA 


况 下 都 不 适 月 
是 的 , 即 


日 . 在 第 一 个 图 中 , 函数 在 开 


更 函数 在 一 个 点 J 
的 , 但 f(a) 关 f(b), 所 以 罗 尔 定型 


图 
都 不 会 为 零 


11-7 


但 这 也 没有 关系 ， 
区 间 (a, 
上 不 可 导 , 这 也 足以 
不 适用 . 在 右边 的 图 


因为 罗 尔 定型 


在 这 三 种 


b) 内 是 不 可 导 
搞 人 


函数 在 开 


驻 间 (a,b) 内 是 可 导 的 , 但 该 函数 在 闭 


点 让 一 切 功 


配合 反 放 


亏 


华 - 
区 


.下 


满足 水 平 线 检验 . 


现在 来 看 
实数 z, 了"(z) > 0. 这 次 的 问题 是 , 证 明 函 数 与 z 轴 


次 地 , 无 法 使 月 
下 面 举 一 个 罗 尔 定理 应 月 


昌 罗 尔 定理 . 


的 作 


E 法 证 明 这 一 点 ， 首先 假设 f 不 满足 水 平 线 检验 , 那么 
线 , 比如 说 y = 工 , 它 与 图 像 相 交 两 次 或 更 多 . 假设 这 些 交 点 
和 5b, 则 有 f(a) = f(b)==L. 由 于 f(a) = f(0), 所 以 可 以 月 
f 是 处 处 可 导 的 , 所 以 它 也 一 定 是 处 处 连续 的 ). 这 个 定理 指 日 
存在 一 点 c 使 得 fr(c) = 0. 但 这 是 不 可 能 的 ， 


个 更 难 


I 子 . 假设 有 一 个 函数 f 满足 f(z) > 0 (对 了 
有 的 x). 在 10.1.1 节 中 , 我 们 断言 该 函数 一 定 满足 水 平 线 检 


下 一 切 . 中 间 那 个 图 


验 . 让 我 们 月 


的 , 因 


为 在 s 点 有 
,图 
F, fla) = Jo) 且 


区 间 [a,05] 内 不 是 连续 的 : z = a 这 


六 所 


日 罗 尔 定理 


FP 的 两 点 的 横 


定 会 有 一 条 水 平 
人 标 为 a 


D 
1， 


看 


崩 罗 和 尔 定 到 


E (我 们 已 经 知道 


FF ga 和 5b 之 间 一 定 


因为 /'(z) 一 直 是 


E 的 ! 所 以 该 函数 


点 的 例子 . 假设 函数 了 的 三 阶 导 数 处 处 存在 日 


至 多 有 两 个 交点 . 在 


对 于 所 有 


开始 解决 


问题 之 前 , 让 我 们 先 稍微 考虑 一 下 这 意味 着 什么 ? 你 能 想 出 一 个 函数 , 对 于 所 有 实 


数 zx, "(zx) > 
想 得 出 来 , 那 
. 的 确 , 我 们 


是 不 可 能 的 


我 们 假设 有 两 个 以 上 的 交点 , 然后 从 
得 a < < c. 由 于 它们 都 为 x 轴 截 距 , 所 以 有 f(a) 


[a,2] 内 我 们 应 用 罗 和 尔 定 到 
所 以 一 定 有 一 


0 
再 试 


三 个 交 


FE 意 选取 


~ 


且 与 x 轴 没 有 交点 吗 ? 那么 一 个 交点 呢 ? 两 个 交点 呢 ? 如 果 你 都 能 
点 的 情形 . 不 过 不 要 在 这 上 面 浪费 太 多 的 时 间 ， 
的 问题 就 是 证 明 交 点 的 个 数 不 能 超过 两 个 . 

事实 上 , 这 里 的 关键 在 于 : 如 果 有 超过 两 个 交点 , 那 就 是 说 至 少 有 三 个 交点 . 让 
中 三 个 , 并 这 样 分 配 记号 5 和 c 使 


因为 这 


f (2) 


f (0) 


0. 在 闭 区 间 


点 p 在 天 


c 已 经 被 占 了 ! 


接 下 来 看 闭 区 间 [b,cj. 再 


EE 由 于 该 冰 数 在 闭 区 间 内 处 处 连续 ， 
F 区 间 (a,5) 内 使 得 f'(p) = 0. 为 什么 我 要 月 


开 


区 间 内 处 处 可 导 ， 


次 地 , 由 于 f(b) = f(o), 根据 罗 尔 定理 , 在 


地 


日 p 呢 ? 因为 这 上 


于 区 间 


(b,c) 内 一 定 存在 一 点 4 使 得 f(g) = 0. 别 息 了 , 我 们 已 经 有 户 (p) = 0. 啊 哈 , 现 


在 可 以 在 闭 


了 f. 我 们 知道 f'(p) 


区 间 [p,q] 中 使 


用 罗 尔 定型 


万 (9) 


0, 所 以 根据 罗 和 尔 定 到 


,但 这 次 要 用 的 不 是 函数 f, 而 是 其 导 函 数 
LE, 在 (p,q) 区 间 内 有 一 点 ”使 得 
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(fy =0 
7 使 得 J7(") = 0. 这 是 个 大 问题 
那么 唯一 的 可 能 就 是 , 我 们 2 


AAA 


等 一 下 , (f)' 就 是 二 次 导数 J”. 所 以 我 们 知道 在 开 区 间 (z,9) 内 有 一 


前 假设 该 冰 数 与 > 轴 


此 交点 个 数 不 能 超过 两 个 , 问题 解决 . 


因为 我 们 已 经 假设 对 于 所 有 实数 x, "(x) > 0. 
有 两 个 以 上 的 交点 是 错误 的 . 因 


顺便 说 一 下 , 刚才 你 想 出 来 满足 要 求 的 函数 (对 于 所 有 实数 x, "(zx) > 0 且 与 


2 轴 分 别 有 零 、 一 或 两 个 交点 ) 了 吗 ? 如 果 没 有 , 试看 一 下 f(z) = 到 +C, 其 中 


分 别 为 正 数 、 零 或 负数 . 


你 的 平均 速度 为 50 英 


从 


想象 你 开始 了 另 一 段 旅行 , 我 发 现 你 在 两 个 小 


好 50 英 


怕 


55 


度 会 是 50 英里 /小 时 . 这 是 不 可 避免 的 ! 不 管 你 整个 的 行驶 过 各 
的 平均 速度 为 50 英里 /小 时 , 那么 你 会 
然 , 你 可 能 达到 50 英 
/小 时 的 速度 匀速 行 


里 


只 是 一 瞬间 . 


答案 是 肯定 的 . 即使 你 在 天 


11.3 中 值 定理 


时 之 内 行驶 了 100 英里 . 因此， 
EE /小 时 .这 并 不 是 说 你 在 整个 行驶 过 程 中 速度 始终 维持 在 
EE/ 小 时 . 现在 , 我 的 问题 是 : 你 的 速度 曾经 达到 过 50 英 旦 


F 始 的 第 一 个 小 时 速度 为 45 英 旦 


EE /小 时 吗 ? 哪 


/小 时 , 第 二 小 时 为 


英里 /小 时 , 你 仍然 不 得 不 从 低速 加 速 到 高 速 . 而 在 这 个 过 程 中 , 你 有 一 瞬间 的 速 


E /小 时 不 止 一 次 


进 . 这 就 引出 了 中 值 定 理 . 


至 少 一 次 瞬时 速度 为 
可 能 很 多 次 , 甚至 


是 怎 相 


的 ,如果 你 


50 英里 /小 时 .” 当 


尔 能 始终 以 50 英 


中 值 定 理 假设 函数 f 夏 


E 闭 区 间 [a, 外 内 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 , 那 


么 在 开 


区 间 (a,5) 内 至 少 有 一 点 < 使 得 


— 


( 


OPE 


-/(0) 


这 看 起 来 有 
和 结束 的 时 刻 分 别 为 a 和 b, 那么 你 的 3 


点 儿 古 怪 , 但 实际 上 很 说 得 通 . 假设 f(t) 是 你 在 时 刻 t 的 位 移 , 你 开始 
F 均 速度 为 多 少 ? 你 的 位 移 为 f(b) - f(a)， 


用 的 时 间 为 5 一 a, 所 以 上 述 等 式 的 右边 为 你 的 平均 速度 . 另 一 方面 , 户 (ce) 是 你 在 时 


让 我 们 看 这 种 情况 的 示意 图 . 假设 函数 图 像 如 图 11-8 所 示 . 


连接 (4, f(a)) 和 (6,()) 两 点 的 虚线 侧 率 为 了 一 了 四 ,根据 中 值 定理 , 某 条 


刻 。 的 瞬时 速度 , 中 值 定理 指出 , 在 你 的 整个 行程 中 至 少 会 有 一 个 时 刻 e 使 得 你 的 
瞬时 速度 等 于 平均 速度 


切线 的 斜率 与 虚线 斜率 相同 ; 也 就 是 说 , 某 条 切线 与 虚线 是 平行 的 . 在 上 图 中 , 实际 


上 有 两 条 切线 与 虚线 是 平行 的 一 一 分 别 是 在 co 和 ci 处 的 切线 . 任意 其 一 都 满足 


@ 再 一 次 地 , 所 有 这 些 都 是 基于 一 个 很 合理 的 假设 一 一 你 的 汽车 的 运动 是 可 导 的 ! 
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定理 中 的 c. 


图 11-8 


中 值 定理 看 上 去 很 像 罗 尔 定理 .实际 上 , 适用 这 两 个 定理 的 条 件 几 乎 是 相同 
的 . 在 两 个 定理 中 , 函数 f 都 要 求 在 闭 区 间 [a,9]| 内 连续 , 在 开 区 间 (a,5) 内 可 导 . 
但 罗 尔 定理 还 要 求 f(a) = f(b), 中 值 定理 则 没 要 求 这 个 . 实际 上 , 如果 你 对 满足 
f(a) = f(0) 的 函数 应 用 中 值 定理 , 由 于 f(a) - f(5) = 0, 于 是 你 知道 在 开 区 间 
(a,5) 内 有 一 点 c 使 得 fr(c) = 0. 所 以 中 值 定理 可 以 推导 出 罗 尔 定理 . 
下 面 来 看 一 些 如 何 应 用 这 个 定理 的 例子 . 首先 , 如 何 证 明 方 程 


a 


”et+1l=0 
有 人 解 ? 一 个 方法 是 使 用 介 值 定理 (参见 5.1.4 节 ), 你 可 以 现在 试 试 . 不 过 在 这 里 , 我 


建议 对 区 间 [0,1] 上 的 函数 f(z) = e* 使 用 中 值 定理 . 这 是 可 行 的 , 因为 该 函数 在 
其 定义 域内 是 处 处 连续 并 可 导 的 . 根据 中 值 定理 , 在 闭 区 间 [0, 1| 内 至 少 存 在 一 点 
c 满足 


显然 需要 求 出 f(x). 使 用 链 式 求 导 法 则 , 应 该 可 以 证 明 户 (z) = 2ze”. 所 以 上 述 方 
程 变 为 


这 样 就 得 到 2cee 一 e 十 1 = 0, 从 而 证 明了 原始 方程 有 解 . 事实 上 , 这 也 证 明了 在 0 
与 1 之 间 存 在 一 个 解 . 

下 面 是 个 难点 的 例子 . 假设 有 这 样 一 个 函数 , 对 于 所 有 的 实数 z 处 处 可 导 并 且 
jz) > 4. 问题 是 , 如 何 证 明 这 个 函数 y = f(z) 的 图 像 与 线性 函数 y = 3z 一 2 最 多 
只 有 一 个 交点 . 先 试 一 下 , 看 你 是 否 可 以 在 继续 阅读 之 前 解决 它 . 

好 吧 , 究竟 该 怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 事实 上 , 这 同上 一 节 中 的 罗 尔 定理 的 例子 
很 相似 . 首先 , 注意 到 如 果 点 (z,y) 是 同时 满足 函数 y= f(z) 和 线性 函数 y = 3z 一 2 
的 点 , 那么 一 定 会 有 f(x) = 3z 一 2. 这 个 方程 对 于 绝 大 多 数 z 并 不 成 立 ! 它 只 对 交 
点 的 z 成 立 . 依然 用 反 证 法 , 假设 交点 不 止 一 个 . 任意 选取 其 中 两 个 , 并 这 样 分 配 记 
号 a 和 ,使 得 a <b. 由 于 它们 是 交点 , 我 们 知道 有 f(a) = 3a 一 2 和 f(b) = 3b 一 2. 
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又 由 于 该 函数 对 于 所 有 实数 都 处 处 可 导 且 连续 , 根据 中 值 定 理 , 在 开 区 间 (a,5) 内 
一 定 有 一 点 c 使 得 


四 一 
jg@= 1. 
代入 fwj=3a-2 和 Jo)=32 一 2, 可 得 
30—2)—(34—2) 3(0—a 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 对 于 所 有 zx, f(x) > 4. 因此 , 最 多 只 能 有 一 个 交点 . 

这 样 就 完成 了 这 个 证 明 , 但 你 可 能 会 想 知道 对 于 这 个 问题 的 另 一 种 解读 . 想象 
一 辆 车 4 正 以 3 英里 /小 时 的 速度 前 进 , 它 的 开始 位 移 为 -2, 那么 它 在 任意 时 刻 t 
的 位 移 表 达 式 为 3t 一 2. 假设 你 在 任意 时 刻 t 的 位 移 是 f(t), 那么 f(t) > 4 意味 着 
你 在 任意 时 刻 的 速度 永远 大 于 4 英里 /小 时 (与 4 车 同方 向 ). 所 以 问题 变 为 , 证 明 
你 不 能 与 4 车 相遇 的 次 数 超过 一 次 . 假设 你 们 相遇 超过 一 次 , 那么 由 于 4 车 的 速 
度 恒 为 3 英里 /小 时 , 你 至 少 在 某 一 时 刻 的 速度 为 3 英里 /小 时 . 但 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 你 的 速度 一 直 都 大 于 4. 如 果 这 样 想 的 话 , 这 个 问题 的 证 明 就 很 说 得 通 了 ! 
中 值 定 理 的 几 个 推论 

长 久 以 来 , 一 些 关 于 导数 的 结论 我 们 一 直 不 加 证 明 就 直接 使 用 .比如 说 , 如 果 
一 个 函数 的 导数 始终 为 零 , 那么 这 个 函数 一 定 为 常数 函数 . 诸如 这 样 的 事实 看 上 去 
显而易见 , 但 其 实 是 需要 证 明 的 . 下 面 就 让 我 们 用 中 值 定理 去 证 明 三 个 关于 导数 的 
有 用 事实 . 

(1) 假设 函数 f 在 开 区 间 (a,b) 内 的 任意 一 点 的 导数 都 为 零 . 这 意味 着 该 函数 
的 图 像 是 水 平 的 . 事实 上 , 很 显然 该 函数 在 这 个 区 间 内 是 常数 函数 . 但 怎样 证 明 呢 ? 
首先 , 在 该 区 间 内 固定 一 点 5, 然后 在 该 区 间 内 任 取 一 点 z(z 不 同 于 3). 根据 中 值 
定理 , 在 x 和 5 之 间 一 定 存在 一 点 c 满足 

— f(s 

于 我 们 已 经 假设 函数 的 导数 始终 为 零 , 这 说 明 f'(c) 也 一 定 为 零 . 所 以 上 述 方程 


jg@= 二 -52 -0 


这 意味 着 f(x) = f(5). 如 果 设 C = f(5), 那么 对 于 所 有 在 该 区 间 内 的 x 有 f(x) 
C, 所 以 该 函数 为 常数 函数 . 于 是 我 们 有 这 样 的 结论 : 

如 果 对 于 在 定义 域 (a,5) 内 的 所 有 z, 都 有 f(x) = 0, 那么 函数 了 在 开 区 
间 (a,5) 内 为 常数 函数 . 
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ry Ea 


让 


事实 上 , 在 10.2.2 


节 中 己 经 使 用 过 这 个 结 
cos-1(x), 那么 对 于 开 区 间 (1,1) 内 的 所 有 z, r(x) = 0. 于 是 我 们 得 


数 在 该 区 间 内 为 常数 函数 . 又 1 


(1,1) 内 


人 


1 


答案 是 


于 f(0 
的 z 都 有 sin-1(z) 十 cos-1(z) = zt/2. 
(2) 假设 两 个 可 导 函 数 有 相同 的 导数 . 那么 
门 可 能 相差 一 个 常数 . 例如 , 函数 f(z) =z2 和 g(x) =z2 二 1 有 相同 的 导数 2z, 但 
民明 显 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 函数 . 那么 还 有 其 他 方法 使 这 两 个 函数 处 处 有 相同 的 


吉 论 . 在 


E 那 里 ， 如 果 f(x) = sin -1(z) 十 
出 结 


论 , 函 


) = r/2, 实际 上 得 到 : 对 于 所 有 在 


E 开 


又 间 


它们 是 同一 


导数 吗 ? 否定 的 , 相差 


全 了 下 


个 常数 是 唯 


的 方法 


1 


个 函数 吗 ? 不 一 


定 , 它 


如 果 对 于 任 


意 实数 > 都 有 f(z 


)= 


9 (x 


),; 那 么 有 f(x)=g(x) 十 C (C 为 党 


常数 ). 


事实 上 , 使 用 前 面 
9 (Xx). 现在 


的 事实 


或 f(z) = 
节 的 积分 学 习 将 是 非常 有 月 
(3) 如 果 函 数 f 的 导 还 


g(7) 十 C. 阔 数 1 和 5g 
日 的. 
数 始 


: 令 h(z) = Jo) 一 ga) 对 等 式 
所 以 为 常数 函数 . 也 就 是 说 , hz 


终 为 正 ， 
6 说, 在 


实 (1) 可 以 很 容易 证 


明 这 一 点 . 


Ei 


丙 边 同时 求 导 , 及 (zx) 


确实 上 


图 


个 常数 . 这 个 事实 对 了 


那么 该 函数 为 增 函 
银 


数 ， 也 就 是 说 ， 


a <b, 则 有 f(a) < 了 (6). 换 句 语 


边 的 . 当 你 we 此 曲线 一 点 点 变 高 . 但 为 什么 会 这 档 
并 且 假 设 a <。. 根据 


7, 有 f(z) > 
数 c 使 得 


a 
这 意味 着 f(b) 一 f(a) = (co) (5 
正 . 这 样 我 们 有 f(b) - f(a) > 0， 
方面 , 如 果 对 于 
则 有 f(a) 


> f(0). 


11.4 


到 目前 为 止 , ; 
j 己 . 但 实际 上 , 二 阶 导数 


双人 
月 E 后 


以 


那 又 怎么 样 呢 ? 好 吧 , 如 果 知 
来 越 “ 陡 峭 ”, 如 图 


中 值 定型 


,在 开 


区 间 (a, 2) 


o) 


a). 由 于 
因此 f(b) > 


二 阶 导 


还 没有 太 多 讨论 过 二 阶 导 数 . 我 们 只 用 它 来 定义 过 加 速度 , 仅 此 
上 县. 例如 , 假设 知道 对 于 
: 数 看 作 导 数 的 导数 , 那么 可 


诉 你 很 多 关于 
区 间 (a,b) 内 的 所 有 zx, f”(x) > 0. 而 如 果 把 二 阶 导 
严 二 阶 导数 写 为 (f') (x) > 0. 这 意味 着 导 函 数 f(x) 始终 


道 导 函 


Df) 


b—a 
f'(c)>0 


b 一 a > 0, 所 以 等 式 的 


数 ; 也 就 是 说 , 如 果 


数 和 图 像 


函数 图 像 的 信 


是 增 函 数 . 


数 为 增 函 数 , 这 意味 着 函数 


段 设 对 于 所 有 xz, 六 
f' (7)—g (7 
= C (C 为 某 个 常数 ). 这 意味 着 f(x) 一 
只 相差 


g(z 
F 我 们 后 面 


FE 任 取 两 点 , 那么 左边 的 点 一 定 低 于 
lk 呢 ? 假设 对 于 
至 少 存在 一 个 党 


日 


如 果 
F 右 


六 所 有 


右边 为 


f(a), 所 以 该 函数 的 确 为 增 函 数 . 男 一 
所 有 z, f(x) < 0, 那么 这 样 的 函数 是 减 函 
证 明 的 方法 是 基本 一 样 的 . 


a <b, 


图 像 会 变 得 越 
11-9 所 示 . 在 紧 靠 z = a 的 右边 , 登山 者 轻松 岩 意 : 斜率 为 负 . 
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但 情况 逐渐 变 得 越 来 越 艰难 . 山 势 变 得 越 来 越 平坦 , 直到 完全 水 平 的 > = c 处 , 然 
后 随 着 斜率 逐渐 增加 , 山 势 变 得 越 来 越 陡峭 , 直到 z = ”处 . 这 里 的 要 点 在 于 , 从 
Zz 二 a 到 z=b 斜率 始终 在 增加 . 而 这 也 正 是 式 子 f(z) > 0 所 上 暗示 的 . 


图 11-9 


我 们 需要 用 某 种 方式 描述 这 样 的 行为 . 如 果 函 数 的 斜率 在 某 段 区 间 (a,5) 内 为 


增 函 数 , 或 换言之 , 它 的 二 阶 导数 在 该 区 间 内 始终 为 正 (假设 二 次 导数 存在 ), 那么 
我 们 说 该 函数 在 该 区 间 是 止 向 上 的 . 图 11-10 是 一 些 目 向 上 函数 的 图 像 


J 


图 11-10 
它们 看 上 去 都 像 碗 的 一 部 分 . 注意 到 仅仅 通过 "(x) > 0 我 们 无 法 判断 一 阶 导 
数 F(zx) 的 正 负 . 确实, 上 述 图 像 的 中 间 两 个 的 一 阶 导数 为 负 , 最 右边 的 一 阶 导数 为 
正 , 最 左边 的 一 阶 导 数 由 负 到 正 . 
如 果 二 阶 导数 "(zx) 为 负 , 那么 情况 就 反 了 过 来 . 它们 看 上 去 就 像 倒 扣 的 太 . 
如 果 在 某 段 区 间 内 函数 了 的 三 阶 导数 始终 为 负 , 那么 就 称 在 该 区 间 是 止 向 下 的 .” 
图 11-11 是 一 些 凹 癌 下 函数 的 图 像 . 


本 年 矿 坏 


图 11-11 
在 这 些 图 像 中 , 函数 的 导 函 数 都 为 减 函数 . 这 意味 着 你 会 发 现在 这 座 山 上 行进 
越 来 越 容易 : 如 果 你 是 在 上 山 , 山 势 会 越 来 越 平坦 ; 而 如 果 你 是 在 下 山 , 山 势 则 会 越 
来 越 陡 峭 (你 都 是 从 左 往 右 ). 


@ 如 果 你 记 不 清 哪 一 个 是 是 向 上 , 哪 一 个 是 止 向 下 , 那么 下 面 这 两 个 尾 章 也许 能 帮助 你 :“Like a cup， 
con cave up; Like a frown, concave down.” (茶杯 样 ， 四 向 EE; 皱眉 相 ， 四 向 下 .) 


214 第 11 章 导数 和 图 像 


kK 


当然 , 凹 性 并 不 需要 每 一 个 地 方 都 一 样 : 它 可 以 改变 . 如 图 11-12 所 示 , 在 z=c 
点 的 左边 , 图 像 是 止 向 下 的 ; 而 在 x = c 点 的 右边 , 图 像 是 四 向 上 的 . 这 时 , 我 们 称 
c 点 为 函数 的 拐点 , 因为 函数 在 e 点 改变 了 它 的 四 性 . 


图 11-12 
关于 拐点 的 更 多 说 明 
在 图 11-12 中 , 我 们 看 到 在 c 点 的 左边 二 阶 导数 小 于 零 , 在 ec 点 的 右边 二 阶 导 
数 大 于 零 . 那么 在 c 点 的 二 阶 导 数 又 是 怎样 的 呢 ? 它 肯 定 为 零 , 因为 所 有 的 一 切 都 
是 连续 平滑 的 . 一 般 而 言 , 如 果 c 点 为 拐点 , 那么 z = e 点 两 侧 的 二 次 导数 的 符号 
必定 是 相反 的 , 前 提 是 当 z 接近 于 c 点 时 f"(zx) 确实 存在 . 在 那 种 情况 下 , 必 有 以 
下 结论 : 
如 果 z=c 点 是 函数 了 的 拐点 , 则 有 (ce) = 0. 
但 另 一 方面 , 如 果 f”(c) =0, 则 ec 点 可 能 是 也 可 能 不 是 抛 点 ! 也 就 是 说 ， 


如 果 "(ce) = 0 则 e 点 不 一 定 都 是 函数 了 的 拐点 . 


列 如 , 假设 函数 f(z) = x4, 那么 了 (xz) = 4z3, f(x) = 12z2. 在 z = 0 点 , 它 的 二 阶 
导数 为 零 , 因为 f”(0) = 12(0)? = 0. 那么 x = 0 是 拐点 吗 ? 答案 是 否定 的 . 图 11-13 
为 该 函数 图 像 . 

从 图 像 中 可 以 看 出 , 函数 在 其 定义 域内 都 是 凹 癌 上 的 , 所 以 在 z = 0 这 点 该 函 
数 并 没有 改变 它 的 止 性 . 也 就 是 说 , 尽管 1”(0) = 0, x = 0 这 点 并 不 是 它 的 拐点 . 

另 一 方面 , 如 果 你 想 找 拐点 , 确实 应 该 找 二 阶 导数 为 零 的 点 . 这 样 做 至 少 可 以 
缩小 寻找 范围 , 然后 我 们 可 以 再 逐一 检验 . 例如 , 假设 f(x) = sin(z), 那么 f(z) = 
cos(Z)，j(z) = 一 sin(z). 当 z 的 值 为 的 整数 倍 时 , 该 函数 的 二 阶 导 数 为 零 . 此 
时 , (0) = 一 sin(0) = 0, 那么 z = 0 是 拐点 吗 ? 让 我 们 看 一 下 其 图 像 , 如 图 11-14 
所 示 . 是 的 , z = 0 是 拐点 : sin(z) 在 0 的 左边 是 四 加 上 , 而 在 0 的 右边 是 凹 癌 下 . 
注意 到 在 x = 0 处 的 切线 穿 过 曲线 y = sin(z). 这 对 拐点 而 言 是 典型 的 : 在 拐点 一 
边 曲线 必定 在 切线 之 上 , 而 在 男 一 边 在 切线 之 下 . 
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现在 是 时 候 把 前 面 的 部 分 理论 
fr(c) = 0. 除了 可 以 而 
E 明 , 这 里 仅 有 三 种 常见 可 能 性 : z = c 可 能 为 局 


及 数 。 使 得 
什么 ? 事实 


11-13 


11.5 ”对 导 


PE 


部 最 小 值 ; 还 可 


平 的 .”( 也 有 


可 外 


在 每 一 种 
一 结论 . 那么 怎 


能 为 水 平 抛 点 ,也 训 
E 对 于 所 有 
局 部 最 大 值 又 是 局 部 最 小 值 . 


C 
局 部 最 大 值 


情况 下 , 切线 都 是 水 平 


样 才能 判断 究竟 属于 上 图 中 的 表 


C 


局 部 最 小 值 
图 


提 到 | 
附近 的 一 阶 
Zz 二 Cc 点 的 二 
11.5.1 使 用 一 

让 我 们 再 看 
所 示 . 


导数 的 


阶 导 数 , 另 一 个 则 需 


J 


付 杞 


下 上 


在 第 一 个 中 , > = c 点 为 


边 的 示意 图 , 但 


说 , 在 那 一 部 分 定义 域 数 为 增 函 


@ 另 


一 种 可 能 性 是 在 临界 点 附近 的 
趋 于 临界 点 0 时 , 二 阶 导 数 的 符号 


#3 用 到 二 


阶 导数 的 符号 . 让 我 们 逐 


阶 导 数 


局 部 最 大 值 


数 为 


和 定 地 说 c 点 


的 : 这 是 你 只 
阶 导数 ， 当 使 


(是 正 还 是 负 ). 另 一 方面 ， 
一 来 看 这 两 个 方法 . 


这 次 在 z=c 点 


零点 


A 


是 函数 


ti 是 说 , 这 点 不 仅 是 拐点 ， 
接近 于 ce 的 zx, f(x) 是 常数 函数 ， 
) 不 论 如 何 , 图 11-15 是 这 几 种 常见 可 


11-15 


用 一 


当 使 


| 
0H 


和 情况 呢 ? 有 机 个 方法 一 个 内需 
阶 导数 时 , 需要 观察 在 z = c 


的 分 类 
应 用 到 实际 问题 中 去 了 . 假设 有 一 个 函数 以 


备 界 点 ,你 还 可 以 说 出 
部 最 大 值 ; 也 可 能 为 局 
通过 该 点 的 切线 也 是 水 
晶 这 样 的 话 , c 就 既是 
能 性 的 示意 图 . 


f 的 临 


已 0 
能 得 


出 的 唯 


用 二 阶 导 数 时 , 需要 考虑 在 


.在 e 点 的 左 侧 ， 


U1 


数 (参见 


性 甚至 不 


\ 是 


反复 振荡 , 所 以 四 性 也 在 不 停 变 化 ! 


良 定义 的 . 例如 


两 侧 画 


11.3.1 节 ). 另 一 方面 , 在 c 点 的 右 侧 ， 


一 些 切线 , 如 图 11-16 


图 像 的 斜率 为 正 : 也 就 是 
图 


Ek 


f(x) = 4 sin(1/z) 这 个 函数 ， 


Tr 
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局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-16 


像 的 斜率 为 负 ; 也 就 是 说 , 在 那 一 部 分 定义 域 函 数 为 减 函 数 . 很 显然 , 如 果 随 着 你 从 


左 往 右 , 斜率 由 正 变 负 , 那么 


斜率 为 零 的 那 一 点 必定 是 局 部 最 大 值 . 


对 于 第 二 个 , 情况 恰恰 相反 . 如 果 从 左 往 右 , 斜率 由 负 变 正 , 那么 斜率 为 零 的 那 
一 点 必定 是 局 部 最 小 值 . 在 第 三 个 中 , 除 e 点 外 , 斜率 始终 为 正 ; 在 第 四 个 中 , 除 c 


点 外 , 斜率 始终 为 负 . 后 两 者 


何 写 : 


下 面 是 对 上 述 观察 的 总 结 . 假设 J(c) = 0, 这 时 有 : 


中 的 e 点 均 为 拐点 : 点 两 侧 的 导数 的 斜率 并 没有 改变 


。 如果 从 左 往 右 通过 ce 点 , f(x) 的 符号 由 正 变 负 , 那么 c 点 为 局 部 最 大 值 ; 


。 如果 从 左 往 右 通过 ec 点 , f(x) 的 符号 由 负 变 正 , 那么 c 点 为 局 部 最 小 值 ; 


。 如 果 从 左 往 右 通过 ec 点 , (zx) 的 符号 不 发 生变 化 , 那么 c 点 为 水 平 殷 点 . 


例如 , 如 果 函 数 f(x) = 


23, 那么 我 们 有 (zx) = 3z2. 由 于 当 x = 0 时 导数 为 


零 , 所 以 z = 0 一 定 是 局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 或 水 平 抛 点 中 的 一 种 . 但 到 底 是 哪 


一 种 呢 ? 由 于 当头 0 时 , 导 


函数 始终 为 正 , 则 从 左 往 右 通过 x = 0 时 , 导数 的 符号 


不 发 生变 化 , 所 以 该 点 一 定 为 拐点 . 你 可 以 画 函 数 图 像 检 验 一 下 ! (在 11.5.2 节 你 会 


看 到 该 函数 图 像 .) 


下 面 是 另 一 个 例子 . 如 果 设 f(z) = zln(z), 那么 函数 f 的 局 部 最 大 值 、 局 部 最 
小 值 和 水 平 拐点 又 在 哪里 呢 ? 首先 , 可 以 使 用 乘积 法 则 求 得 f(z) = ln(z) 十 1. ( 目 


己 检验 一 下 !) 接 下 去 需要 求解 方程 f(z)=0, 即 f(z)=In(z) 十 1=0. 


通过 重新 整理 , 我 们 得 至 


| In(x) = 一 1, 两 边 同时 取 徊 , 得 到 z = e-1 = 1/e. 这 


是 唯一 的 候选 者 , 但 它 是 哪 种 


好 吧 , 让 我 们 看 一 下 六 ( 


类 型 的 临界 点 呢 ? 
2) = In(z) 十 1 在 x 接近 1/e 时 的 符号 . 最 简单 的 方 


式 是 画 出 导 函 数 y = 了 (x) 的 图 像 草 图 ， 我 们 所 需 做 的 只 是 把 In(z) 的 图 像 向 上 


叶 冰 数 由 负 变 正 , 所 以 z = 


平移 一 个 单位 , 如 图 11-17 所 示 . 从 图 像 中 可 以 看 出 , 随 着 从 左 往 右 通过 x = 1/e 


1/e 必定 为 局 部 最 小 值 . 那么 在 该 点 的 函数 值 又 是 多 


少 昵 ? 把 z = 1/e 代入 原 函 数 , 得 到 f(1/e) = (1/e)In(1/e) = 一 1/e, 因为 其 中 


lIn(1/e) = In(e-!) = — In(e) 
在 那个 局 部 的 图 像 应 该 如 图 


一 1. 因此 , 该 函数 在 点 (1/e, 一 1/e) 有 局 部 最 小 值 . 它 
11-18 所 示 . 但 正如 你 所 看 到 的 , 我 们 还 不 知道 其 他 部 
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分 的 图 像 如 何 . 我 们 将 在 12.3.2 节 将 它 补 完 . 


图 11-17 图 11-18 


11.5.2 使 用 二 阶 导 数 
再 来 看 一 下 当 f'(c) = 0 时 几 种 常见 可 能 愧 


C C C 


全 和 
局 部 最 大 值 局 部 最 小 值 水 平 拐点 
图 11-19 


假设 f"(c) > 0. 从 11.4 节 可 知 , 这 样 的 函数 y = f(z) 的 图 像 在 z = c 附近 
是 止 癌 上 的 . 上 面 只 有 第 二 个 满足 条 件 , 这 时 x = c 是 局 部 最 小 值 . 类 似 地 , 如 果 
f”(c) < 0, 那么 图 像 就 是 止 向 下 的 , 也 就 是 上 面 第 一 个 的 情形 , 此 时 x = e 为 局 部 
最 大 值 . 

这 个 方法 相当 管用 , 但 它 也 有 一 个 缺陷 : 如果 了”(c) = 0, 那么 可 能 遇 到 上 述 
四 种 情况 的 任意 一 种 ! 例如 , 假设 f(x) = za, g(z) = ZL， 我 们 有 f(x) = 3z2， 
所 以 F'(0) = 0， 接 下 来 让 我 们 用 它 的 二 阶 导 数 去 对 这 个 临界 点 进行 分 类 ， 由 于 
jz)=6z, 则 有 态 (0) = 0. 

另 一 方面 , 函数 9g 呢 ? 在 11.4.1 节 中 己 经 求 得 g(x) = 4z3, 所 以 g'(0) = 0. 这 上 
的 z=0 又 是 什么 类 型 的 临界 点 呢 ? 让 我 们 用 二 阶 导 数 来 检验 一 下 : g”(x) = 1272， 
所 以 % (0) = 
在 这 两 种 情况 下 , 在 临界 点 x = 0 的 二 阶 导 数 都 为 零 . 而 从 图 11-20 可 以 看 H 
函数 f 在 z=0 有 一 个 拐点 , 函数 9 在 zx = 0 则 有 一 个 局 部 最 小 值 . 
在 这 样 的 情况 下 , 使 用 二 阶 导 数 并 没有 什么 用 处 . 当 二 阶 导数 为 零 时 , 你 无 异 
于 两 眼 一 抹黑 , 完全 无 法 分 辨 自 己 面 对 的 究竟 是 局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 还 是 水 平 
拐点 . 下 面 是 一 些 总 结 . 假设 户 (c) = 0, 则 有 : 


吗 


So 


LE 
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图 11-20 


e。 如果 f"(c) < 0, 那么 z = e 为 局 部 最 大 值 ; 

e。 如 果 f”(c) > 0, 那么 z = ec 为 局 部 最 小 值 ; 

e。 如果 f"(c) = 0, 那么 你 无 法 判断 发 生 了 什么 ! 需要 使 用 上 一 节 讲 过 的 一 阶 

导数 方法 . 

是 的 , 一 阶 导数 方法 更 好 , 虽然 它 略微 复杂 一 点 . 它 在 任何 情况 下 都 可 以 使 用 , 而 
不 像 二 阶 导数 方法 那样 有 局 限 性 .下 面 是 一 个 两 种 方法 都 适用 的 例子 . 假设 函数 
f(x) = zln(z). 这 是 上 一 节 中 使 用 过 的 例子 ! 我 们 已 经 通过 一 阶 导 数 方法 发 现 1/e 
是 该 函数 的 局 部 最 小 值 . 现在 就 用 二 阶 导数 方法 再 试 一 下 . 
首先 , 忆 及 (zx) = In(x) 十 1, 所 以 (1/e) = 0. 很 容易 看 出 , f”(x) = 1/zx. 所 以 
Zz 二 1/e 时 , 有 f”(1/e) = e, 而 这 是 个 大 于 零 的 数 . 所 以 该 函数 在 z = 1/e 的 四 
性 为 四 向 上 , 就 像 一 个 硫 的 形状 ; 而 根据 前 面 的 总 结 , z = 1/e 的 确 为 局 部 最 小 值 . 


由 
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现在 是 时 候 来 看 一 下 绘制 函数 y = f(z) 的 图 像 的 一 般 方法 了 . 当 我 们 绘制 函 
数 图 像 时 , 并 没有 打算 追求 完美 , 而 只 是 希望 能 把 函数 的 主要 特征 表现 出 来 . 确实 ， 
我 们 将 用 到 已 经 掌握 的 微 积 分 知识 : 用 极限 去 找 渐 近 线 , 用 一 阶 导数 去 找 极 大 值 和 
极 小 值 , 用 二 阶 导 数 去 找 函 数 的 四 性 . 以 下 是 我 们 将 要 讨论 的 话题 : 

。 建立 符号 表格 这 种 有 用 技巧 ; 

。 绘制 函数 图 像 的 一 般 方法 ; 

e。 如 何 应 用 该 方法 的 五 个 例子 . 

12.1 建立 符号 表格 

假设 要 绘制 函数 y = f(z) 的 图 像 . 对 于 任意 的 z 值 , 它 所 对 应 的 f(z) 可 能 为 
正 , 可 能 为 负 , 可 能 为 零 , 也 可 能 在 该 点 没有 定义 . 幸运 的 是 , 如 果 该 函数 除了 少量 
点 外 都 是 连续 的 , 并 且 你 能 找到 它 所 有 的 零点 以 及 不 连续 点 , 那么 通过 使 用 符号 表 
格 就 可 以 很 容易 地 看 出 f(x) 在 哪里 为 正 , 哪里 为 负 了 . 

下 面 就 是 具体 做 法 : 首先 , 以 递增 的 顺序 列 出 所 有 零点 和 不 连续 点 . 例如 , 如 果 

pe A 

那么 零点 分 别 为 3 和 1, 不 连续 点 分 别 在 0 和 -2. 按 递 增 的 顺序 排列 就 是 -2, 0， 
1 3. 现在 , 建立 一 个 三 行 多 列 的 表格 , 前 两 行 分 别 标 为 zx 和 f(z), 第 三 行 暂 时 留 白 . 
接 下 来 , 把 刚才 列 出 的 零点 以 及 不 连续 点 填 入 表格 的 第 一 行 , 并 且 每 个 数 的 左右 都 


一 


要 留 出 空格 , 如 图 12-1 所 示 . 
rz 一 2 0 1 Ie 
f(z) 
图 12-1 
现在 你 可 以 填充 第 二 行 的 部 分 空格 函数 值 为 0 的 点 直接 填 0, 不 连续 点 


填 以 星 号 , 见 图 12-2. 


f(z) 


图 12-2 
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接 下 来 , 在 第 一 行 的 每 两 个 数 之 间 及 其 前 后 选取 你 喜欢 的 数 . 在 我 们 的 例子 中 
可 能 会 为 -2 的 左边 选 -3, 在 -2 和 0 之 间 选 -1, 如 此 等 等 . 最 后 表格 看 上 去 会 
如 图 12-3. 


人 一 3 一 2 一 1 0 5 1 2 3 4 
f(z) 大 大 0 0 
图 12-3 
我 们 也 可 以 选 -4 而 不 是 -3, 选 1/3 而 不 是 1/2 这 是 无 关 紧 要 的 . 我 们 


可 以 选取 两 个 数 之 间 的 任意 数 . 接 下 去 要 做 的 是 , 判断 所 选 的 数 所 对 应 的 函数 值 的 
正 负 . 例如 当 z = -3 时 ， 
-3-3)( -3-1D)2 32 
1 = i 9 
所 以 我 们 可 以 在 -3 的 下 面 填 一 个 减 号 . 实际 上 没有 必要 完全 求 出 函数 值 , 因为 我 
们 不 怎么 关心 f(-3) 的 具体 值 , 只 关心 它 的 正 负 . 我 们 只 需 通过 判断 每 一 个 因 式 的 
正 负 去 判断 整个 算式 的 正 负 . 具体 说 , 当 x = -3 时 , (z 一 3) 为 负 , (z 一 1 为 正 , ( 必 
然 为 正 , 因为 这 是 个 平方 表达 式 !) za 为 负 , (z 十 2) 也 为 负 . 这 样 , 总 的 效果 是 


(CC 
(-)(—) ” 
所 以 /(-3) 为 负 . 现在 试 着 对 其 他 数 作 同 样 的 分 析 , 应 该 得 到 图 12-4. 
rz 一 3 一 2 一 1 0 3 2 3 
f(z) 党 大 十 大 = 0 一 0 十 
图 12-4 


这 里 的 关键 不 是 (3) 为 负 , 而 是 f(x) 对 于 所 有 的 x < 一 2 都 为 负 . 数 -3 仅仅 
是 (-co, -2) 中 所 有 数 的 一 个 代表 性 样本 . (一 3) 的 正 负 体现 了 该 函数 在 (一 00, 一 2) 
区 间 内 的 正 负 . 类 似 地 , 由 于 f(-1) 是 正 的 , f(x) 在 (-2,0) 的 整个 区 间 内 是 正 的 . 
这 样 的 表格 已 然 告 诉 了 我 们 关于 函数 y = f(z) 的 很 多 信息 , 对 此 将 在 12.3.1 节 再 
展开 讨论 . 
下 面 是 男 一 个 例子 . 假设 函数 
f(x) = x2(x 一 5)3. 
我 们 在 10.1.4 节 中 已 经 见 过 这 个 函数 了 . 现在 用 符号 表格 再 来 更 仔细 看 


12.1 建立 符号 表格 ”221 


6 ”下 这 个 函数 . 该 函数 的 零点 只 有 x =0 和 x =5, 但 
+ 没有 不 连续 点 . 所 以 特殊 点 为 0 和 5. 接 下 来 需要 
填 表 . 在 0 的 左边 我 选 -1, 在 0 和 5 之 间 我 选 2， 
在 5 的 右边 我 选 6. 所 以 我 们 的 表格 大 致 如 图 12-5. 
下 面 是 我 如 何 得 到 在 -1, 2 和 6 处 的 符号 . 
。 当 z= 一 1 时 ,xz 和 (xz 一 5) 都 为 负 . 因此 , /(-1D) 为 (-)2(-)3 = (+)( 一 ) = (一 ). 
。 当 z=2 时 ,xz 为 正 , (z 一 5) 为 负 . 因此 , f(2) 为 (+?2( 一 3 仍然 为 负 . 

。 当 wz 一 6 时 ,x 和 (zx 一 5) 都 为 正 . 因此 , f(6) 为 (+)2( 十 
我 们 会 在 12.3.3 节 绘 制 该 函数 图 像 时 再 次 回 到 这 个 表格 . 不 过 现在 , 先 看 看 如 何 建 
立 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 的 符号 表格 . 
12.1.1 建立 一 阶 导 数 的 符号 表格 

正如 11.3.1 节 所 述 , 一 阶 导数 的 符号 可 以 告诉 我 们 关于 函数 的 很 多 信息 . 导数 
为 正 , 函数 为 增 函 数 ; 导数 为 负 , 函数 为 减 函 数 ; 导数 为 0, 函数 有 局 部 最 大 值 、 局 部 
最 小 值 或 水 平 拐 点 . 一 个 一 阶 导 数 的 符号 表格 能 把 所 有 这 些 信息 简明 扼要 地 总 结 
出 来 . 

方法 同 刚才 f(x) 的 符号 表格 所 用 方法 是 一 样 的 , 只 是 现在 你 是 基于 f'(x). 另 
外 一 个 不 同 之 处 是 , 当 了 (zx) 为 0 时 , 我 们 在 第 三 行 画 一 条 小 水 平 横 线 ; 当 f(x) 
大 于 0 时 , 我 们 画 一 条 和 斜 回 上 的 斜 线 ; 当 f(x) 小 于 0 时 , 我 们 画 一 条 和 斜 癌 下 的 

让 我 们 看 看 它 如 何 应 用 于 刚才 的 例子 f(x) = zz2(z 一 5)3. 在 10.1.4 节 中 已 经 算 个 
得 六 (zx) = 5z(z 一 5)?(z 一 2). (如 果 你 不 想 翻 回去 看 , 可 以 自己 重新 计算 一 下 !) 这 意 
味 着 当 z =0, z =2 或 x =5 时 f(x) = 0. 让 我 们 选取 它们 之 间 的 一 些 点 : 在 0 的 
左边 选 -1; 在 0 和 2 之 间 选 1; 在 2 和 5 之 间 选 3; 最 后 , 在 5 的 右边 选 6. 我 们 的 
符号 表格 目前 看 上 去 如 图 12-6. 

Zz —1 0 1 2 3 5 6 
f'(z) 0 0 0 


图 12-6 

接 下 来 , 需要 判断 在 所 选取 的 这 些 新 点 上 fr(z) 的 符号 . 例如 当 二 1 时， 1 
5z 为 负 , (z 一 5) 为 负 , (zx 一 2) 也 为 负 , 所 以 (1) 的 符号 为 (一 )(-2(-)=(+). 我 红 
留 给 你 重复 这 个 练习 , 判断 其 他 几 个 点 上 的 符号 , 确保 得 到 图 12-7. 


ba 一 | 0 业 2 3 5 6 
f'(z) 十 全 | ee a 
/ | 一 |e 

图 12-7 


注意 我 在 第 三 行 是 怎样 画 线 的 : 当 (x) 为 正 时 , 画 斜 各 上 的 线 ; 当 (x) 为 负 
时 , 画 斜 向 下 的 线 ; 当 了 (x) 为 0 时 , 画 水 平 的 线 . 这 样 我 们 马上 就 知道 , 当 x <0 和 
Zz >2 时 了 为 增 函 数 ; 当 0< z <2 时 , f 为 减 函 数 . 上 述 表格 也 告诉 我 们 , z =0 为 局 
部 最 大 值 , x =2 为 局 部 最 小 值 , z =5 为 水 平 抛 点. 我 们 会 在 12.3.3 节 绘 制 该 函数 
图 像 时 再 次 用 到 这 个 表格 . 

点 提醒 : 表格 第 三 行 中 的 短线 则 在 作为 图 时 的 导 引 . 函数 图 像 很 有 可 能 
根本 不 像 把 这 些 短线 连 起 来 后 的 样子 ! 所 以 应 该 只 用 那 一 行 中 的 信息 来 理解 函数 
在 哪里 是 增 函 数 、 在 哪里 是 减 函数 , 或 者 在 哪里 暂时 是 水 平 的 . 
建立 二 阶 导 数 的 符号 表格 
我 们 也 已 经 看 到 二 阶 导 数 的 重要 性 (回顾 一 下 11.4 节 


余 作 


12.1.2 


节 ). 当 二 阶 导数 为 正 


时 , 函 


数 图 像 是 止 向 上 的 ; 为 负 时 , 图 像 是 止 向 下 的 ; 为 0 时 , 你 可 能 得 到 也 可 能 得 不 到 一 
个 拐点 . 一 张 二 阶 导 数 的 符号 表格 会 告诉 我 们 这 些 信 息 . 

方法 同 函数 值 或 一 阶 导 数 的 符号 表格 所 用 方法 是 一 样 的 , 只 是 现在 第 三 行 要 用 
来 表示 函数 图 像 是 止 向 上 还 是 止 疝 下 . 当 f(x) 为 正 时 , 画 一 个 开口 向 上 的 小 抛物 
线 ; 为 负 时 , 画 一 个 开口 向 下 的 ; 为 0 时 , 画 一 个 点 . 

回 到 刚才 的 例子 f(z) = z2(z 一 5)3, 我 们 已 经 知道 f(x) = 5x(z 一 5)2(z 一 2). 
为 了 对 这 再 求 导 , 需 将 x 和 (x - 2) 合并 在 一 起 , 得 到 f(x) = 5(z 一 5)?(x? 一 2x). 


接 下 来 , 可 以 应 


f° (2) = 


乘积 法 则 , 得 到 


5((z2 一 27) x 


提出 公 因 


(2(z 一 5)) 十 


(zZ 一 5)2(27 一 2)). 


式 (z 一 5) 并 重新 整理 , 得 到 久 (z) = 10(z 一 5)(2x? 一 8z 十 5). 实际 上 , 可 


以 使 用 二 次 方程 求 根 公式 去 求 2z2 ~- 8z 十 5 = 0 的 解 , 求 得 解 为 2 土 
以 把 7(z) 彻底 地 因 式 分 解 为 


f”(z) = 20 (>- ( 一 v6) ) (2- (2+ v6) ) (z — 5). 
这 意味 着 当 z> = 2 3V6 环宇 3V6 和 z = 5 时 ,jw(z) 的 值 为 0. 这 样 我 们 初步 
得 到 f”(x) 的 表格 如 图 12-8. 


1” (7) 


了 V6. 所 以 可 


图 12-8 
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现在 , 要 填充 空白 处 , 如 果 能 知道 2 二 > V6 的 大 概 值 会 很 有 帮助 ， 所 以 让 我 们 
试 着 不 用 计算 器 去 估算 一 下 . 你 看 , V6 是 在 2 和 3 之 间 (因为 6 是 在 4 和 9 之 间 )， 
所 以 3V6 是 在 1 和 3/2 之 间 . 这 意味 着 2 - 了 V6 是 在 2- 了 = 和 2-1=1 之 
间 , 而 2 十 3V5 是 在 241-3 和 2 十 a 之 间 . 所 以 我 们 在 2 3V6 的 左边 先 


0: 在 2 一 3V6 和 2 上 3V5 之 间 选 2; 在 2 二 3V5 和 5 之 间 选 4; 最 后 , 在 5 的 右边 
选 6. 这 样 就 会 得 到 图 12-9. 


Zz 0 2 三 3V5 2+=VvV6 | 4 |5 
f(z) | 一 0 二 0 二 |0 | 十 
图 12-9 
确保 你 理解 了 上 表 中 我 所 填写 的 所 有 符号 是 正确 的 . 例如 当 z = 0 时 ，j(z) 
的 三 个 因 式 都 是 负 的 , 所 以 乘积 也 是 负 的 . 还 要 注意 到 我 如 何在 第 三 行 画 小 抛物 线 . 


你 可 以 很 清楚 地 看 到 , 当 2 - 3V6 6 < z < 2+3V6 或 x >5 时 ,图 像 是 四 向 上 的 : 
而 当 2 <2—2V6 或 2 上 + VB<z<5 时 ,图像 是 四 向 下 的 .同时 , 点 2 


2 十 5V5 和 5 都 是 拐点 , 因为 在 这 些 点 的 左右 两 侧 的 四 性 正好 相反 . 我 们 会 在 12.3.3 
节 再 回 到 这 个 表格 . 
再 看 另 一 个 例子 . 假设 g(x) = x? 一 9zs. 很 容易 算得 g'(x) = 97x83 一 72x7, g"(x) = 
7277 一 72x77x6 = 72z6(z 一 7). 所 以 当 z=0 或 z =7 
时 %(z) = 0. 让 我 们 选 xz = 一 1, xz =3 和 w= 8 作为 
填充 的 点 . 我 留 给 你 来 证 明 %(-1) < 0, g”(3) < 0 
和 9%(8) > 0 最终 %(z) 的 符号 表格 应 该 大 致 如 
图 12-10. 
可 以 发 现 , z = 0 并 不 是 拐点 , 因为 在 x = 0 两 侧 函 数 都 是 止 癌 下 的 . 男 一 方 
面 ,z=7 因为 在 7 的 左边 函数 是 凹 癌 下 的 , 而 在 7 的 右边 是 止 向 上 的 . 
正如 我 们 在 上 一 节 提 醒 的 , 第 三 行 中 的 图 示 旨 在 作为 你 作 图 时 的 导 引 . 它们 表 
明 原 始 函 数 在 哪里 是 是 向 上 的 , 在 哪里 是 四 向 下 的 . 对 于 函数 图 像 实际 上 是 什么 样 
子 的 , 它们 只 能 给 个 大 概 . 这 正 是 为 什么 我 们 需要 去 看 一 种 绘制 函数 图 像 的 全 面 方 
法 . 前 面 提 到 的 三 种 类 型 的 符号 表格 会 在 这 种 方法 中 用 到 , 但 事情 远 不 止 于 此 . 所 
以 系 好 安全 带 , 我 们 现在 出 发 ……… 


图 12-10 
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12.2 ”绘制 函数 图 像 的 全 面 方法 
下 边 是 一 个 绘制 函数 图 像 的 十 一 步 方法 . 在 你 开始 绘制 图 像 前 , 请 先 画 好 坐标 
轴 , 这 样 就 能 把 收集 到 的 一 些 关 键 信息 标记 在 图 像 上 . 
(1) 对 称 性 通过 用 -z 巷 换 x, 然后 看 是 否 能 得 到 原始 函数 , 来 检验 函数 是 奇 
出 zx>0 


函数 、 偶 函数 或 者 两 者 都 不 是 . 如 果 函 数 奇 函 数 或 偶 函 数 , 你 只 需 夯 0 的 部 
分 , 男 外 一 部 分 可 以 通过 对 称 性 得 到 . 这 能 为 你 节省 很 多 时 间 . 

(2) y 轴 截 距 通过 设 x = 0 来 求 y 轴 截 距 (如 果 存 在 的 话 ), 并 把 它 标记 在 图 
像 上 . 

(3) x 轴 截 距 通过 设 y = 0 并 解 得 x 来 求 x 轴 截 距 x. 但 这 有 时 会 很 困难 ， 

甚至 不 可 能 . 例如 , 如 果 要 因 式 分 解 一 个 次 数 为 三 或 更 高 的 多 项 式 , 可 能 需要 反复 
观察 找 出 一 个 根 , 然后 利用 多 项 式 除法 降 次 , 再 继续 因 式 分 解 . 在 图 像 上 标记 z 和 
截 距 . 
(4) 定义 域 求 出 函数 了 的 定义 域 . 如 果 定义 域 在 f 的 定义 中 已 给 出 , 那 不 需 
要 再 做 什么 ; 否则 的 话 , 定义 域 应 该 包括 实数 线 上 尽 可 能 多 的 部 分 . 记 住 , 要 殊 除 那 
些 使 得 分 母 为 0、 侦 次 根 号 下 的 量 为 负数 , 或 者 对 数 符 号 里 的 量 为 负数 或 0 的 数 . 
如 果 牵 扯 到 反 三 角 函 数 , 情况 就 更 复杂 了 , 所 以 我 建议 你 记 住所 有 反 三 角 函 数 的 定 
义 域 . (例如 , 无 法 取 不 在 区 间 [1,1] 中 的 数 的 反正 弦 函 数 .) 

(5) 垂直 渐 近 线 它们 通常 出 现在 分 母 为 0 的 位 置 . (如 果 有 分 母 的 话 !) 注意 : 
如 果 此 时 的 分 子 也 为 零 , 那 得 到 的 是 一 个 可 去 不 连续 点 ”而 不 是 一 条 垂直 渐 近 线 . 
此 外 , 也 可 能 由 于 对 数 因 式 而 得 到 垂直 渐 近 线 . 在 图 像 上 用 垂直 的 虚线 来 标记 所 有 
的 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 像 12.1 节 描 述 的 那样 建立 一 个 符号 表格 . 从 上 边 的 第 (3) 步 
可 知 函数 的 零点 , 从 第 (4) 步 和 第 (5) 步 可 知 函 数 的 不 连续 点 . 这 个 表格 会 告诉 你 ， 
在 哪里 函数 图 像 位 于 x 轴 之 上 , 在 哪里 位 于 x 轴 之 下 . 

(7) 水 平 渐 近 线 通过 计算 lim f(z) 和 lim jz) 来 找 出 函数 的 水 平 渐 近 线 . 
即使 这 个 极限 为 土 oo, 它 也 会 告诉 你 kg 非常 大 (或 负 的 非常 大 ) 时 函数 的 走势 , 从 
而 得 到 某 种 “倾斜 ” 渐 近 线 . 不 管 怎样 , 如 果 有 水 平 渐 近 线 , 用 水 平 的 虚线 在 图 像 中 
标记 出 来 . 在 这 里 , 你 可 以 在 水 平和 垂直 渐 近 线 周 围 选取 一 些 合适 的 点 去 计算 这 些 
点 的 函数 值 , 并 制 成 符号 表格 , 以 此 来 判断 函数 图 像 位 于 渐 近 线 的 哪 一 侧 . 

(8) 导数 的 正 负 现在 轮 到 微 积分 上 场 了 . 求 出 一 阶 导数 , 找到 所 有 的 临界 点 . 
回想 一 下 , 临界 点 是 导数 为 0 的 点 或 导数 不 存在 的 点 . 像 12.1.1 节 讲 解 的 那样 , 给 
制 一 个 关于 一 阶 导数 的 符号 表格 . 从 表格 的 第 三 行 了 解 该 函数 何 时 为 增 函 数 , 或 者 


@ 例如 , 如 果 f(z) = (z? 一 3z 十 2)/(z 一 2). 通过 因 式 分 解 , 分 子 变 为 (z 一 1)(z 一 2), 很 容易 看 出 
f(z) = x 一 1 (除去 z=2, 在 那里 函数 } 没有 定义 ). 其 图 像 可 见 3.1 节 ， 


总 
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何 时 为 减 函 数 , 何 时 为 水 平 . 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 从 上 面 的 符号 表格 中 , 你 能 找到 所 有 的 局 部 最 大 值 或 最 
小 值 . 回想 一 下 , 这 些 值 仅 出 现在 临界 点 处 . 对 于 每 一 个 最 大 值 和 最 小 值 , 你 都 需 
要 把 x 的 值 代入 y= f(z), 求 出 对 应 的 函数 值 . 要 确保 你 把 这 些 点 标记 在 了 函数 图 
像 上 . 

(10) 二 阶 导 数 的 正 负 求 出 二 阶 导数 , 并 找到 所 有 二 阶 导 数 为 零 或 不 存在 的 
点 . 像 12.1.2 节 描 述 的 那样 , 绘制 一 个 关于 二 阶 导 数 的 符号 表格 . 该 表格 的 第 三 行 
说 明了 函数 图 像 在 哪里 是 四 向 上 的 , 又 在 哪里 是 止 癌 下 的 . 

(11) 拐点 ”使 用 二 阶 导 数 的 符号 表格 去 寻找 拐点 . 回想 一 下 , 在 拐点 处 的 二 阶 
导数 一 定 为 0, 并 在 该 点 的 两 侧 二 阶 导数 的 符号 是 相反 的 . 对 于 每 一 个 拐点 x, 你 都 
需要 将 其 代入 y = f(zx) 来 求 出 对 应 的 函数 值 , 并 把 这 些 点 标记 在 图 像 上 . 

现在 , 使 用 所 有 你 收集 到 的 信息 去 完成 函数 图 像 的 绘制 . 如 果 哪 里 出 现 了 不 一 
致 , 那 你 可 能 什么 地 方 出 错 了 ! 你 收集 到 的 所 有 这 些 信息 应 该 是 能 够 严 丝 合 颖 地 拼 
凑 在 一 起 的 漂亮 的 函数 图 像 . 
顺便 提 一 下 , 对 于 第 (9) 步 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 , 记 住 你 也 可 以 使 用 二 阶 导 
数 的 正 负 去 找 (参见 11.5.2 闻 ). 不 过 , 这 个 方法 有 时 并 不 适用 一 一 这 也 正 是 我 推 
存 使 用 一 阶 导 数 的 符号 表格 的 原因 
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我 们 先 看 一 个 不 使 用 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 的 例子 , 再 看 四 个 使 用 上 述 全 面 方法 
的 例子 . 
12.3.1 一 个 不 使 用 导数 的 例子 
在 12.1 节 的 开始 , 我 们 提 到 过 函数 

加 (x — 3)(z— 1)? 

现在 让 我 们 仅 用 上 述 程 序 的 前 七 步 去 绘制 函数 图 像 . 

(1) 对 称 性 把 -z 而 不 是 z 代入 原始 函数 , 努力 变换 一 番 , 但 这 是 徒劳 的 , 所 
以 该 函数 是 非 奇 非 偶 的 . 

(2) y 轴 截 距 设 x = 0, 则 该 函数 分 母 为 零 . 所 以 该 函数 在 z = 0 处 趋 于 无 穷 
大 , 没有 y 轴 截 距 . 

(3) z 轴 截 距 ” 设 w= 0, 则 我 们 必 有 x 一 3=0 或 x 一 1=0, 所 以 zz 轴 鹤 距 为 
1 和 3. 

(4) 定义 域 很 显然 , 该 函数 的 定义 域 为 除 0 和 -2 外 的 所 有 x. 
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(5) 垂直 渐 近 线 当 z=0 或 z= -2 时 ,分 母 都 趋 于 0, 而 此 时 分 子 不 为 0, 所 
以 这 两 处 有 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 这 一 点 已 经 深入 讨论 过 了 , 我 们 知道 该 函数 在 (一 2,0) 和 (3, co) 
为 正 , 其 余 全 为 负 (除了 在 x 轴 截 距 和 垂直 渐 近 线 处 ). 作为 参考 , 图 12-11 是 在 12.1 
节 中 出 现 的 表格 . 


多 一 3 一 2 一 1 0 5 2 3 
jz) 区 大 十 大 一 0 一 0 十 
图 12-11 
(7) 水 平 渐 近 线 ”为 此 , 需要 去 求 
, (7-3)(7— 1)° , (Z—3)(z—1)° 
a Z3(Z 十 2) 和 二 23(Z 十 2) 


我 留 给 你 来 证 明 这 两 个 极限 均 为 0 (使 用 4.3 节 中 的 方法 ), 所 以 该 函数 在 = 0 有 
一 条 双 侧 水 平 渐 近 线 . 


现在 可 以 画 函 数 图 像 了 . 让 我 们 先 把 已 知 的 点 标记 在 图 12-12 上 . 
A 


图 12-12 


两 条 水 平 渐 近 线 都 是 y =0， 在 图 像 的 左手 边 , 曲线 在 x 轴 的 下 方 , 因为 当 
z < 一 2 时 函数 值 是 负 的 . 在 图 像 的 右手 边 , 曲线 在 xz 轴 的 上 方 , 因为 当 x >3 时 函 
数值 是 正 的 (可 通过 符号 表格 看 出 来 ). 至 于 垂直 渐 近 线 , 在 x = -2 的 垂直 渐 近 线 
的 右 侧 , 函数 为 正 , 在 其 左 侧 则 为 负 (再 次 用 到 了 符号 表格 ). 用 同样 的 方式 来 分 析 
z= 二 0 的 垂直 渐 近 线 . 现在 考虑 x 轴 截 距 . 在 x =1 点 函数 与 x 轴 相 切 , 因为 在 该 点 
的 两 侧 函 数值 都 是 负 的 . 另 一 方面 , 在 另 一 点 x =3, 函数 通过 x 轴 , 因为 在 该 点 两 
侧 的 函数 值 的 正 负 是 相反 的 . 下 面 让 我 们 把 这 些小 段 用 平滑 的 曲线 连接 起 来 , 从 而 
得 到 图 12-13. 
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本 (2—3)(z—1) 


图 12-13 


这 是 对 函数 图 像 大 致 样子 的 一 个 相当 不 错 的 近似 . 可 问题 是 , 除了 知道 在 xz = 1 


有 局 部 最 大 值 , 我 们 并 不 知道 其 他 的 局 部 最 大 值 和 最 小 值 . 显然 ,在 z= -2 和 >z=0 
之 间 有 至 少 一 个 局 部 最 小 值 ,在 z =1 和 z=3 之 间 有 至 少 一 个 局 部 最 小 值 , 在 
Zz 二 3 右边 有 人 至少 一 个 局 部 最 大 值 . 不 过 , 极 值 还 可 能 有 更 多 一 一 图 像 可 能 有 比 目 
前 展现 的 更 多 的 起 伏 . 不 使 用 导数 我 们 是 无 法 判断 的 . 
那么 为 什么 不 使 用 导数 呢 ? 因为 对 于 这 个 函数 , 导数 实在 太 难 求解 了 ! 如 果 你 
不 怕 麻 烦 去 求 导 , 就 会 发 现 
zZ4 十 10z3 一 11z2 一 16z 十 18 


f°(7) = ZA 0) 

我 们 实际 上 已 经 知道 z = 1 是 它 的 局 部 最 大 值 , 所 以 (1) 应 该 为 0. 你 可 以 检验 
一 下 , 发 现 当 x =1 时 ， 2 0. 这 意味 着 (x 一 1) 为 分 子 的 一 个 因 式 , 通过 长 
除法 , 可 以 发 现 分 子 为 (z 一 1)(--zx3 十 97z? 一 2z 一 18). 这 仍然 留 下 了 一 个 三 次 方程 
需要 去 处 理 , 但 至 少 我 们 知道 这 个 三 次 方程 最 多 有 三 个 解 . 这 意味 着 除了 z = 1 外 ， 
最 多 还 有 另外 三 个 临界 点 . 具体 说 , 这 个 图 像 并 没有 更 多 的 起 伏 , 有 的 只 是 从 上 图 
中 可 以 看 出 的 四 个 临界 点 . 
至 于 使 用 二 阶 导 数 去 找 出 凹 性 和 拐点 , 我 只 能 说 , 情况 会 比 一 阶 导 数 的 还 要 精 
糕 . 所 幸 另 一 方面 , 并 不 是 每 一 个 函数 都 有 这 么 难以 处 理 的 导数 一 一 让 我 们 看 以 
下 的 四 个 例子 , 在 它们 身上 可 以 应 用 完整 的 方法 . 
12.3.2 完整 的 方法 : 例 一 
在 11.5.1 节 的 结尾 部 分 , 我 们 看 到 函数 f(z) = zln(z) 在 z = 1/e 这 点 有 局 部 
最 小 值 . 我 们 甚至 画 出 了 它 的 局 部 图 像 . 现在 就 应 用 完整 的 方法 把 函数 y= f(x) 的 
图 像 补充 完整 . 

(1) 对 称 性 ” 当 x < 0 时 , 该 函数 甚至 没有 定义 , 所 以 它 显 然 不 可 能 是 奇 函 数 
或 个 函数 . 

(2) y 轴 截 距 设 z = 0, 则 该 函数 在 z =0 没有 定义 , 所 以 它 不 可 能 有 y 轴 
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截 距 . 

(3) z 轴 截 距 设 y= 0, 则 我 们 必 有 x= 0 或 ln(z) = 0. 不 可 能 有 zx = 0, 因 
为 在 x = 0 处 没有 定义 ; 如 果 In(z) = 0, 那么 z = 1. 所 以 唯一 的 > 轴 截 距 为 z=1. 

(4) 定义 域 由 于 有 因子 jn(z), 所 以 该 函数 的 定义 域 必 定 为 (0, +o0). 

(5) 垂直 渐 近 线 ”因子 In(z) 是 否 可 能 会 在 x = 0 引入 一 条 垂直 渐 近 线 ? 让 我 
们 检验 一 下 .由 于 该 函数 只 有 在 z >0 才 有 定义 , 所 以 只 需要 考虑 它 的 右 极限 , 即 
lim, zIn(z). 实际 上 , 从 9.4.6 节 我 们 已 知 , 这 个 极限 为 0, 因为 随 着 z 一 0+ 对 数 
函数 缓慢 地 趋 于 -co. 所 以 该 函数 没有 垂直 渐 近 线 , 仅仅 在 原点 有 个 ( 右 侧 ) 可 去 
个 连续 反 . (6) 函数 的 正 负 我 们 已 经 知道 该 函数 对 于 
Zz < 0 没有 定义 , 与 z 轴 的 截 距 仅仅 有 一 点 z = 1 
所 以 还 需要 在 其 之 间 的 空格 填 入 诸如 x = 1/2 和 
Zz 二 2. 当 z=1/2 时 ,ln(l/2) = 一 In(2), 为 负 , 所 
以 了 的 符号 为 (-)， 当 w= 2 时 , 很 容易 可 以 看 出 
f 的 符号 为 (+). 这 样 符号 表格 看 上 去 如 图 12-14. 

(7) 水 平 渐 近 线 ” 仅 需要 考虑 lim zin(z), 因为 > 一 -co 的 极限 甚至 说 都 说 
不 通 . 而 上 述 极限 显然 为 oo, 因为 随 着 z oo0, x 和 In(z) 都 趋 于 co. 所 以 也 没有 
水 平 渐 近 线 . 

(8) 导数 的 正 负 通过 使 用 乘积 法 则 , 可 以 得 
出 户 (z) = jn(z) 十 1 (正如 在 11.5.1 节 计 算 过 的 ). 
所 以 当 In(x) = -1 即 z=e-: =1/e 时, f'(x) = 
0. 我 们 只 需 选 在 x =0 和 x = 1/e 之 间 的 一 点 , 以 
及 大 于 z = 1/e 的 男 一 点 . 不 妨 分 别 选 xz =1/10 和 
2 =1. 注意 到 f7(1/10) = In(1/10)+1 = 一 In(10) 十 
1, 它 显 然 为 负 ; 而 (1) = ln(1) + 了, 它 为 正 . 这 样 , f(z) 的 符号 表格 看 上 去 如 图 
12-15. 

(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”通过 上 边 的 表格 可 以 知道 , 仅仅 在 z = 1/e 点 有 局 部 最 
小 值 . 现在 只 需 计 算出 y 值 : y = e-1ln(e-!) = -el = 一 1L/e. 所 以 局 部 最 小 值 的 坐 
标 为 (1/e, 一 1/e), 正如 我 们 在 11.5.1 节 已 经 见 到 的 那样 . 

(10) 二 阶 导数 的 正 负 由 于 f/(z) = In(x) 十 1, 有 f(x) = 1/x. 又 由 于 函数 f 
的 定义 域 为 x > 0, 所 以 对 于 相关 的 z, 都 有 f”(z) > 0. 这 意味 着 f 始终 是 症 向 上 
的 . 


1 


(11) 拐点 ”由 于 17(zx) = 1/z, 永远 不 可 能 为 0, 所 以 没有 扮 太 . 
现在 把 所 有 收集 到 的 信息 标记 在 图 像 上 .我 们 在 原点 有 一 个 可 去 不 连续 点 , 在 点 
(1/e, 一 1/e) 有 一 个 局 部 最 小 值 , 在 x 轴 上 的 截 距 为 1, 并 且 没 有 水 平 或 垂直 渐 近 线 . 
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当 x <1 时 , 图 像 在 x 轴 的 下 方 ; 当 x >1 时 , 图 像 在 > 轴 的 上 方 . 此 外 , 函数 当 


0 <z < 1l/e 时 为 减 函 数 , 当 z > 1/e 时 为 增 函数 , 并 且 始 终 是 凹 向 上 的 . 因此 , 它 
的 图 像 必定 看 上 去 如 图 12-16. 


图 12-16 
这 不 能 说 完美 , 但 比 起 11.5.1 节 的 初步 尝试 是 要 好 太 多 了 , 毕竟 我 们 现在 知道 


了 多 得 多 的 信息 . 
12.3.3 完整 的 方法 : 例 二 

再 看 一 个 以 前 的 例子 : f(z) = z2(z-5)3. 在 10.1.4 节 中 , 已 经 绘制 出 了 y = f(x) 
图 像 的 大 致 样子 ; 而 在 12.1 节 中 , 也 已 经 制作 了 f(z)、f'(z) 和 f(x) 的 符号 表格 . 
这 意味 着 我 们 可 以 加 大 油门 , 快速 通过 . 

(1) 对 称 性 ”如果 用 (- z) 替换 并 你 会 得 到 f(x) = (一 x)?(-zx—5)3 = 一 z2(zZ 十 
5)3. 这 既 不 是 f(x) 也 不 是 一 f(x), 所 以 该 函数 非 奇 非 偶 . 好 吧 , 你 总 不 可 能 事 事 顺 
心 如 意 . 

(2) 9 轴 截 距 当 xw =0 时 ,y= f(0) = 0. 所 以 y 轴 截 距 为 y= 0. 


(3) xz ee 如 果 y =0, 则 肯定 有 x? = 0 或 (z 一 5)”=0, 所 以 zx 轴 截 距 为 
ZX 二 0 或 z= 
(4) 定义 很 显然 , f(x) 可 以 取 任 意 的 z, 所 以 该 函数 的 定义 域 为 全 体 实数 


R. 


(5) 垂直 渐 近 线 ”由 于 定义 域 为 全 体 实数 , 所 以 没有 垂直 渐 近 线 . 

(6) 函数 的 正 负 正如 我 们 在 12.1 节 所 见 , f(x) 的 符号 表格 如 图 12-17. 
人 一 | 0 2 5 6 
jz) 0 0 


图 12-17 
所 以 仅 当 z > 5 时 , 图 像 在 xz 轴 上 方 . 
(7) 水 平 渐 近 线 ”很 容易 看 出 : 


lim zz2(z 一 5 一 co 和 lm x?(x— 5) = 一 co. 
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毕竟 , 当 z 一 co 时 ，z2 


和 (x 一 5)” 都 趋 于 ow， 


因此 它们 
Z 全 一 oo 时 , x? 趋 于 co 而 (x 一 5)3 趋 于 -co, 所 以 乘积 


的 乘积 也 趋 于 co; 而 当 
于 -co. 我 们 还 可 能 注 


意 到 , 当 x 非常 大 ( 正 的 或 负 的 ) 时 , 量 (z - 5) 表现 得 像 其 最 高 次 项 zx, 所 以 在 图 
像 的 左右 两 端 (但 不 是 在 原点 附近 ), z2(z 一 5)3 表现 得 像 z5. 
(8) 导数 的 正 负 正如 我 们 在 12.1.1 节 所 见 , f(x) 的 符号 表格 如 图 12-18. 
rz —1 0 1 2 3 5 6 
f’'(z) 十 0 加 0 0 十 
/ | 
图 12-18 
这 告诉 了 我 们 函数 在 哪里 为 增 函 数 、 在 哪里 为 减 函 数 , 或 在 哪里 为 水 平 的 . 
(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”从 上 表 中 可 以 看 出 : x = 0 为 局 部 最 大 值 , z = 2 是 局 部 
最 小 值 , 而 zx = 5 是 水 平 扔 点 . 现在 需要 计算 这 些 点 对 应 的 函数 值 . 通过 把 这 些 x 


值 代入 f(z) = (zz 一 5 


3 可 得 : 


f(0) = 0 f(2) = (2)2(-3)3 = -108, 以 及 f(5) =0. 


所 以 在 原点 处 有 局 部 最 大 值 , 在 点 (2, 一 108) 有 局 部 最 小 值 , 而 点 (5, 0) 是 水 平 损 
点 . 
(10) 二 阶 导 数 的 正 负 在 12.1.2 节 中 , 我 们 已 经 见 到 图 12-19. 
zx 0 多 二 V5 2 2 十 jvG 4 5 6 
f"(z) | 一 0 十 0 -|o|+ 
图 12-19 
通过 该 表格 , 可 以 看 出 函数 在 哪里 是 凹 癌 上 , 在 哪里 是 止 癌 下 . 注意 到 1”(0) < 
0 以 及 产 (2) > 0, 前 者 再 次 确认 了 临界 点 x = 0 是 局 部 最 大 值 , 而 后 者 则 再 次 确认 
了 临界 点 x = 2 是 局 部 最 小 值 . 
QD 拐点 ”从 上 表 中 还 可 以 判断 出 z = 2 了 V6,z 二 2+3V6 和 =5 为 该 了 


数 的 拐点 . 事实 上 , 最 


代入 原始 函数 f(z) = xz? 
设 a=f (2-3v5) 和 B=/ (2+3V6) 这 意味 


由 
= 
o=(2- 3 


后 一 个 点 是 我 们 早 就 知道 的 ， 
0) 为 水 平 拐点 . 其 他 两 个 点 则 要 麻烦 许多 , 需要 分 别提 
(z 一 5)3. 不 幸 的 是 , 得 到 的 结果 一 团 
着 


因为 在 步骤 (9) 已 经 看 到 点 (5， 


1 1 
Er=2—3V6,r=2+35V6 
和 .这 里 我 们 取 个 巧 ， 


va) (-3-3v8) ,= (2+ 3v8) (s+3v6). 


实际 上 , 如 果 费 劲 把 它 乘 开 , 你 可 以 化 简 这 个 表达 式 , 但 这 毫 无 乐趣 可 言 . 我 们 也 可 
以 难得 使 用 计算 器 去 计算 得 到 a 大 约 等 于 -4 全.3, 6 大 约 等 于 -58.2. 但 这 些 仅仅 
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是 近似 值 ! 计算 器 不 可 能 给 出 像 4 或 8 这 样 的 无 理 数 的 准确 数值 不管 怎 样 我 们 
知道 该 函数 的 拐点 为 (2- iv, a) (> vs, 8) 和 (5, 0) 

现在 , 让 我 们 把 一 切 拼凑 起 来 . 画 
出 坐标 系 , 标注 原点 处 的 y 轴 蕉 距 、0 
和 5 处 的 x 轴 截 距 , 原点 处 的 局 部 最 
大 值 、(2, _108) 处 的 局 部 最 小 值 , 以 及 


| 

ee (6,0) 处 的 水 平 拐点 、(2 一 VG, oj 和 

y y 
1 Re 
(: + 1, 2) 处 的 非 水 平 拐点 . 我 们 
L087 还 知道 当 z 一 co 时 , y 一 co 以 及 
| 2 这 一 00 时 , y 一 一 00, 所 以 可 以 用 小 
a 段 曲线 表示 这 一 点 . 综合 起 来 , 得 到 图 

12-20. 


注意 到 我 们 从 (zx) 的 符号 表格 已 知 , 曲线 在 拐点 (2- v5) 处 的 斜率 为 负 ， 
在 抛 点 (2+ 3v) 处 的 斜率 为 正 . 现在 只 需 把 各 段 连接 起 来 , 得 到 图 12-21. 


再 一 次 地 , 这 比 我 们 在 10.1.4 厄 中 的 绘图 尝试 要 做 得 更 好 , 因为 它 还 表示 出 了 
拐点 . 
12.3.4 完整 的 方法 : 例 三 
现在 , 让 我 们 绘制 y= f(x) 的 函数 图 像 , 其 中 ©O 
f(z) = ze-3z /2. 
(1) 对称 性 用 (-z) 代替 z, 我 们 得 到 -ze-3(*) /2 = -ze /2 = 一 f(z), 所 
以 该 函数 为 奇 函 数 . 这 是 一 个 意外 之 喜 : 仅仅 需要 绘制 z > 0 的 部 分 , 剩 下 的 一 半 
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则 很 容易 得 到 . 


(2) y 轴 截 距 当 z=0 时 ,y=0e-30 /2 二 0. 所 以 7 到 


截 距 为 y = 0. 


(3) z 轴 截 距 当 y =0 时 ,0 = ze-sz?/2, 所 以 要 么 > = 0 要么 e-3*/2 二 0. 后 


一 个 方程 是 无 解 的 , 因为 指数 函数 永远 为 正 . 医 


止 , 我 们 知道 的 只 是 , 该 函数 为 奇 函 数 
(4) 定义 域 很 明显 , x 可 以 取 任 意 值 


对 数 , 而 即使 把 函数 写成 


分 母 也 不 会 为 0, 因为 指数 函数 始终 为 了 
(5) 垂直 渐 近 线 ”没有 于 


体 实 数 及 . 
(6) 函数 的 正 负 


符号 表格 . 


从 表格 中 可 以 看 出 


羡 数 为 负 . 


(7) 水 平 渐 近 线 ”为 此 , 需 


我 们 知道 


lim 


2 一 co 


E 直 渐 近 线 ， 


= ea 
FE. 所 以 定义 域 为 全 体 实数 及. 
因为 定义 域 为 全 


， 当 2 > 0 时 函数 为 


化 


使 f(x) = 0 的 点 仅 有 一 点 ， 
就 是 x = 0 时 . 这 样 就 有 图 12-22 所 示 的 这 个 极其 简单 的 


和 lim 


zo00 e372/2 


FE, 当 z<0 时 


注意 到 在 两 种 情况 下 3z2/2 都 是 一 个 很 大 的 了 


线 y==0. 
(8) 导数 的 正 负 
检验 一 下 


f(z) = 7z(—32)e 一 3z2/2 十 e-3z2?/2 至 
它 处 处 都 有 定义 , 但 它 什 么 时 候 为 0 呢 ? 
0, 即 当 z=1/V3 或 zx 
空白 , 这 样 导数 的 符号 


于 指数 函数 增长 迅速 (参见 9.4.4 市 


现在 需要 求 * 


于 指数 函数 


E 数 , 所 以 分 母 是 一 个 很 大 的 指数 .1 
), 两 个 极限 都 为 0. 所 以 有 一 条 双 侧 水 平 渐 近 


距 仅 有 zz = 0. 到 目前 为 
它 与 坐标 轴 只 相交 于 原点 . 
而 不 会 引出 问题 一 一 


这 里 没有 偶 次 根 或 


2 [Tol 
rol -ol 
EE 


图 12-22 


. 通过 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 则 , 你 可 以 


(1 — 322 )e 0 
为 正 , 所 以 仅 当 1-3x? = 


一 1/V3 时 , 导数 才 为 0. 让 我 们 先 一 1, 0 和 1 填充 之 间 的 


表格 看 上 去 像 图 12-23. 


oT 
” V3 V3 
f’(7) 0 丰 0 
We | 
图 12-23 
从 表格 中 可 以 看 出 , 函数 在 
减 函 数 . 还 注意 到 f 是 奇 函数 这 一 点 (从 步骤 (1) 可 知 ) 在 上 表 


一 1/V3 和 V3 之 间 时 为 增 函 数 , 在 其 他 区 间 则 为 


第 三 行 中 显而易见 . 
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(9) 最 大 值 和 最 小 值 从 上 面 的 符号 表格 很 容易 看 出 , x = 1/V3 对 应 的 点 是 局 
部 最 大 值 , x = 一 1/V3 对 应 的 点 为 局 部 最 小 值 . 剩 下 要 做 的 只 是 把 x 值 分 别 代入 原 
始 函数 以 求 得 y 值 . 当 z = 1/V3 时 , 有 


_ 工 -sa/vVB)212 _ e172 
2/ v3 V3 4 
这 样 在 点 (1/V3, e-1/2/V 引 有 局 部 最 大 值 . 又 由 于 函数 为 奇 函数 , 我 们 甚至 不 需要 
把 z= 一 1/V3 代入 就 可 以 看 出 , 必 有 (-1/V3, ~e-12/V3) 为 局 部 最 小 值 . 
(10) 二 阶 导数 的 正 负 为 此 需要 再 次 求 导 , 再 次 使 用 乘积 法 则 和 链 式 求 导 法 
则 . 得 到 


f’(2) = (1— 372)(—32)e 3 12 4 (-6r)e-3 /2 = 9z(z2 — 1)e-3z /2. 


次 地 , 由 于 指数 函数 始终 为 正 , 所 以 仅 当 z=0 或 z2-1=0, 即 当 z=0,z=1 
或 x = 一 1 时 , f(z) 才 为 零 . 其 符号 表格 看 上 去 如 图 12-24. 


一 2 一 1 -3 0 5 1 2 
f(z) 总 0 十 [| ee i 
图 12-24 


当 xz =1/2 时 , 因子 9z 为 正 , 但 (z2 一 1) 为 负 , 同时 指数 函数 始终 为 正 , 所 以 
整个 结果 为 负 . 当 x =2 时 , 同样 容易 看 出 二 阶 导数 为 正 . z = -1/2 和 z = -2 时 
的 情况 也 容易 判断 , 并 且 遵从 对 称 性 . (由 于 原始 函数 为 奇 函数 , 它 的 导 函 数 为 偶 函 
数 , 它 的 二 阶 导 函数 为 奇 函 数 . 你 可 能 需要 在 这 上 面 稍微 思考 一 下 !0) 从 第 三 行 可 以 
看 出 , 当 z < -1 或 0<z<1l1 时 ,函数 的 图 像 是 止 向 下 的 ; 当 z >1 或 -1<z<0 
时 , 图 像 是 止 向 上 的 . 顺便 说 一 下 , 注意 到 在 临界 点 x = 1/V3, 二 阶 导数 为 负 一 一 
这 再 次 确认 了 在 该 点 有 局 部 最 大 值 . 类 似 地 , 当 z = -1/V3, 二 阶 导 数 为 正 , 所 以 三 
实在 该 点 有 局 部 最 小 值 . 

(11) 拐点 “从 上 表 中 可 以 看 出 , 在 z =0, z =1 或 z= 一 1 这些 点 , 函数 的 四 性 
都 会 发 生变 化 . 所 以 这 些 点 都 是 函数 的 拐点 , 而 我 们 需要 做 的 仅 是 求 出 这 些 点 对 应 
的 y 值 . 通过 把 这 些 点 代入 原始 函数 y = ze-s=* /2, 容易 得 到 这 些 拐 点 的 坐标 分 别 
为 (1, e-3/2) ,(-1, -~e-3/2) 和 (0, 0). 

如 果 你 真 的 一 直 很 乖 的 话 , 应 该 已 经 在 坐标 系 上 标 出 了 所 有 已 知 的 信息 , 得 到 
图 12-25. 
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图 12-25 
在 上 图 中 可 以 看 到 x 轴 和 y 轴 截 距 (都 在 原点 )、 水 平 渐 近 线 (x 轴 )、 在 


(1/V 引 e-V2/V3) 的 最 大 值 、 在 (1/V5, -e-12/v3) 的 最 小 值 , 以 及 在 (0, 0) 和 
(1,e-3/2) , (1,-e-3/2) 的 拐点 (在 图 中 暂时 用 虚线 表示 )， 由 于 在 步骤 (6) 知道 了 
f(z) 的 正 负 , 甚至 已 经 分 析 了 该 函数 在 水 平 渐 近 线 附近 的 走势 , 所 以 在 图 中 将 这 一 
点 体现 了 出 来 . 不 管 怎样 , 剩 下 需要 做 的 只 是 如 图 12-26 把 各 段 连接 起 来 . 这 样 就 
实 把 图 像 的 所 有 重要 特征 都 体现 了 出 来 


Sn 


eH 


图 12-26 


12.3.5 完整 的 方法 : 例 四 


再 举 一 个 例子 : 画 y = f(z) 的 图 像 , 其 中 f 是 令 人 望 而 和 
2Z3 一 6z2 十 13z 一 8 
jz) = 元 : 
(1) 对 称 性 用 (-z) 代替 zx, 我 们 得 到 (-z 一 6x? 一 13x 一 8) / (zx), 它 既 不 
是 f(z) 也 不 是 一 f(x), 所 以 该 函数 没有 对 称 性 . 真 遗憾 . 

(2) y 轴 截 距 把 x =0 代入, 我们 得 到 -8/0, 这 是 没有 定义 的 . 所 以 没有 y 轴 
截 距 . 

(3) zx 轴 截 距 ”情况 变 得 麻烦 了 . 需要 设 y = 0, 这 意味 着 x3 一 6x? 二 13z 一 8==0. 
这 是 一 个 三 次 方程 ,所 以 因 式 分 解 可 能 会 让 人 头疼 . 最 好 的 办 法 是 试 根 . 试 试 z = 1. 
得 到 1 一 6 十 13 一 8==0, 猜 对 了 ! (基本 上 说 , 简单 的 根 应 该 是 常数 项 -8 的 因子 , 所 
以 如 果 土 1, 土 2, 土 4 和 土 8 都 不 适用 , 那 你 就 完蛋 了 . ) ”所幸 , 我 们 的 初次 尝试 就 成 


| 


长 的 
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功 了 , 我 们 知道 (z 一 1) 为 它 的 一 个 因子 . 接 下 来 , 做 多 项 式 除 法 : 


Z 一 1)z3 一 622 十 137 一 8 


我 留 给 你 来 完成 这 个 除法 , 并 得 到 另 一 个 因子 为 xz? 一 5x 十 8. 你 再 能 对 这 个 二 次 函 
数 因 式 分 解 吗 ? 它 的 判别 式 为 (-5)? 一 4(8) = 一 7, 为 负 , 所 以 你 不 能 进行 因 式 分 解 . 
也 就 是 说 , 有 x3 一 6z? 十 13z 一 8 二 (x 一 1) (x? 一 5z 十 8). 由 于 第 二 个 因子 始终 为 正 ， 
所 以 在 x 轴 仅 有 的 截 距 为 z = 1. 

(4) 定义 域 仅 有 的 问题 是 x = 0, 所 以 定义 域 为 R\{0}. 

(5) 垂直 渐 近 线 x = 0 处 有 垂直 渐 近 线 , 因为 此 时 分 母 为 0, 而 分 子 不 为 0. 不 
可 能 再 有 其 他 的 垂直 渐 近 线 , 因为 函数 在 其 他 地 方 处 处 有 定义 . 

(6) 函数 的 正 负 把 函数 写 为 

PE (zZ 一 1)(z2 一 57 +8) 


化 
在 zx 轴 的 唯一 截 距 为 x = 1, 唯一 的 不 连续 点 在 x = 0 处 , 所 以 符号 表格 看 上 去 像 
图 12-27. (确认 你 理解 了 在 x = -1l,z=1/2 和 z=2 时 函数 的 正 负 .) 


ba 一 工 0 一 1 2 
f(z) | 大 0 


(7) 水 平 渐 近 线 ”考虑 极限 


ee ey 23 一 6z2+13z 一 8 
lim 和 lim 
2 一 co 于 XH—00 人 
它们 可 以 改写 为 


8 8 
lim (® -0+13- >) 和 lim (2 -or+13-5). 
Z 一 oo 4 2 一 一 Co 4 


很 明显 , 这 两 个 极限 的 结果 都 是 无 穷 大 , 所 以 没有 水 平 渐 近 线 . 另 一 方面 , 当 x 非常 
大 ( 正 的 或 负 的 ) 时 , f(x) 表现 得 像 其 主导 项 , 即 z?. 所 以 当 x 非常 大 时 , 曲线 应 该 
看 上 去 很 像 抛物 线 y = z2, 如 图 12-28 所 示 . 不 管 怎样 , 尽管 我 们 还 没有 求 导 , 仍旧 
知道 了 这 个 函数 的 很 多 信息 . 

注意 到 我 们 刚才 用 了 f(x) 的 符号 表格 去 判断 图 像 在 垂直 渐 近 线 附 近 的 情况 . 
具体 说 , 当 zx 比 0 稍 小 时 , 函数 值 为 正 , 所 以 曲线 在 垂直 渐 近 线 的 左边 趋 于 oo. 类 
似 地 , 当 xz 比 0 略 大 时 , 函数 值 为 负 , 这 意味 着 曲线 在 垂直 渐 近 线 的 右边 趋 于 一 oc. 


aq 
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图 12-28 


(8) 导数 的 正 负 我们 已 经 用 到 了 f(x) 的 三 种 形式 : 


2Z3 一 6z2? 十 13z 一 8 (xz—1)(z2— 5z+8) 


8 
二 zx? 一 6 二 +13 一 一 . 


f(z) = 


| 
Tr 


使 用 乘积 法 则 或 商法 则 . 于 是 有 


化 一 化 化 
为 了 求 jz), 可 以 选 f(z) 的 任意 一 种 形式 . 我 选 第 三 种 形式 , 因为 它 的 求 导 无 须 


8 
f'(z) = 2z—6+ 2 


它 可 改写 为 
f" (7) 


那么 何 时 导数 为 零 ? 何 时 导数 不 存在 呢 ? 和 


面 , 如 果 (zx) = 0, 我 们 肯定 有 2x3 


程 的 一 个 根 . 这 一 次 , x = 1 不 适用 , 所 以 昨 


加 2z3 一 6z2 十 8 


zx2 


民 显然 , 当 z = 0 时 , 导数 不 存在 . 另 一 方 
6z2 十 8 = 0. 再 一 次 地 , 我 们 需要 猜 H 


了 试 一 下 zx 二 一 1. 啊 哈 , 刚刚 好 ! 在 做 完 


长 除法 后 , 就 可 以 将 三 次 方程 因 式 分 解 为 2(z 十 1)(z 一 2)?. 也 就 是 说 ， 


jz) = 


所 以 导数 在 x = 0 处 没有 定义 , 当 x = -1 或 z= 2 时 为 0. 现在 , 可 以 画 出 户 (z) 


的 符号 表格 如 图 12-29. 


2(z 十 1)(z 一 2 


人 2 


Zz 一 2 基业 = 0 2 
f’'(z) = 0 十 大 | 十 0 证 
\ | |/ /| 一 | 7/ 
图 12-29 


Cs 


外 认 你 检验 了 该 表格 的 各 个 细节 . 从 表 中 可 以 看 出 : 当 z > 一 1 时 , 函数 为 增 


函数 (除了 zz = 0 和 z = 2 这 两 个 临界 点 ); 当 z < -1 时 , 函数 为 减 函 数 . 


(9) 最 大 值 和 最 小 值 ”从 上 表 可 以 看 出 , x = -1 为 局 部 最 小 值 , z = 2 为 水 平 
1) ==28 和 jj2) =1. 所 以 点 (1, 28) 为 


拐点 . 现在 要 求 对 应 的 y 值 ; 不 难看 


Hf(— 


三 次 方 
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局 部 最 小 值 , 点 (2, 1) 为 水 平 拐点 . 
(10) 二 阶 导数 的 正 负 ”我 们 已 知 x = 2 为 一 个 拐点 , 还 有 其 他 拐点 吗 ? 找 找 看 . 
从 形式 


8 
f(z) =22 一 6 二 二 
化 


em 
三 


f(g) =2 _ 2(s3 一 8 


| 
二 阶 导数 在 z 二 0 处 没有 定义 当 z3 8 二 0, 即 x =2 时 为 0. 所 以 没有 其 他 拐点 
了 ! 让 我 们 绘制 其 符号 表格 如 图 12-30 


区 一 0 1 2 3 
fw) | + | |= /0|+ 
图 12-30 


可 以 看 到 , 当 x >2 和 z <0 时 , 图 像 是 四 向 上 的 ; 当 0< z <2 时 , 图 像 是 止 问 
下 的 . 顺便 提 一 下 , 在 临界 点 z = 一 1, J”(z) > 0, 所 以 该 点 的 确 为 局 部 最 小 值 . 另 
方面 , 在 临界 点 z =2, (2) = 0, 所 以 单 凭 它 无 法 确认 这 是 个 拐点 . 最 好 的 确认 方 
法 是 表明 导数 在 x = 2 的 两 侧 符 号 相反 . 而 这 一 信息 在 其 符号 表格 中 清晰 可 见 . 

(11) 拐点 我们 知道 z =2 是 唯一 的 拐点 , 并 且 知 道 其 坐标 为 (2, 1). 

现在 让 我 们 基于 最 后 几 步 中 得 到 的 新 信息 完成 该 函数 图 像 的 绘制 . 我 们 需要 在 
图 像 上 标记 出 (-1 28) 处 的 最 小 值 以 及 (2, 1) 处 的 水 平 拐点 . 但 28 是 个 很 大 的 数 ， 
所 以 需要 压 扁 y 轴 ( 相 较 于 前 面 的 草图 ), 以 便 图 像 的 比例 合适 . 最 后 得 到 图 12-31. 
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图 12-31 


虚线 是 假想 的 y= x?, 虽然 它 的 比例 有 点 不 对 . 同样 , 在 图 像 的 右 端 , 实 线 本 该 
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是 接近 于 y = z2 的 , 但 我 没有 追求 落实 这 一 点 . 不 过 的 是 , 如 果 你 表现 了 这 类 细节 ， 
那 不 免 会 让 拐点 处 的 细节 看 不 清 . 确实 , 图 形 计算 器 给 出 的 结果 可 能 像 图 12-32. 


可 以 看 出 来 曲线 很 像 y = zw?, 并 且 在 x = 0 附近 有 些 奇怪 的 表现 , 但 你 实在 看 
不 出 那里 的 细节 . 这 很 好 地 说 明了 “ 描 点 作 图 ”与 “ 作 示 意图 ”之 间 的 区 别 . 毕竟 ， 
图 形 计算 器 只 是 描 出 足够 多 的 点 使 得 曲线 看 上 去 光滑 , 但 它 没 有 突出 图 像 那些 有 趣 
的 特征 . 如 果 放 大 图 像 , 你 可 能 会 对 局 部 的 细节 有 更 好 了 解 , 但 这 样 你 又 无 法 顾及 
2 很 大 时 的 行为 了 . 所 以 尽管 前 面 粗略 的 示意 图 不 准确 , 但 它 对 我 们 理解 实际 上 发 
生 了 什么 要 有 帮助 得 多 , 特别 是 涉及 极 值 点 和 拐点 时 : 它 切实 展现 了 这 些 特征 点 都 
在 哪里 . 
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现在 我 们 要 看 一 下 微 积分 的 两 个 实际 应 用 : 最 优化 和 线性 化 . 不 管 你 相信 与 
否 , 这 两 个 技术 每 天 都 在 被 工程 师 、 经济 学 家 及 医生 等 用 到 . 简单 来 说 , 最 优化 涉 
及 找 出 各 种 可 能 情况 中 最 好 的 一 种 , 不 论 这 是 在 保障 桥梁 不 会 倒塌 的 前 提 下 建造 桥 
梁 的 最 省 钱 方 法 , 还 是 日 常 如 找 出 抵达 某 个 目的 地 的 最 快 行驶 路 径 . 男 一 方面 , 线 
性 化 是 一 种 对 难以 计算 的 量 找 出 其 估算 值 的 有 用 技术 它 也 可 被 用 来 找 出 函数 的 
零点 的 估算 值 , 这 时 它 也 被 称 为 牛顿 法 . 总 而 言 之 , 我 们 将 要 讨论 以 下 话题 : 

。 如 何 解决 最 优化 问题 , 并 看 三 个 例子 ; 

。 使 用 线性 化 和 微分 估算 特定 的 量 ; 

。 我 们 的 估算 有 多 好 ; 

。 估算 函 数 的 零点 的 牛顿 法 . 


13.1 最 优 化 


中 某 样 东西 “最 优化 ”意味 着 要 使 之 尽 可 能 地 好 . 由 于 我 们 是 在 讨论 数学 , 因 
而 这 里 将 关注 量 而 非 质 . 假设 我 们 关心 某 个 特定 的 量 , 它 可 能 是 数 、 长 度 、 角 度 、 面 
只 、 成本、 收入 , 等 等 . 如 果 它 是 好 的 事情 , 就 像 收入 , 那么 我 们 希望 使 之 越 大 越 好 ; 
而 如 果 它 是 不 好 的 事情 , 就 像 成 本 , 我 们 则 希望 使 之 越 小 越 好 . 简 而 言 之 , 我 们 想 要 
让 这 个 量 最 大 化 或 最 小 化 . 所 以 在 我 们 的 语 境 中 ,“ 最 优化 ” 仅仅 意味 着 “相应 地 最 
大 化 或 最 小 化 ”. 
13.1.1 一 个 简单 的 最 优化 例子 
在 最 近 几 章 中 , 我 们 已 经 花 了 相当 多 时 间 学 习 如 何 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
而 涉及 最 优化 时 , 通常 我 们 关心 的 是 全 局 最 大 值 和 最 小 值 . 在 11.1.3 节 , 已 经 提 到 
了 一 个 解决 这 个 问题 的 很 好 方法 . 我 强烈 建议 你 现在 返回 头 看 一 下 , 刷新 一 下 记忆 . 
不 论 在 哪 种 情况 下 , 都 需要 把 这 个 量 表示 成 另 一 个 我 们 能 控制 的 量 的 函数 . 例 
如 , 假设 有 两 个 实数 的 和 为 10, 并 且 每 个 数 都 不 大 于 8. 那么 这 两 个 数 的 乘积 最 大 
可 能 是 多 少 ? 最 小 又 可 能 是 多 小 ? 
在 搬出 我 们 的 方法 之 前 , 先 试探 一 下 情况 . 如 果 其 中 一 个 数 为 8( 这 是 它 最 大 能 
取 的 值 ), 另 一 个 数 则 为 2, 这 时 的 乘积 为 16. 而 在 另 一 个 极端 , 如 果 两 个 数 都 为 5， 
那么 乘积 为 25, 显然 比 16 要 大 . 我 们 能 使 乘积 比 25 还 大 或 比 16 还 小 吗 ? 要 是 这 
两 个 数 分 别 为 42 和 53 又 会 怎样 呢 ? 试 试 算 一 下 
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现在 , 让 我 们 


y 的 乘积 . 这 3 


不 是 我 们 想 要 的 , 我 们 
至 于 是 其 中 哪个 变量 倒 无 所 i 


这 意味 着 可 以 通过 y=10-z 把 y 消 


田 ”二 一 


目 . 斑 运 


示 成 了 单独 z 的 函数 . 


台 认 真 对 待 并 设置 一 些 变量 . 假设 这 两 个 数 分 别 为 z 和 y, 它 
们 的 乘积 为 P. 于 是 可 知 有 P=zy 我 们 想 要 最 优化 的 量 是 P, 但 它 是 两 个 变量 zx 和 

这 E 想 要 的 是 , 把 P 表示 为 一 个 变量 的 函数 ， 
的 是 , 我 们 还 有 另 一 个 已 知 信息 : xz 十 y = 10. 
的 话 , 就 有 P= x(10 一 x), 即 把 己 表 


不 过 , 这 里 有 一 点 需要 注意 : P 的 定义 域 是 什么 ? 当然 , 可 以 在 P= zx(10 一 2) 


中 任意 代入 一 个 xz 值 , 并 得 到 一 个 有 意义 的 答案 , 但 对 于 zx, 我 们 其 实 还 知道 更 多 


的 定义 域 . 


(只 不 过 尚 没有 
比 2 小 , 否则 y 就 会 比 8 大. 所 以 x 必定 位 


用 数学 语言 把 它 描述 出 来 ): zx 不 可 能 比 8 大 . 事实 上 , 它 也 不 可 能 
区 间 [2, 8] 中 . 我 们 应 该 把 这 视 为 己 


这 样 就 把 该 文字 问题 重新 表述 为 : 求 函 数 已 = z(10 一 zx) 在 区 间 [2, 8] 上 的 最 


大 值 . 真 不 错 ! 我 们 只 写 出 已 = 10z 一 xz?, 求 导 4 
向 界 点 .也 有 可 能 在 两 个 
点 列表 包括 2,5 和 8. 当 xz=2 或 z=8 时 ,有 P=16; 当 


导数 为 0, 这 是 唯一 的 
最 小 值 . 所 以 潜在 极 值 


点 z= 


z= 二 5 时 , 有 P= 25. 因此 结论 是 , 乘积 的 最 大 值 确实 为 
的 时 候 ; 乘积 的 最 小 值 确实 为 16, 出 现在 一 个 数 为 8 而 另 一 个 数 为 2 的 时 候 . 注意 


到 我 在 陈述 总 结 时 ， 


它们 的 前 提 下 写 出 最 终结 论 ! 


不 妨 通过 图 13-1 所 示 的 P'(z) 的 


并 没有 提 到 P, z 或 y, 
并 没有 给 出 什么 变量 , 那么 你 不 仅 需要 识别 


VAP EE: 


门 , 给 它们 命名 , 还 需要 在 不 提 及 


到 dP/dzx =10 一 2x. 当 z=5 时 ， 


2 和 x =8 取 到 最 大 值 或 


25, 出 现在 两 个 数 都 为 5 


是 我 引入 的 . 如 果 间 题 中 


于 检验 


下 刚才 的 结论 


确实 , 它 是 最 大 值 . 我 们 也 可 以 通过 查看 二 阶 


E 负 来 验证 这 一 点 ， 就 像 在 11.5.2 节 描 述 
于 P'(z) = 10 - 2z，P(z) = -2, 所 


导数 的 
P'(z)|+|0|-— 的 那样 . 
/|\ 以 自然 也 有 P”(5) = 一 2. 
图 13-1 到 xz =5 为 局 部 最 大 值 


这 两 种 方法 都 不 适 


界 点 . 


13.1.2 最 优化 问题 : 一 般 方法 


下 边 是 解决 最 优化 问题 的 一 般 方法 . 
(1) 识别 出 所 有 你 可 能 月 
量 要 确保 你 知道 是 哪个 ! 让 我 们 


由 于 这 是 负 的 , 再 次 得 


( 它 也 是 全 局 最 大 值 ). 不 过 ， 


比如 P,m 或 a. 


@ 参 见 12.1.1 节 . 


到 的 变量 . 其 中 之 一 应 该 


把 它 设 为 @， 


用 于 端点 一 一 它们 仪 适用 于 临 


是 你 想 要 最 大 化 或 最 小 化 的 
当然 它 也 可 能 


其 他 字母 ， 


Du 
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(2) 试探 一 下 当前 情 
的 例题 中 , xz 只 能 在 2 和 8 之 间 .) 


本 


节 


况 的 极端 可 能 , 看 变 自 


能 最 大 或 最 小 到 多 少 . (比如 在 上 一 


(3) 写 出 关联 起 不 同 变量 的 各 个 方程 
(4) 努力 通过 这 些 方程 消去 其 他 变量 
数 
(5) 对 @ 关于 那个 变量 求 导 , 然后 找 
0 或 不 存在 的 位 置 


Ey 


~ 


使 得 Q 可 以 表示 为 上 只 关于 一 个 变量 的 函 


中 之 一 应 该 是 关于 @ 的 方程 . 


临界 点 . 要 记 住 , 临界 点 出 现在 导数 为 


直 , 从 中 选 出 最 大 值 和 最 小 值 . 使 用 一 阶 


(6) 求 出 8 在 临界 点 及 端点 所 对 应 的 
或 二 阶 导数 的 符号 表格 对 临界 点 进行 分 类 ， 


加 以 检验 . 


EE 


(7) 写 出 所 得 到 的 结论 , 注意 其 中 
实际 上 , 有 时 候 第 (4) 步 可 能 会 相当 难 , 不 
烦 . 我 们 将 在 13.1.5 节 看 到 这 是 如 何 做 至 
13.1.3 一 个 最 优化 的 例子 


让 我 们 看 看 如 何 应 用 这 个 方法 . 假设 有 个 农场 的 边界 


是 一 道义 长 


忆 文 字 而 非 符号 表示 变量 . 


| 的 . 


直 的 篇 笛 , 而 这 个 农场 主 现 在 想 


过 有 可 能 通过 隐 函 数 求 导 而 避 开 这 个 有 奔 


要 多 圈 一 块 


一 多 


地 来 喂 马 . 但 这 个 农场 主 有 些 古 怪 , 想 圈 出 i 
并 以 之 前 的 篇 多 为 一 边 (但 不 是 斜 边 ), 如 图 13-2 上 图 


二 和 色 
个 直角 


六 


形 之 前 的 篱 笛 
所 示 . 
息 设 只 有 300 英尺 长 的 篇 多 可 供 使 用 , 并 且 农场 主 想 ~ a 
使 新 阅 出 的 地 的 面积 尽 可 能 地 大 . 那么 这 抉 地 的 周 长 和 面 
积分 别 为 多 少 ? 
首先 要 识别 出 一 些 变量 , 设 三 角形 的 底 边 为 5, 高 为 图 13.2 
斜 边 为 五 (单位 都 是 英尺 ), 并 且 面 积 为 4 (单位 为 平方 英尺 ), 如 图 13-2 下 图 所 示 


注意 到 篇 多 的 长 度 为 h + 太 , 而 我 们 想 要 最 大 化 4. 


这 样 就 完成 了 第 (1) 步 . 接 下 来 进入 第 
图 13-3 所 示 . 在 第 一 种 情况 中 , h 接近 于 0, 而 b 和 五 都 接近 于 


二 | 
La 


的 极端 形状 , 如 

300, 但 此 时 的 面积 很 小 ! 在 第 
时 的 面积 依然 非常 小 ! 所 以 到 
认 ,b 和 五 在 0 和 300 之 间 , 而 hh 在 0 和 


二 种 情况 中 ， 


Le 
b 
图 13- 


EE 中间 路 线 , 我 们 应 该 可 以 做 得 更 好 . 至 少 已 经 可 以 


(2) 步 , 考虑 月 


日 300 英尺 的 篇 多 可 以 做 


b 接近 于 0, 而 h 和 五 都 接近 于 150, 此 


150 之 间 . 


二 
b 


3 
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进入 到 第 (3) 步 , 可 以 看 出 4 = bh/2 以 及 由 十 五 = 300. 但 还 需要 再 多 一 个 方 
程 , 因为 需要 将 六 刀 和 互 这 三 个 变量 精简 为 一 个 变量 . 事实 上 , 可 以 使 用 勾 股 定 
理 , 得 到 62 填 h? = HH?2. 
现在 应 该 试 着 消去 一 些 变量 .对 上 式 开平 方 , 并 写 出 瑟 = V 吕 十 及 (因为 
妃 >0); 将 之 带 入 hh 十 态 = 300, 得 到 hh 十 VB 中 十 及 = 300， 接 下 来 试 着 把 消 
去 . 从 方程 两 边 同时 减 去 h 再 平方 , 得 到 
D2 +h2 = (300— hn) = 90000— 600h + h2. 
这 意味 着 b= V90000 一 600h = 10V900 一 6h (再 一 次 地 , 因为 5 为 正 , 不 可 能 取 负 
的 平方 根 ). 最 后 , 方程 4=bh/2 可 以 被 重 写 为 
A= 3 x 10VI00 6h x h = 5hVO00— 6h, 
其 中 位 于 区 间 [0, 150]. 这 样 完成 了 第 (4) 步 . 至 于 第 (5) 步 , 可 以 使 用 乘积 法 则 
和 和 链 式 求 导 法 则 , 得 出 
dA ne 一 6 45(100—h 
了 (vom 6h th = 于 ) i a 
当 100 一 hh =0, 即 hh =100 时 , 导数 为 0. 进入 到 第 (6) 步 , 将 = 100 代入 上 述 关 于 
4 的 方程 , 得 到 
4=5(100)V900 - 6(100) = 500V300 = 5000V3. 


另 一 方面 , 对 于 端点 h =0, 我 们 看 到 4 =0; 类 
ho T1000 似 地 , 当 h =150 时 , 量 900 一 6h 也 趋 于 0, 所 以 4 
aayan |+|o0|- 又 为 0. 这 样 得 出 结论 : 当 h =100 时 , 4 有 最 大 值 . 
| /| 一 | 我 们 可 以 用 图 13-4 的 导数 的 符号 表格 来 检验 一 下 . 
图 13-4 情况 还 不 是 很 坏 , 因为 导数 的 分 子 是 45(100 一 记 ), 而 
分 母 始终 为 正 . 所 以 确 如 我 们 预测 的 , h = 100 为 局 

部 最 大 值 . 


现在 让 我 们 把 问题 完全 解决 . 问题 是 求 三 角形 的 周 长 , 而 现在 只 知道 一 边 : h = 
100. 还 要 求 出 5b 和 互 ， 只 需 返 回头 去 看 那些 方程 : 尹 十 互 = 300, 所 以 马上 有 
互 = 200; 还 有 如 十 民 = H?2, 所 以 把 天 = 100 和 互 =200 代入 ,可知 5= 100V3. 
最 后 , 我 们 已 经 算出 面积 4 的 最 大 值 为 5000V3. 所 以 总 结 陈 词 可 以 像 这 样 : 最 大 
面积 的 新 圈 地 是 一 个 底 边 为 100V3 英尺 、 高 为 100 英尺 、 斜 边 为 200 英尺 的 直角 
三 角形 , 此 时 面积 为 5000V3 平方 英尺 . 
13.1.4 另 一 个 最 优化 的 例子 
站 面 是 一 个 有 趣 的 问题 . 假设 你 要 生产 一 批 封 口 的 、 中 衬 的 圆柱 体 金属 缸 . 你 
可 以 任意 选择 这 些 谷子 的 尺寸 , 但 每 个 饶 子 的 体积 必须 是 16r 立方 英寸 . 你 希望 使 
用 尽 可 能 少 的 金属 , 因为 金属 的 成 本 为 2 美 分 每 平方 英寸 . 那么 应 该 怎样 选择 饶 子 
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的 尺寸 才能 使 成 本 最 低 ? 此 时 每 个 钠 子 的 成 本 是 多 少 ? 
进一步 地 , 如 果 考 虑 到 饶 子 的 盖 和 底 都 需要 焊接 到 饶 身 上 , 而 焊接 成 本 是 14 美 


分 每 英寸 , 那么 情况 又 会 如 何 变 化 ? 


让 我 们 先 从 问题 的 第 一 部 分 开始 . 图 13-5 是 包子 的 
# 它 的 半径 和 高 度 ， 


要 说 HH 


et 


i h 


h 少 金 属 , 而 这 意味 着 圆柱 体 的 表 盏 


单位 为 英寸 ). 还 需要 体 
因为 问题 也 提 到 它 了 . 此 外 , 成 本 取决 于 使 用 ] 
只. 不 妨 设 表面 


导 


图 示 . 要 描述 圆柱 体 , 只 需 
所 以 设 它们 分 别 为 7 
让 VY( 单 位 为 立方 英寸 


和 


sa 


积 为 A( 单 位 为 平方 英寸 ), 成 本 为 C( 单 位 为 美 分 ). 


量 C 是 要 最 小 化 的 , 虽然 在 这 里 很 
图 13-5 等 同 于 最 小 化 C，( 但 


立 了 !) 
现在 进入 到 第 (2) 步 . 当 半径 + 非常 非常 小 时 , 会 发 生 什 么 ? 这 时 为 了 满足 体 


显然 , 最 小 化 4 


这 对 问题 的 第 二 部 分 就 不 成 


积 必须 为 16r 立方 英寸 的 要 求 , 高 度 h 必定 要 非常 非常 大 . 我 们 会 得 到 图 


13-6 左 


边 那样 又 高 又 细 的 圆柱 体 . 另 一 方面 , 如 果 ” 非常 大 , 那么 h 必 将 非常 小 , 我 们 会 得 


C2 


到 图 右边 那样 又 宽 又 扁 的 圆柱 体 . 


即使 它们 已 经 看 上 去 相当 极端 , 但 事情 可 以 变 得 


图 13-6 


意 正 实数 ! 所 以 其 实 不 存在 端点 , r 和 h 都 位 于 开 区 


上 边 的 两 种 情况 中 , 每 个 看 上 去 都 要 


体 的 体积 了 = xr2h, 这 样 束 有 了 第 一 个 有 用 的 方程 : 
16r = nr2h. 
可 以 将 它 重 写 为 16=r2h 或 
16 


男 一 方面 , 封口 的 圆柱 体 的 表面 积 关 
A= 


2nrh + 2772， 


接 下 来 进入 到 第 (3) 步 : 需要 找到 一 些 方程 . 我 们 知道 V 


16r; 又 由 于 


更 为 怪异 . 事实 上 ,7 可 以 是 任 

间 (0, co). 对 此 需要 小 心 . 在 
用 到 很 多 金属 , 所 以 低 成 本 的 解决 方案 很 可 能 
更 接近 于 前 面 那个 比例 协调 的 圆柱 体 , 而 非 上 面 两 种 极端 情况 . 


圆柱 
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其 中 第 一 项 为 负 身 面积 ， 
有 倍数 2.) 最 后 , 成 本 是 


第 二 项 为 盖 和 底 的 面积 . (如 果 没 有 盖 , 第 二 项 则 为 mr 
2 美 分 乘 以 总 面积 , 所 以 有 
CO = 2A = 4nrh + 4nr?. 
对 于 第 (4) 步 , 注意 到 上 述 方程 的 右边 两 项 都 涉及 1, 所 以 选择 消去 会 更 简单 . 我 
们 已 经 看 到 太一 所 以 只 需 代 入 上 述 方程 , 就 有 


c= 和 全 ) 十 4mr2 = (加 +r") 
7 


很 好 ! 我 们 做 到 了 用 x 来 表示 C. 现在 的 问题 变 为 , 当 在 区 间 (0, co) 上 时 , 如 何 
最 小 化 C. 我 们 有 


它 对 (0, ceo) 内 的 所 有 7 均 成 立 , 并 当 二 +2r =0 或 2r3 = 16 时 为 零 . 这 意味 着 


73 =8, 所 以 + =2 是 唯一 的 临界 点 . 那么 端点 呢 ? 我 们 无 法 把 + =0 代入 C 的 表达 
式 , 但 可 以 求 此 时 的 极限 : 


1 
lim C = li a B+) =00; 
7 一 0 十 人 一 本 


该 极限 为 无 穷 大 , 因为 当 7 一 07 由 淹 。 一 6 趋 于 无 穷 大 ， 这 意味 着 当 半 径 趋 于 0 时 , 成 
本 将 越 来 越 高 . 这 可 不 是 我 们 想 要 的 ! “所 以 要 离 这 个 端 点 远 远 的 . 那么 区 间 (0, co) 
的 另 一 个 端点 呢 ? 再 一 次 地 , 我 们 无 法 令 7 = co, 所 以 也 要 求 极限 : 

im C= im 4 (= +t") oo 
这 次 是 7? 项 趋 于 无 穷 大 . 没关系 , 我 们 也 将 对 这 个 端点 敬而远之 . 所 以 结论 是 , 在 


7 =2 点 有 局 部 最 小 值 和 全 局 最 小 值 . 可 以 通过 一 阶 或 二 阶 导数 的 符号 表格 来 检验 
一 下 . 让 我 们 采用 二 阶 导数 的 方法 : 


当 在 区 间 (0, co) 上 时 , 二 阶 导数 始终 为 正 ; 具体 说 , 当 7 =2 时 , 它 为 正 , 所 以 在 
这 里 必 有 局 部 最 小 值 . 
剩 下 需要 做 的 , 只 是 找 出 当 ” = 2 时 其 他 变量 的 值 并 写 出 结 直 论 . 确实 , 当 了 = 
时 , 可 以 看 到 万 = 16/r2 = 4 和 C = 4nrh 十 4nr? = 48n. 这 意 0 
半径 为 2 英寸 、 高 度 为 4 英寸 的 圆柱 体 , 这 时 每 个 饶 子 的 成 本 为 48r 美 分 , 也 就 
大 约 1.50 美元 . (这 对 一 个 普通 饮 子 来 说 是 相当 昂贵 了 !) 注意 到 在 这 种 情况 下 ， 
子 的 直径 和 高 度 相同 . 
接 下 来 解答 问题 的 第 二 部 分 . 这 里 其 他 条 件 不 变 , 只 是 现在 要 多 加 14 美 分 每 


只 各 


I 也 
I 
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英寸 的 焊接 成 本 , 所 以 成 本 C 的 表达 式 会 发 生变 化 . 那么 焊接 每 个 铅 子 要 花 多 少 
钱 呢 ? 我 们 需要 焊接 盖 和 底 , 所 以 面 对 的 是 一 个 圆 的 周 长 的 两 倍 . 这 意味 着 每 个 馈 
子 需要 焊接 2rr 英寸 的 两 倍 , 也 就 是 4rr 英寸 . 这 导致 每 个 饶 子 成 本 增加 14 x 4rr 
美 分 , 所 以 C 的 新 表达 式 为 

C 一 4 二 + 十 14x4rr = 4 (= t+14r) 5 


和 


(提出 那个 讨厌 的 4x 是 个 好 主意 .) 不 管 怎样 , 现在 两 边 求 导 可 得 


等 -= 锯 ( -号 +2r+ld)， 


而 当 
-二 +2r+14=0 

时 它 为 0. 为 了 求解 上 述 方程 , 两 边 同 时 乘 以 r? 再 除 以 2, 得 到 
7 十 7 一 8=0. 


(确保 你 检验 过 这 个 结果 是 对 0) 太 好 了 ! 现在 我 们 有 个 三 次 方程 要 解 . 幸运 的 是 , 简 
单 如 7 =1 就 正好 能 用 . 所 以 可 通过 做 长 除法 看 出 另 一 个 因子 为 (r? 十 8r 十 8). ( 检 
验 一 下 !) 于 是 有 


| 


(7—1)(r?+8r+8)=0, 


/可 


这 意味 这 + 二 1 或 民 +8r++8 二 0. 后 者 的 解 为 二 主 Y32 又 由 于 V 强 的 值 约 为 6， 


2 
这 两 个 解 都 为 负 . 所 以 唯一 7 为 正 的 临界 点 是 x =1. 再 一 次 地 , 由 于 端点 处 的 成 本 
为 无 穷 大 (原因 同 前 , 而 算 上 焊接 显然 不 会 使 其 更 便宜 ), 所 以 这 个 点 为 最 小 值 . 作 
为 检验 , 我 们 有 


它 与 之 前 的 实际 上 是 一 样 的 . 所 以 它 为 正 , 原始 函数 图 像 上 四 向 上 , 而 在 x =1 确实 有 
最 小 值 . 
现在 我 们 只 需 做 代入 . 可 以 看 到 有 =16/7?=16, 以 及 C = 4r(16/1 二 12 十 14x 
1) = 124r 美 分 , 也 就 是 大 约 4 美元 . 看 来 需要 想 办 法 降低 成 本 了 ! 不 管 怎样 , 现在 
理想 的 镶 子 形状 是 半径 为 1 英寸 、 高 度 为 16 英寸 的 圆柱 体 , 此 时 每 个 馈 子 的 成 本 
为 124r 美 分 . 注意 到 现在 的 最 优 半 径 比 我 们 在 问题 第 一 部 分 计算 出 来 的 要 小 , 这 
是 说 得 通 的 , 毕竟 更 小 的 半径 降低 了 昂贵 的 焊接 成 本 . 
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13.1.5 在 最 优化 问题 中 使 用 隐 范 数 求 导 
在 我 们 转 入 最 后 一 个 例子 之 前 , 先 重 新 看 一 下 上 问题 的 第 一 部 分 . 当时 我 们 


知道 

C = 4rr 岂 十 4rr2 和 727= 16， 
并 通过 消去 h 而 最 小 化 C. 但 还 有 一 种 最 小 化 C 的 方法 , 那 就 是 在 两 边 同 时 关于 
7 作 隐 函数 求 导 , 毕竟 ” 是 我 们 想 保留 的 变量 . (关于 隐 浮 数 求 导 , 可 回顾 一 下 8.1 
节 .) 这 样 得 到 


dC dh sdh 
和 = 全 (ht 时 + 和 2rh 寺 7 = 

检验 一 下 以 确信 计算 是 正确 的 ， 不 管 怎样 如果 从 第 二 个 方程 求解 dh/dr， 由 于 
7 天 0， 就 有 


把 它 代入 第 一 个 方程 , 得 到 


= 4 (ost X (-2) +t) = 4nx(h — 2h+27) = 4n(27 — h). 


dr 7 
所 以 当 2r = hh 时, dC/dr = 0, 而 这 正 是 我 们 之 前 得 到 的 结果 ! 为 了 证 明 这 个 临界 
点 是 最 小 值 , 对 上 式 关 于 ” 再 次 求 导 , 得 到 
d2C dh 2h 
3 = 人 姻 ( 2 时 = 和 2+ 本) 
(这 里 用 到 了 刚才 得 到 的 dany/dr = 一 2h/r.) 注意 到 上 式 的 右边 始终 为 正 , 所 以 C 关 
于 7 的 图 像 是 止 问 上 的 , 而 确实 是 有 一 个 最 小 值 . 当然 , 知道 当 2r = h 时 有 最 小 值 ， 
这 并 不 没有 告诉 我 们 各 个 变量 实际 上 是 多 少 . 为 此 , 只 需 把 2r = hh 代入 r2h = 16 
得 到 2r3 = 16, 我 们 就 再 次 有 > =2 和 h =4. 
接 下 来 , 看 你 是 否 能 够 自己 通过 隐 函 数 求 导 去 解决 问题 的 第 二 部 分 , 要 确保 你 
得 到 了 与 我 们 之 前 相同 的 结果 . 
13.1.6 一 个 较 难 的 最 优化 例子 
假设 距离 海岸 灯塔 正 东 8 英里 处 的 海中 有 一 处 石油 钻井 平台 . 该 平台 的 备用 
发 电机 位 于 灯塔 正 北 2 英里 处 . 你 需要 在 发 电机 与 平台 之 间 铺 设 海底 电缆. 在 海岸 
以 东 1 英里 范围 以 内 的 海水 较 浅 , 但 随后 海水 急剧 变 深 工作 人 员 在 浅海 区 铺设 
1 英里 电缆 只 需 1 天 时 间 , 但 在 深海 区 铺设 1 英里 电缆 需要 5 天 时 间 . 证 明 以 图 
13-7 所 示 方 式 (所 有 单位 都 为 英里 ) 铺设 电缆 是 最 快 的 , 并 求 出 在 这 种 情况 下 电缆 
的 长 度 . 


IT 
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图 13-7 


a 


把 


恩 , 这 个 问题 看 上 去 很 难 . 首先 , 我 们 注意 到 上 图 至 少 是 贴近 现实 的 . 疯子 才 会 
EE 缆 铺 设 得 绕 来 绕 去 , 因为 这 只 会 增加 它 的 长 度 . 另 一 方面 , 我 们 需要 小 心 确定 


BE 缆 应 该 从 哪里 从 浅海 区 进入 深海 区 . 一 旦 转换 点 确定 了 , 从 发 电机 沿 直 线 铺设 电 


绕 到 这 一 点 , 再 从 这 一 点 治 直线 铺设 电缆 到 平台 就 显得 聪明 多 了 . 再 一 次 地 , 把 转 


换 点 确定 在 发 电机 以 北 或 平台 以 南 也 是 疯狂 之 举 一 一 这 只 会 白白 增加 所 花 时 间 . 


图 13-8 给 出 了 一 些 合理 的 可 能 方案 . 


在 第 一 个 图 中 , 有 太 多 的 电线 位 于 深海 区 , 所 以 这 很 可 能 不 是 个 好 主意 . 第 二 


个 图 展示 了 所 用 电缆 最 少 的 情形 , 但 这 并 不 意味 着 所 花 时 间 最 少 : 仍 有 相当 多 电线 
位 于 深海 区 . 第 三 个 图 展示 了 深海 区 电缆 最 少 的 情形 , 但 这 样 做 的 代价 是 使 大 量 电 
缆 位 于 浅海 区 . 这 几 次 试探 再 次 确认 了 , 最 快 的 解决 方案 很 可 能 是 介 于 第 二 个 图 和 


第 三 个 图 所 示 的 情形 . 


现在 是 时 候 引 入 一 些 变 量 了 . 令 y, z, s 和 上 的 含义 如 图 13-9 所 示 . 
岂 就 是 说 , s 是 电缆 在 浅海 区 的 长 度 , t 则 是 其 在 深海 区 的 长 度 ;” 此 外 , y 是 转 


换 点 下 距 灯 塔 与 平台 的 水 平 连 线 之 间 的 距离 , z 则 是 转换 点 上 距 发 电机 的 水 平 延 长 
线 之 间 的 距离 , 所 以 y 十 z =2. 我 们 想 要 证 明 , 最 快 的 电线 铺设 方式 是 当 y 和 > 都 


为 1 时 . 我 们 已 经 看 到 y 和 z 应 该 位 于 区 间 [0, 2], 但 实际 上 我 们 


至 不 需要 假设 


这 一 点 


@ 我 猜 电缆 在 深海 区 的 长 度 本 该 称 为 d, 但 dd/dz 不 是 看 起 来 很 奇怪 吗 ? 所 以 在 微 积分 中 不 要 把 a 作 
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图 13-9 
我 们 还 想 要 求 出 这 时 铺设 电缆 所 需 的 总 时 间 . 由 于 在 浅海 区 是 1 天 每 英里 ， 


共有 s 英里 , 所 以 共 需 1 x s = s 天 去 完成 浅海 区 的 作业 . 类 似 地 , 在 深海 区 是 5 天 
每 英里 , 所 以 共 需 5t 天 . 令 了 代表 总 天 数 , 有 

全 一 5 十 5L. 
这 就 是 我 们 想 要 最 小 化 的 量 . 接 下 来 , 需要 找到 关于 s 和 上 上 的 方程 . 为 此 , 使 用 勾 
股 定理 两 次 , 得 到 


s2 一 22 十 1 
=v +49. 
对 两 个 方程 分 别 开 根 号 , 并 把 结果 代入 了 他 的 表达 式 , 便 有 
T= V2+1+5Vy 十 49. 
又 由 于 yy 十 z =2, 可 用 2 一 y 来 蔡 代 >, 并 得 到 
T= VC-y +1+5Vy 十 49. 
我 留 给 你 来 对 上 式 求 导 , 并 确认 
dT 2 一 4/ | 59/ 
dy VC 人 TIT VPR+49 
我 们 想 要 证 明 , 当 y =1 时 , 所 花 时 间 最 短 . 让 我 们 把 这 个 值 代入 上 式 , 看 能 得 到 什 
么 : 


dT EE 
dy VE+I Vi Vi v5 Vi 5 
啊 哈 , y =1 是 一 个 临界 点 ! 所 以 至 少 存在 可 能 , 它 是 全 局 最 小 值 . 不 过 , 我 们 仍然 需 


要 证 明 这 一 点 . 方法 之 一 是 求 二 阶 导数 . 经 过 相当 一 番 折 腾 后 , 你 可 以 表明 


0. 
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dT 1 245 
dD 
二 阶 导数 始终 为 正 , 所 以 图 像 是 止 疝 上 的 , 而 y=1 确实 为 局 部 最 小 值 . 事实 上 , 它 
必定 为 唯一 的 局 部 最 小 值 ! 确实 , 如 果 还 存在 其 他 临界 点 , 那么 它们 也 必 都 为 局 部 
最 小 值 , 因为 二 阶 导 数 始终 为 正 . 但 不 可 能 有 一 大 堆 局 部 最 小 值 , 却 不 让 它们 之 间 
出 现 局 部 最 大 值 , 所 以 其 实 并 没有 更 多 的 临界 点 . 这 意味 着 y =1 也 是 全 局 最 小 值 ， 
而 这 正 是 我 们 想 要 的 . 
我 们 就 快 完成 求解 了 : 接 下 来 只 需 把 y =1 代入 了 的 方程 , 得 到 


T= VG-1+1+5VB+4= V+5V50= V2+25V2 = 26V2. 


所 以 总 共 需 要 26V2 天 , 也 就 是 大 约 36.75 天 . 
在 我 们 转 入 下 一 个 话题 之 前 , 再 快速 看 一 下 男 一 种 证 明 y =1 是 最 小 值 的 方法 . 
这 里 的 技巧 是 , 将 表达 式 
dT 2—Yy | 59/ 
dy VC-y+l V+49 
巧妙 加 以 重 写 . 对 右边 第 一 项 , 分 子 分 母 同时 除 以 (2 -yy), 而 对 第 二 项 , 同时 除 以 
y. 再 做 一 个 合理 的 假设 , y 和 2 - y 都 为 正 , 则 有 
dT 1 5 


dy | I | 49” 
1 十 一 一 一 1 二 一 
(2—y)? 2 


随 着 y 越 来 越 大 , 会 发 生 什 么 ? 好 吧 , (2 一 y) 会 越 来 越 小 , (2 一 y)? 也 是 如 此 , 所 以 
1/(2 一 )? 会 越 来 越 大 . 这 意味 着 第 一 项 的 分 母 会 越 来 越 大 , 所 以 它 的 倒数 会 越 来 
越 小 , 但 倒数 的 相反 数 还 是 会 越 来 越 大 . 这 样 细 细 想来 , 可 以 得 出 结论 : 随 着 y 越 
来 越 大 , 第 一 项 也 会 越 来 越 大 . 以 同样 的 方法 , 随 着 y 越 来 越 大 , 49/y2 会 越 来 越 小 ， 
所 以 第 二 项 的 分 母 会 越 来 越 小 , 但 整个 分 式 还 是 会 越 来 越 大 . 

这 样 我 们 较为 轻松 地 证 明了 , d7V/dy 是 增 函 数 , 至 少 在 (0, 2) 区 间 上 是 增 函 数 . 
于 d7Vdy 是 增 函 数 , 所 以 它 的 导数 d2T/dy? 为 正 ! 这 样 , 无 须 实 际 计 算出 二 阶 导 
数 就 证 明了 它 为 正 , 进而 再 一 次 地 得 到 结论 , y = 1 为 最 小 值 . 
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现在 我 们 开始 使 用 导数 去 估算 特定 的 量 ， 例 如 , 假设 想 不 借助 计算 器 就 得 到 
V11 的 一 个 较 好 估算 . 我 们 知道 Vil 比 V9 = 3 略 大 , 所 以 显然 可 以 说 V11 大 约 
比 3 多 一 点 . 这 没 问 题 , 但 其 实 可 以 不 费 太 多 劲 就 做 出 一 个 好 得 多 的 估算 . 下 面 是 
具体 做 法 . 
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先 设 f(z) = Vx, z > 0. 我 们 想 要 估算 f(11) = V1l 的 值 , 因为 不 知道 其 确切 
值 . 男 一 方面 , 我 们 知道 V9 确切 是 多 少 它 就 是 V9 = 3. A f(z) 当 
z = 二 9 时 的 值 , 不 妨 让 我 们 绘 出 y = f(x) 的 函数 图 像 , 并 画 出 一 条 通过 点 (9, 3) 的 
切线 , 就 像 图 13-10. 


图 13-10 


这 条 切线 , 我 标记 为 y = L(z), 在 z = 9 附近 非常 接近 于 曲线 y = f(z). 当 
2 =0 附近 , 它 就 没有 那么 接近 了 . 但 这 无 关 紧要 , 因为 我 们 想 要 估算 的 是 f(11), 而 
11 是 非常 接近 9 的 . 在 上 图 中 , 切线 和 曲线 在 x = 11 处 非常 接近 . 这 意味 着 L(11) 
是 对 f(11) = V11 的 很 好 近似 . 的 确 , 看 看 上 图 中 这 两 个 值 在 y 轴 上 有 多 么 接近 吧 ! 

不 过 , 如 果 不 能 实际 计算 出 L(11), 那么 刚才 的 一 切 就 都 是 空话 . 那么 让 我 们 来 
算 吧 . 线性 函数 L(z) 通过 点 (9, 3), 并 且 由 于 它 与 曲线 y = f(x) 在 w=9 相 切 , 所 
以 L(z) 的 斜率 为 1'(9). 又 f'(z) = 1/ (2V7z), 所 以 f(9) = 1/ (2V9) = 1/6. 因 
此 , L(z) 斜率 为 1/6, 并 通过 点 (9, 3). 于 是 其 方程 为 


化 简 可 得 yy = z/6 + 3/2. 也 就 是 说 ， 
六 
现在 , 只 需 将 z =11 代入 上 式 , 算得 L(11) 的 值 : 
11 3 10 ,1 
L(11) = + 
因此 , 我 们 得 到 结论 
V1ll 3 


这 可 比 之 前 的 3 多 一 点 要 好 得 多 ! 事实 上 , 可 以 使 用 计算 器 算得 Vii 约 为 3.317 
(精确 到 第 三 位 小 数 ) 所 以 我 们 的 近似 值 35 还 是 相当 不 错 的 . 
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13.2.1 线性 化 问题 : 一 般 方法 

让 我 们 将 上 述 例子 中 所 用 方法 一 般 化 . 如 果 你 想 要 估算 某 个 量 , 首先 试 着 把 它 
写成 某 个 适当 的 函数 f(x) 的 值 . 在 上 述 例子 中 , 我 们 想 要 估算 VI, 所 以 设 函 数 

f(x) = Vz, 并 意识 到 我 们 感 兴趣 的 是 f(11) 的 值 . 

接 下 来 , 我 们 选 某 个 与 x 很 接近 的 数 a, 并 使 得 f(a) 容易 计算 . 在 这 个 例子 
中 ， 人 f(11), 但 容易 计算 f(9), 因为 9 开 根 号 很 容易 . 我 们 也 可 以 选择 
a 二 25, 毕竟 25 开 根 号 也 很 容易 , 但 这 就 不 如 选 9 好 , 因为 25 离 11 相当 远 了 . 
次 , 已 知 函 数 f 和 特殊 值 a, 我 们 找 出 通过 曲线 y = f(z) 上 点 (a, f(a)) 的 
切线 . 这 条 切线 的 斜率 为 f(a), 所 以 其 方程 为 


y— f(a) = Po 一 aq 
如 果 设 切线 为 y 二 (oz), 则 在 上 述 方程 两 边 同 时 加 上 f(a), 得 到 

Lz) = f(a) + F(a)(z— qd. 
这 个 线性 函数 L 被 称 为 /在 x = a 处 的 线性 化 .回想 一 下 , 我 们 将 把 L(z) 作为 
f(z) 的 近似 . 所 以 有 


jos Le)= f(a) + f(z -由 ， 
并 知道 当 z 很 接近 于 a 时 , 这 个 近似 是 非常 好 的 ! 事实 上 , 当 z 实际 上 等 于 a 时 ， 
这 个 近似 是 完美 的 ! 此 时 上 述 方程 的 两 边 都 为 f(a)， 不 过 , 这 并 没什么 用 , 毕竟 对 
1(a) 我 们 已 经 知 根 知 底 了 . 这 样 , 现在 有 了 对 /(z) 在 > 接近 于 a 时 的 近似 

让 我 们 用 上 一 节 的 例子 来 检验 一 下 公式 是 否 有 效 . 我 们 有 f(z) = Vi 和 a==9. 
显然 f(a) = f(9) = 3; 又 由 于 记 (z) = 1/ (2v 本 ,我 们 有 1(9) = 1/ (2V) = 1/6. 根 
据 上 述 公式 , 了 的 线性 化 为 


Lz)= f(W + f(a)(z— a)=3+ 


1 


这 与 之 前 得 到 的 L(z) = + 3 一致 我 们 当时 正 是 用 它 求 得 V 开 sx 3 现在 , 你 
知道 怎样 估算 V8 吗 ? 注意 到 8 也 接近 于 9, 所 以 可 以 使 用 同一 个 线性 化 ; 


v8=J@)sLGB)=3+5 ey 
因此 , 公式 L(x) = 3+ 5 -9) 给 出 了 所 有 z 接近 于 9 的 Vz 的 很 好 近似 , 而 不 音 
单 是 11. 
另 一 方面 , 假设 你 还 想 要 估算 V65. 这 时 使 用 L(62) 作为 近似 就 不 是 很 理想 了 . 
让 我 们 看 看 要 是 这 样 做 的 话 会 发 生 什么 : 
62 一 9 5 


L(62) =3+ 一 -一 =11=. 
(60) 6 


8—9)= 


© 
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等 一 下 , V 本 本 该 比 Vv 区 = 8 稍 小 . 但 L(62) 的 值 , 也 就 是 La， 却 比 8 大 多 了 . 这 
里 的 问题 在 于 , 线性 化 是 在 xz = 9 这 点 做 的 , 而 62 离 9 太 远 了 , 所 以 这 个 近似 就 
不 太 好 了 .为 了 估算 V65, 更 合适 的 做 法 是 使 用 在 x = 64 处 的 线性 化 . 因此 , 设 
a = 64, 我 们 有 f(a) = 8 和 Pa) = 1/ (2V6D) = 1/16. 这 意味 着 新 的 线性 化 为 


FE 二 Ge _ 64)， 


当 z=62 时 ,有 


V62 = f(62) ~ L(62) = 8 十 二 (62 一 64) = 、 


这 个 近似 就 比 1 说 得 通 多 了 . 
13.2.2 微分 
再 来 看 一 下 刚才 的 一 般 方法 . 我 们 看 到 

f(z) fla) + f(a)(z— a). 
不 妨 定 义 Az = z 一 a, 这样 z =a+ Az. 上 述 公 式 则 变 为 
fla+Az) ~ f(a) + f(a)Ax. 
这 时 的 情形 可 用 图 13-11 表示 . 


i 


: y=f(7) 
: y=L( 
Wat A A ee 
Lo A ee 人 5 i : ee 
a Re I 


图 13-11 


图 中 显示 了 曲线 y = f(z) 以 及 线性 化 y = L(z), 后 者 是 前 者 在 z = a 处 的 切 
线 . 我 们 想 要 估算 f(a + Az) 的 值 , 也 就 是 图 中 点 下 的 高 度 . 但 作为 近似 , 我 们 实 
际 上 使 用 的 是 L(a + Az), 也 就 是 图 中 点 P 的 高 度 . 这 两 个 量 之 间 的 差 被 称 为 “ 误 
差 ”， 我 们 会 在 13.2.4 节 再 仔细 讨论 这 个 问题 . 
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在 上 图 中 , 还 有 个 量 被 标记 了 出 来 , 那 就 是 df, 也 就 是 点 P 和 f(a) 的 高 度 之 
差 . 我 们 需要 把 它 加 到 f(a) 上 才能 得 到 估算 . 由 于 L(a+Ax) = f(a) 十 (a)Azx, 有 
df = f'(a)Ax. 

df 被 称 为 f 在 z = a 处 的 微分 . 它 是 对 当 z 从 a 变化 为 w+ Az 时 了 的 变化 
1 的 近似 

我 们 其 实在 前 面 已 经 遇 到 过 类 似 情况 . 在 5.2.7 节 , 如 果 y = f(x), 则 有 

人 
这 意味 着 xz 的 微小 变化 会 引起 y 的 变化 , 而 后 者 的 变化 量 约 为 前 者 的 六 (z) 倍 . 这 
也 正 是 df = a )Az 所 说 的 , 只 是 这 时 的 变化 是 从 xz = a 起 . 
例如 , 假设 想 要 估算 (6.01)?. 设 f(x) = x? 且 a = 6, 则 轻松 可 得 f(x) = 2z， 

所 以 (6) = 12. 我 们 想 要 知道 当 x 从 6 起 增加 0.01 时 f(x) 会 发 生 什么 变化 , 所 
以 应 该 设 Az = 0.01. 于 是 有 


df = f(a)Ax = f(6)(0.01) = 12 x (0.01) = 0.12. 


因此 , 如 果 把 0.12 加 到 f(a) 的 值 上 , 应 该 能 得 到 一 个 不 错 的 近似 ， 由 于 f(a) = 
f(6) = 62 = 36, 这 意味 着 (6.01)? = 36.12. 现在 让 我 们 再 次 回 过 头 去 看 一 下 5.2.7 
节 , 在 那里 解答 了 相同 的 例题 , 使 用 了 基本 相同 的 方法 一 一 只 是 现在 有 了 更 好 用 
的 公式 , 仅 此 而 已 . 

F 面 是 另 一 个 展示 怎样 使 用 微分 的 例子 .假设 用 一 把 尺子 测 得 一 个 圆 球 的 直 
径 为 6 英寸 , 但 这 个 测量 结果 有 正 负 0.5% 的 误差 . 如 果 使 用 这 个 测量 结果 去 计算 
该 球 的 体积 , 所 得 结论 的 准确 度 有 多 高 ? 让 我 们 使 用 微分 来 求解 , 至 少 是 近似 地 . 如 
果 球 的 半径 为 ”、 直 径 为 D、 体 积 为 V, 则 ~ = D/2, 有 


4 4 /DNS TD3 
二 人 en 
v= jm = 3r (2 Ee 


邮 种 


H 


当 DD=6 时 , 有 V= x(6)3/6 = 36n. 所 以 算得 该 球 的 体积 为 36n 立方 英寸 , 但 其 
真 值 可 能 会 比 这 略 大 或 略 小 . 为 了 找 出 究竟 多 多 少 或 少 多 少 , 让 我 们 使 用 前 边 的 加 
框 公式 df = f(a)Azx. 这 里 需要 用 VV 代替 f, 用 6 代替 a, 以 及 用 万 代替 zx, 以 得 
到 相应 公式 : 
dV = V'(6)AD. 
对 前 面 Y 的 表达 式 两 边关 于 D 求 导 , 得 到 
pT3D) aD? 
PO 


这 意味 着 V'(6) = 18n, 所 以 
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dV = 18rAD. 
这 个 方程 意味 着 , 如 果 将 直径 D 从 6 变 为 6+AD, 那么 体积 V 会 改变 大 约 18rAD. 
在 我 们 的 例子 中 , 直径 的 真 值 可 能 比 6 多 或 少 0.5%, 也 就 是 0.005 x 6 = 0.03 英寸 . 
所 以 AD 最 高 可 能 到 0.03, 或 最 低 可 能 到 -0.03. 在 这 种 最 糟糕 的 情况 下 , 我 们 有 


dV = 18r x (+0.03) = +0.54n. 


这 是 对 测量 引起 的 误差 的 一 个 很 好 估算 , 所 以 可 以 说 该 球 的 体积 为 36r 立方 英寸 ， 
误差 约 0.54r 立方 英寸 . 由 于 原始 问题 将 直径 的 测量 误差 用 百分比 来 表示 , 所 以 很 
可 能 也 应 该 这 样 来 表示 体积 的 误差 . 近似 误差 dV = 士 0.54r 占 体 积 V = 36r 的 百 
分 比 为 


dV 土 0.547x 
a 100% = 


换 句 话说 , 体积 测量 的 相对 误差 大 约 是 原始 直径 测量 的 相对 误差 的 三 倍 . 当 使 用 
个 一 维 的 度量 去 计算 一 个 三 维 的 量 时 ， 原 始 的 测量 误差 就 会 复合 积累 到 这 个 
程度 . 
13.2.3 线性 化 的 总 结 和 例子 

以 下 是 估算 或 近似 计算 一 个 难 搞定 的 数 的 基本 策略 . 

(1) 写 出 主要 公式 : 


x 100% = 土 1.5%. 


f(z7) ST Lz) = FW) + Fo) — oo). 


(2) 选择 一 个 函数 以 及 一 个 数 x, 使 得 这 个 难 搞定 的 数 等 于 f(x). 另外 , 选 
取 一 个 接近 于 z 的 a, 并 使 得 f(a) 可 以 容易 算得 . 

(3) 对 了 求 导 , 找 出 f(z). 

(4) 在 上 述 方 框 公式 中 , 用 实际 的 函数 分 别 替代 f 和 f', 用 你 选 定 的 实际 数值 
替代 a. 

(5) 最 后 , 把 第 二 步 中 的 x 值 代入 公式 加 以 计算 . 另外 注意 到 微分 df 等 于 量 
f'(a) (zx —a). 

下 面 让 我 们 来 看 几 个 例子 .首先 , 你 会 怎样 估算 sin(11x/30)? 先 写 出 标准 公 
式 : 


三 


jz) SITD) = f(a) + f(a)(z— a). 
我 们 需要 求 的 是 菜 数 的 正弦 值 , 所 以 设 f(x) = sinz. 并 且 我 们 对 当 x = 11x/30 时 
的 函数 值 感 兴趣 ， 接 下 来 需要 选择 一 个 接近 于 11x/30 的 数 a, 并 使 得 f(a) 容易 
计算 . 当然 , f(a) 就 是 sin(a)， 那么 什么 数 既 接近 于 117x/30, 其 正弦 值 又 容易 计算 
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呢 ? 10r/30 怎么 样 ? 毕竟 它 就 是 x/3, 而 我 们 显然 很 清楚 sin(x/3) 的 值 . 所 以 不 妨 
设 c = /3. 


就 完成 了 前 两 步 , 下 面 进入 第 (3) 步 . 求 导 得 到 (x) = cosz, 所 以 线性 化 


"(Drm (DD 


这 样 
公式 变 为 


jC) LL)=s 


于 f(z) = sinz, 上 式 可 化 简 为 


Sin(Z) 之 也 ( 


最 后 , 代入 x = 11r/30, 得 到 


这 可 能 看 起 来 仍然 很 糟 , 但 至 少 这 个 估算 没有 涉及 三 角 函 数 一 一 有 的 只 是 x 


2) = 


V3 1 


lx 11x 
mn( 呈 = 人 ( 二 


V3, 而 这 两 个 数 并 不 是 很 难处 理 . 
， 考虑 以 下 例子 : 用 线性 化 找到 jn(0.99) 的 一 个 近似 值 . 这 次 设 f(z) = 


现在 


ln(z), 并 
算得 的 数 


fla) +f 


又 由 于 In(1) = 0, 有 


代 六 未 = 


al(z 一 a) 变 为 


7 了 


llx Zz _V3 Xx 
30 3/ 2 60- 


Imn(z) 之 Z 一 十 


0.99, 得 到 


In(0.99) ~ 工 (0.99) = 0.99 — 1 = 一 0.01. 


这 样 , 我 们 就 完成 了 . 


这 其 实 并 不 该 让 人 感到 意外 . 在 9.4.3 节 


最 后 


同 的 线性 


般 地 , 你 会 怎样 估算 当 h 为 各 
使 用 刚刚 找到 的 线性 化 f(z) = L(z) = xz 一 1, 去 估算 In(1 十 及 . 只 需 用 1+h 蔡 代 z， 
便 可 见 In(1 寺 及) 守 工 (1 二 及) 二 (1 十 及 一 1. 也 就 是 说 , 当天 很 小 时 ， 


E 意 很 小 的 数 时 In(1 十 记 ) 


EN 


中 


感 兴趣 的 是 当 xz = 0.99 时 f(z) 的 值 . 接近 于 0.99 并 就 取 对 数 而 言 容 易 


是 1, 所 以 设 a=1. 由 于 f(z) = mm(z) 且 P(z) = 1/z, 公式 f(z) ~ Lo) = 


的 值 ? 事实 上 , 可 以 


In(1+h) oh. 


lim 


ln(1 +) 


h—0 
所 以 早已 知道 , 当 h 是 个 很 小 的 数 时 , In(1 十 hh) 近似 等 于 九 
， 当 h 很 小 时 , In(e 十 h) 的 近似 值 又 是 多 少 呢 ? 现在, 我 们 需要 一 个 不 


化 , 因为 量 (e 十 hh) 接近 了 


bP, 我 们 已 经 看 到 过 


三 站; 


Fe 而 非 1. 


所 以 设 c = e， 


并 且 再 一 次 地 用 到 
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f(z) =Dn(z) 和 f(z) =1/z. 于 是 有 
f(T) SLz) = FW + f(D) a) = In(e)+ < —e). 
于 In(e)=1, 有 


I 


z= 二 e 十 h 时 , 便 有 
ln(e 十 闪闪 Ze 十 万 一 于 二 1+ . 

也 就 是 说 , 当 hh 很 小 时 , In(e 十 hh) 伟 1 二 hf/e. 这 与 上 一 例题 中 的 结论 是 很 不 同 的 ; 在 
上 一 例题 中 , 当 h 很 小 时 , In(1 十 有 hh) 守 h. 所 以 一 切 都 取决 于 a 的 值 . 
13.2.4 近似 中 的 误差 

我 们 一 直 在 用 Z(z) 作为 f(x) 的 近似 , 但 它们 并 不 是 一 回 事 . 那么 我 们 用 L(x) 
代替 f(z) 的 做 法 错 得 有 多 离谱 呢 ? 解答 这 个 问题 的 方法 是 , 考虑 这 两 个 量 之 间 的 
差 . 它们 的 差 越 小 , 近似 就 越 精确 . 所 以 , 设 

rzZ) = f(x) — L(x), 

其 中 r(z) 是 使 用 在 x = a 处 的 线性 化 来 估算 f(x) 时 的 误差 .” 结果 表明 , 如 果 E 
数 的 二 阶 导 数 存 在 , 至 少 在 zx 和 a 之 间 存 在 , 那么 对 于 r(xz) 就 有 一 个 很 好 的 
TN 


从 鳞 


rlz) =31"(O(z 一 0)?， 其 中 为 在 和 a 之 间 的 某 个 数 
晶 问 题 是 ， 我 们 不 知道 c 的 值 , 只 知道 它 在 zx 和 a 之 间 . 上 述 公式 与 11.3 节 讨 论 
ee 定理 有 关系 . 该 定理 告诉 了 我 们 数 e 的 性 质 , 却 没有 透露 关于 它 的 更 多 信 
忌 , 所 以 我 们 不 该 奇怪 它 也 在 这 里 出 现 了 . 
我 们 可 从 上 述 公 式 看 出 两 件 事 ， 首 先 , 注意 到 (x 一 a)? 项 始终 为 正 ， 这 意味 
着 r(x) 的 符号 与 f*(c) 的 符号 相同 . 因此 , 如 果 知 道 函数 图 像 是 凹 向 上 的 , 至 少 在 
z 和 a 之 间 是 如 此 , 那么 就 知道 r(z) 为 正 . 又 由 于 r(z) = f(x) - Z(z), 所 以 就 有 
f(z) > L(x). 这 意味 着 近似 值 比 实际 值 偏 小 , 我 们 低估 了 . 前 面 图 13-11 所 示 的 情 
形 便 是 如 此 . 另 一 方面 , 如 果 函 数 图 像 是 凹 向 下 的 , 那么 f"(c) 必定 为 负 , 从 而 可 知 
f(x) < L(x). 这 意味 着 近似 是 高 估 了 . 
例如 , 在 13.2 节 开 头 部 分 估算 V11l 的 例子 中 , 我 们 使 用 了 f(x) = Vz. 通过 
算得 plz) = 1/ (2Vz) 和 J"(z) = -1/ (zy 可, 可 以 看 出 函数 图 像 始 终 是 四 向 下 
的 . 或 者 也 可 以 通过 画 函 数 图 像 看 出 来 . 不 管 是 哪 种 情况 都 可 以 看 出 , 得 到 的 近似 


Ts 


@r(z) 中 的 字母 > 代表 “余数 ” (remainder), 于 为 它 是 当 你 除去 线性 化 后 余下 的 部 分 . 
@ 证 明 请 参见 附录 A 中 的 A.6.9 节 . 
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值 33 必定 比 实际 值 略 大 
。 如 果 f” 在 a 和 z 之 间 为 正 , 则 通过 线性 化 得 出 的 估算 是 低估 ， 
。 如 果 户 在 a 和 z 之 间 为 负 , 则 通过 线性 化 得 出 的 估算 是 高 估 . 
现在 让 我 们 再 来 看 一 下 刚才 的 误差 方程 . 如 果 对 上 述 方程 的 两 边 取 绝对 值 , 可 


误 着 = 了 volle 一 op 
假设 我 们 知道 当 t 在 = 和 a 之 间 变 化 时 , |f”()| 的 最 大 值 是 


们 不 知道 c 的 具体 值 , 仍 能 知道 | 六 (o| < M, 于 是 有 
误差 | < 


其 中 24 是 当 + 在 > 和 a 之 间 变 化 时 , |"()| 的 最 大 什 ， 


1 
asMIz 和 al”， 
2 


实际 上 , 在 上 述 等 式 中 要 


某 数 M. 那么 尽管 我 


紧 的 因子 不 是 M, 而 是 lz 一 al?. 你 看 , 当 zx 接近 于 wa 
平方 之 后 它 就 更 小 了 . (例如 , 当 对 0.01 求 平方 时 , 你 将 得 到 一 人 
这 意味 着 误差 很 小 , 所 以 近似 很 好 ! 

让 我 们 看 一 下 如 何 将 此 应 用 到 刚才 估算 V1l 的 例子 . 
1/ (2V7), 1”(z) = —1/(4zV7z). 还 取 a=9， 
之 间 变 化 时 , | 了”(#)| 的 值 最 大 会 是 多 少 ? 0 


[1" (2)| = 


ee 


等 式 右边 是 个 关于 t 的 减 函数 , 所 以 当 t 最 小 , 也 就 是 t =9 时 ， 


M = | 了 "(9)|, 也 就 是 1/108. 于 是 可 以 得 出 结论 : 
1 1 1 1 
误差 | < 3M 2 11 一 9%2 二 二， 
| 误 关 | So = 


实际 值 的 土 1/54 之 内 . 更 准确 地 说 , 有 


时 , 量 |x 一 al 已 经 很 小 , 而 


设 了 
2 三 11. 现在 的 问题 是 ， 


因此 , 以 前 我 们 说 VIT ~ 35, 现在 则 可 以 信心 十 足 地 说 , 近似 相当 接近 . 号 


更 小 的 数 0.0001.) 


Vz, 太 (7) 
1 在 9 和 11 


z) = 


当 


函数 值 越 大 . 所 以 


= 
上 


DR 
人 


1 1 1 1 
3 二 绚 < V1l 所 33 十 57° 
事实 上 , 由 于 我 们 已 经 知道 33 比 VI 的 实际 值 略 大 , 所 以 可 以 进一步 说 : 
1 1 1 
35 < 过 Vll< 33: 
现在 , 再 试 一 下 13.2.3 节 所 见 的 估算 ln(0.99) 


一 0.01. 


一 1/z2. 由 于 二 阶 导 


那么 这 个 近似 到 底 有 多 好 呢 ? 设 f(x) = 


数 为 负 , 再 


次 地 , 我 们 的 估算 1 


的 例子 . 在 那里 , 得 到 In(0.99) 
ln(z) 有 f(z) = 1/z, f”(z) = 


扁 大 . 现在 , 当 t 在 a =1 和 x 二 0.99 


©O 
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之 间 变 化 时 , | 了 ”7(t)| = 1/ 刀 的 值 最 大 会 是 多 少 ? 再 一 次 地 , 等 式 右边 为 t+ 的 减 函 数 ， 
所 以 最 大 值 当 t=0.99 时 取 到 . 于 是 有 M = 1/(0.99)2, 并 且 估 算 误差 为 

ce | 1 1 

| 误 才 | 3MIe | 地 99 一 二 = 欧 00005972 
这 化 简 后 约 为 0.000051, 非常 非常 小 的 数 . 这 意味 着 -0.01 是 对 In(0.99) 一 个 非常 
好 的 近似 . 更 准确 地 说 ， 了 不 等 式 


1 
.01 <l1 ， < .01 。 
J D000 a 000(0.99)3 


事实 上 , 由 于 我 们 知道 -0.01 偏 大 , 所 以 再 一 次 地 , 可 以 简化 上 述 不 等 式 的 右边 , 写 
成 


1 

0.01 i < In(0.99) < -0.01. 
这 样 就 把 In(0.99) 的 值 缩小 到 了 一 个 相当 小 的 范围 . 
在 后 面 第 24 章 讨论 泰勒 级 数 时 , 我 们 会 再 次 回 到 估算 和 误差 的 话题 . 到 时 我 
们 将 不 仅 用 到 一 阶 导 数 , 还 会 用 到 二 阶 以 及 更 高 阶 导数 去 求 得 更 精确 的 近似 


13.3 牛 顿 法 


下 面 是 线性 化 的 另 一 个 有 用 应 用 . 假设 现在 要 解 一 个 形 为 f(z) = 0 的 方程 , 但 
你 死活 都 解 不 出 来 . 所 以 你 退 而 求 其 次 , 试 着 猜测 该 方程 有 一 个 解 , 并 把 它 记 为 a. 
这 时 的 情形 可 能 如 图 13-12 所 示 . 


y=/(7) 


拉 正 使 函数 为 零 的 点 


“< 开始 合算 的 点 


图 13-12 


从 图 中 可 以 看 出 , f(a) 实际 上 并 不 等 于 零 , 所 以 a 其 实 并 不 是 该 方程 的 解 , 它 
仅仅 是 解 的 一 个 近似 或 估算 . 可 以 把 它 视 为 近似 的 第 一 次 尝试 , 所 以 在 上 图 中 把 它 
标记 为 了 “初始 的 近似 *. 牛顿 法 的 基本 思想 是 , 通过 使 用 f 在 x = a 处 的 线性 化 
来 改善 估算 . (当然 , 这 意味 着 f 需要 在 x = a 处 是 可 导 的 .) 不 管 怎样 , 让 我 们 看 一 
下 图 13-13 的 情形 . 
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这 个 线性 化 的 zx 


真正 使 函数 为 零 的 点 


图 13-13 


轴 截 距 记 为 六 并 且 显 而 易 见 , 相对 于 真 
更 好 的 近似 . 这 样 从 一 个 初始 的 猜测 , 我 们 得 到 了 一 个 更 好 的 结 


是 多 少 呢 ? 好 吧 , 它 束 是 线性 化 


得 z, 有 


L(z) = f(W + f(a)(z—a) 
的 z 轴 截 距 . 为 了 求 x 轴 截 距 , 设 L(x) =0 


_ /(% 
f'(a) 


二 


于 刚才 把 x 轴 截 距 记 为 5, 于 是 有 如 下 公式 : 


y=f(2) 


始 佑 算 的 点 


更 好 的 估算 的 点 


E 的 零点 , 它 是 个 比 a 


果 . 但 5 的 值 具体 


, 则 我 们 有 f(a) 十 了 (a)(z 一 o=0. 解 


四 
人 


则 在 很 多 情况 


,5 是 个 比 更 好 的 近似 . 


牛顿 法 假设 a 是 对 方程 flz) = 0 的 解 的 一 个 近似 . 如 果 令 


这 并 不 是 在 所 有 情况 下 都 成 立 , 所 以 我 特意 加 上 “在 很 多 情况 下 ”以 防 万 一 . 我 们 


我 们 想 求 方程 f(x) = 0 的 解 . 但 


负 ), f(1) = 2( 为 正 )， 
面 , f(x) = 5x“ 十 2， 


个 解 (参见 10.1.1 节 ). 这 样 就 证 明了 该 方程 有 唯 
近 方程 的 解 . 我 们 知道 1(0) = -1, 这 并 不 是 很 接近 


从 a =0 开始 : 


f(z)= 7x +27—1, 


会 在 下 一 页 再 其 体 讨论 这 些 特殊 情况 . 现在 让 我 们 先 看 一 些 例子 . 假设 


首先 该 方程 有 解 吗 ? 由 于 f 是 连续 的 , f(0) = 一 1( 为 


根据 介 值 定理 (参见 5.1.4 市 ), 该 方程 至 少 有 一 个 解 . 另 一 方 


它 始终 


的 解 . 现在 


我们 从 0 


F 0. 但 没关系 , 就 使 月 


05+2(0)—1 1 


5(0)4 十 2 


= 


为 正 , 所 以 f 始终 为 增 函 数 . 这 意味 着 该 方程 至 多 有 
开 
牛顿 法 


= 
日 地 
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所 以 =1/2 是 个 比 0 更 好 的 近似 . 确实 , 可 以 算得 f(1/2) = 1/32, 它 相 当 接 近 于 
0. 那么 为 什么 不 重复 使 用 这 个 方法 , 从 而 得 到 一 个 还 要 好 的 近似 呢 ? 当然 可 以 ! 这 
次 取 a =1/2, 并 再 次 算得 : 


fla) 1 f(1/2) 1 1/32 18 
Fla) 2 FU 2 37/16 37° 
(这 里 用 到 了 (1/2) = 5 x (1/2)4 十 2 = 37/16. ) 不 管 怎样 , 这 意味 着 18/37 是 个 还 
要 好 的 近似 . 计算 f(18/37), 会 算得 结果 约 为 0.0002, 这 已 经 是 非常 非常 小 的 数 了 . 
数 18/37 确实 是 对 f 的 真正 零点 的 一 个 相当 好 的 近似 . 
像 这 样 重复 使 用 a 和 5b 可 能 会 引起 混乱 . 一 种 规避 的 方法 是 , 用 zo 标记 初始 
的 猜测 , 用 z1 标记 第 一 次 改善 , 用 zs 标记 基于 za 的 第 二 次 改善 , 如 此 等 等 . 这 样 


尼 il1 一 0 一 


b=a F 
a 


f (x0) f(z1) f(T2) ga 

Po oe 

下 面 是 另 一 个 例子 : 求 方程 x = cosz 的 近似 解 . 首先 设 f(z) = xz 一 cosx. 如 果 能 估 
算出 f 的 零点 , 那么 这 个 数 也 就 是 z = cosz 的 近似 解 . (5.1.4 节 中 已 经 使 用 过 这 个 
技巧 了 .) 让 我 们 作 个 猜测 zo = zx/2, 则 Fr/2) = /2 一 cos(r/2) = /2. 这 是 个 相当 
不 靠 谱 的 猜测 . 不 过 没关系 , 由 于 f(x) = 1+sin(z)) 有 f(x/2) = 1+sin(x/2) = 2. 
这 意味 着 


加 jzo) Tz T/2 x 
Tm FJ 一 2 A 
所 以 zi = r/4 是 个 更 好 的 近似 ; 的 确 , Fr/ = r/4 一 1/V3, 大 约 为 0.08. 现在 本 
复 使 用 这 个 过 程 . 由 于 f(x/4) = 1+sin(x/4)=1+1/vV3, 


fz) Jr x m4-1/V2 


il 
wll 


Cy f’'(zx1) 4 f’(x/4) 4 1 十 1/V2 
上 式 可 化 简 为 
1+Nx/4 -i 
AT = (1+x/4)(vV2— 1), 


它 实际 上 比 x/4 稍 小 . 此 外 , 可 算得 f(z2) 约 为 0.0008. 这 意味 着 za 一 cos(z2) 约 为 
0.0008, 所 以 数 za 是 对 方程 x = cos(z) 的 解 的 一 个 相当 好 的 近似 . 当然 , 可 以 重复 
使 用 这 个 方法 , 以 得 到 一 个 还 要 好 的 近似 值 za, 但 这 时 的 计算 就 变 得 很 糟糕 了 . 不 
过 , 计算 机 和 计算 器 倒是 善于 此 道 , 并 且 实际 上 它们 和 常常 使 用 牛顿 法 以 给 出 很 好 的 
近似 .( 别 筷 了 , 计算 器 给 出 的 也 仅仅 是 近似 值 ! 即便 小 数 点 后 有 10 位 或 12 位 , 它 
仍然 不 是 确切 的 值 , 尽管 在 大 多 数 情 况 下 这 已 经 够 用 了 . ) 

正如 我 们 之 前 注意 到 的 (但 没有 给 出 解释 ), 有 时 牛顿 法 也 会 不 起 作用 . 下 面 是 
失效 的 四 种 不 同情 况 . 

(1) f(a) 的 值 接 近 于 0. 显然 , 如 果 


< 
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_ f(a) 

f'(a) 
则 f'(a) 不 能 为 0, 否则 b 是 没有 定义 的 . 在 这 种 情况 下 , 在 z = a 处 的 切线 不 可 能 
与 x 轴 相 交 , 因为 它 是 水 平 的 ! 即使 f(a) 很 接近 但 不 等 于 0, 牛顿 法 仍 会 给 出 一 个 
很 糟糕 的 结果 . 例如 , 图 13-14 所 示 的 情形 . 


b=a 


a 


”NS 真正 使 原 函数 为 零 的 点 
( y=f (7) 


始 估 算 的 点 


图 13-14 
即便 从 一 个 相当 好 的 近似 a 开始 , 牛顿 法 给 出 的 结果 ”还 是 远离 真正 的 零点 
7. 所 以 根本 没有 得 到 一 个 更 好 的 近似 . 为 了 避免 出 现 这 种 情况 , 要 确保 你 的 初始 猜 
测 不 在 函数 的 临界 点 附近 . 
(2) 如 果 f(x) = 0 有 不 止 一 个 解 , 可 能 得 到 的 不 是 你 想 要 的 那个 解 。 例如 在 
图 13-15 中 , 如 果 你 想 估 算 左 边 的 根 7, 并 且 猜 测 从 a 开始 , 那么 最 终 你 估算 的 其 实 
是 另 一 个 根 8. 


开始 傅 算 的 点 Nf) 
" 更 好 的 估算 的 点 ? 
图 13-15 


所 以 你 应 该 稍微 伦 些 工夫 , 选取 一 个 接近 于 你 想 要 的 那个 零点 的 初始 猜测 w 除 
非 你 确定 只 有 一 个 解 . 

(3) 近似 可 能 变 得 越 来 越 糟 ， 例如 , 如果 f(z) = zx13, 方程 f(z) = 0 唯一 的 解 
是 x =0. 如 果 你 尝试 对 此 使 用 牛顿 法 (出 于 某 种 只 有 你 自己 知道 的 原因 ), 那么 怪 
事 就 会 出 现 . 你 看 , 除非 从 a = 0 开始 , 否则 会 得 到 
f(a) a 
万 


2a. 


a) ° a-2/3/3 
所 以 下 一 个 近似 值 总 是 你 初始 值 的 -2 倍 . 例如 , 如 果 从 a = 1 开始 , 那么 下 一 个 


b=a 


旬 
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近似 值 将 是 -2. 如 果 重 复 这 个 过 程 , 将 得 到 4, -8, 16, 等 等 . 结果 是 离 正确 值 0 越 
来 越 远 . 如 果 遇 到 这 类 情况 , 牛顿 法 就 无 能 为 力 了 . 

(4) 你 可 能 陷入 一 个 循环 而 无 法 自拔 .有 可 能 出 现 , 你 通过 估算 a 得 到 六 估 
算 5 却 又 得 到 a. 重复 这 个 过 程 是 没有 意义 的 , 因为 你 只 是 在 忽 圈 子 ! 这 种 情况 可 
能 如 图 13-16 所 示 . 


在 z=a 点 的 线性 
一 


“在 zx 二 点 的 线性 


图 13-16 


在 xz =a 处 的 线性 化 有 z 轴 截 距 b, 而 在 z=。 处 的 线性 化 有 zx 轴 截 距 a, 所 
以 牛顿 法 在 这 里 就 不 灵 了 . 一 个 具体 (但 有 点 复杂 ) 的 例子 是 


= (= 和 节 ) td 


如 果 从 a = 1 开始 , 我 留 给 你 来 算出 b= -1. 由 于 f 为 奇 函数 , 显然 再 从 -1 开始 
的 计算 会 再 次 得 到 1. 真 不 幸 我 们 陷入 了 一 个 循环 ! 不 妨 再 选 其 他 的 初始 猜测 试 试 
看 . (顺便 说 一 下 , 对 此 类 循环 的 研究 引出 了 一 类 好 看 的 分 形 , 你 可 能 在 某 人 的 计算 
机 屏保 上 看 到 过 .……) 


第 14 章 ” 洛 必 达 法 则 及 极限 问题 总 结 


在 讲解 导数 的 时 候 , 我 们 利用 极限 给 导数 下 了 基本 定义 . 现在 , 我 们 要 倒 过 来 ， 
利用 导数 的 知识 求 极限 的 值 , 这 各 方法 叫 洛 必 达 法 则 . 在 介绍 这 个 法 则 的 各 种 类 型 
及 使 用 方法 后 , 我 们 会 对 目前 已 使 用 的 计算 极限 的 所 有 方法 进行 总 结 . 我 们 将 学 到 
如 下 知识 点 : 
。 洛 必 达 法 则 及 使 用 该 法 则 的 四 种 极限 情况 ; 
e。 对 计算 极限 的 方法 进行 总 结 . 


14.1 洛 必 达 法 则 


我 们 学 过 的 大 部 分 极限 都 是 以 下 情况 之 一 : 


im 1D, jm (ftz) = g(0)), Him f(a)g(s) 和 lim F(a), 


Ta g(z) Ta 
有 时 你 可 以 利用 函数 的 连续 性 直接 用 a 来 替代 xz 进行 计算 , 但 这 种 方法 可 能 解决 
不 了 问题 . 例如 , 考虑 下 列 极限 : 

二 


人 全 ;) ee Oe ho 


在 第 一 种 情况 中 , 用 3 来 替代 x 得 到 0/0 型 的 不 定式 . 第 二 种 极限 是 当 x 一 0 时 
的 两 个 无 穷 大 的 差 . 实际 上 , 当 x 一 0+ 时 , 两 个 算式 都 趋 于 正 无 穷 ; 当 x 一 0- 时 ， 
两 个 算式 都 趋 于 负 无 穷 . 所 以 我 们 可 以 把 这 种 形式 总 结 为 土 (0o 一 00). 第 三 种 极限 
(关于 zjn(z)) 是 0 x (-oeo) 类 型 , 请 记 住 当 z 一 0+ 时 , mn(z) 一 一 00. 最 后 , 第 四 种 
极限 是 1%, 看 起 来 也 很 难 求 . 但 幸运 的 是 , 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 求解 这 四 种 极 
限 . 


行 


第 一 种 类 型 是 两 个 函数 的 比 f(z)/g(z), 最 适合 用 这 一 法 则 , 我 们 称 它 为 “类 型 
A”. 接 下 来 的 两 种 类 型 为 f(z) - g(z) 和 f(z)g(z), 都 可 以 直接 化 归 为 类 型 A, 所 以 
我 们 分 别 叫 它们 为 类 型 B1 和 B2. 最 后 , 我们 把 关于 指数 型 函数 f(z)?®) 的 类 型 
叫 作 类 型 C, 该 类 型 可 以 化 归 为 类 型 B2, 从 而 再 化 归 为 类 型 A. 让 我 们 先 分 别 看 
看 这 些 类 型 , 然后 在 14.1.6 节 中 进行 总 结 . 
14.1.1 类 型 A: 0/0 

考虑 下 述 形式 的 极限 : 
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f 和 g 痢 是 很 好 的 可 导 函 数 . 妇 


[I 果 g(a) 关 0, 那 情况 就 太 棒 了 , 我 们 可 以 直接 用 a 


EE 必 


蔡 代 


Z 来 求 极 限 f(a)/g(a) 的 值 . 


如 果 g(a) = 0, 但 是 f(a) 关 0, 这 时 在 a 点 有 


垂直 渐 


近 线 , 上 述 极限 为 co, -co 或 不 存在 . (参照 图 41 


四 种 情况 的 图 像 , 有 助 


于 你 理解 . ) 
还 有 另外 一 种 可 能 是 f(a) = 0, g(a) = 0. 也 就 是 说 , 该 
型 的 不 定式 . 我 们 见 过 的 大 多 数 极限 都 是 这 种 类 型 . 事实 上 


形式 ! 毕竟 ， 


式 f(a)/g(a) 是 0/0 
个 导数 都 是 这 利 


下 
， 坪 


如 果 把 到 = 0 代入 分 式 ， Rs 到 0/0 型 . 所 以 , 我 们 主 
的 情况 . 
基本 思想 是 这 样 的 : 因为 f 和 9g 是 可 导 了 水 数 , 所 以 可 以 有 有 
化 . 像 上 一 章 一 样 , 当 x 趋 于 a 点 的 时 候 , 我 们 有 : 
f (7) 入 )+f' (oz—a) 和 g(x) g(a) + 9 (a)(z— a). 
现在 , 假设 f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 说 明 
3 ) 六 oz-a 和 9(z) 
jz) 除 以 g(z), 假设 xz 关 a, 则 有 
f(7) 、 一 Fo) 
g(7) g'(a) 


了 王 
x 


研究 f(a) =0 和 g(a) =0 


Ez=a 点 处 对 它们 


线性 


sy(otz 一 oa 


如 果 你 上 


g(a)(z—a) 
算 就 越 接近 真实 值 . 这 样 ," 就 有 了 洛 必 达 法 则 的 一 种 表达 式 : 
_ 0) 0, Wh 和 mf 2 pe 7 
MS 0 
假设 等 式 右 端 的 极限 存在 . (实际 上 还 有 另 一 个 条 件 , 当 x 趋 于 但 不 等 于 a 时 ， 
不 为 0. 遇 到 这 种 情况 时 , 你 真 的 很 不 各 0) f(a) 和 g(a) 都 为 0, 这 个 前 提 真 扫 
要 , 否则 将 不 能 使 用 这 个 法 则 . 

让 我 们 用 本 章 开 始 的 例子 来 演 


2 越 接近 于 a, 这 个 估 
如 果 f(a) 


? 


g(x) 
很 


电 


不 怎样 用 这 个 法 则 解决 问题 

2 二 9 
8 Z 一 3 
注意 , 如 果 把 x = 3 代入 原 函 数 , 你 会 发 现 分 子 分 母 都 为 0, 这 说 明 我 们 可 以 
必 达 法 则 . 你 所 需要 做 的 , 是 对 分 式 的 分 子 分 母 分 别 求 导 . 注意 : 请 不 要 使 
法 则 ! 求解 的 过 程 为 


使 用 洛 
了 除法 


z 一 3 2 一 3 
Pp 会 有 个 “PH” 万 左 呵 


注意 到 上 边 的 等 式 符号 , 其 作用 是 说 明 我 们 是 月 
问题 的 ( 洛 必 达 法 则 的 英文 是 TH6pitals Rule). 顺便 说 一 下 , 这 道 


昌 洛 必 达 法 则 来 解决 
题 其 实 也 可 以 不 


题 


@ 实际 上 , 我 们 还 没有 证 明 洛 必 达 法 则 . 真 明 请 参阅 附录 A 的 A.6.11 节 . 


正 的 证 
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使 用 洛 必 达 法 则 , 因为 分 子 z2 一 9 可 以 被 因 式 分 解 为 (z + 3)(z - 3), 所 以 计算 过 程 
可 以 是 


入. 过 十 
lim 2 u = lim (Cm me) 
zo 3 2 一 3 Z 一 3 妈 一 3 


我 们 得 到 了 同样 的 答案 ! 这 说 明 计 算是 正确 的 . 
这 儿 有 一 个 更 难 的 例子 , 使 用 因 式 分 解 不 能 解决 问题 了 : 


2 一 sintz) 


= lim(z+3)=3+3=6. 
z=3 


如 果 把 x =0 代入 , 则 分 子 分 母 都 为 0. 尽管 当 z 趋 于 0 时 , sin(z) 和 z 很 接近 , 但 
此 时 这 一 点 对 我 们 没有 帮助 , 因为 我 们 正在 考虑 这 两 项 的 差 , 所 以 我 们 使 用 洛 必 达 
法 则 . 首先 分 别 对 z 一 sin(z) 和 z3 求 导 : 

i sin(zx) LH ey 1 — cos(7x) 

Z 一 0 23 2 一 0 372 
在 7.1.2 节 中 , 我 们 实际 上 曾经 演示 过 怎样 求解 等 式 右边 的 极限 (但 原 极限 在 分 母 
中 没有 3). 我 们 的 原始 方法 是 分 子 分 母 同 时 乘 以 1 + cos(z). 但 是 , 现在 有 一 个 更 
简单 的 方法 : 请 注意 , 当 用 0 蔡 代 x 时 , 可 发 现 该 极限 为 0/0 型 (因为 cos(0) = 1)， 
所 以 我 们 可 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 ! 从 而 得 到 


jim 2— Sin(Z) LH 这 1 一 cos(zZ) LH 和 sin(Z) 
Z 一 0 23 Z 一 0 372 z 一 0 67 
实际 上 , 可 以 多 次 使 用 洛 必 达 法 则 计算 最 终 的 极限 , 但 对 于 这 道 题 , 更 好 的 写法 是 
jim sin(Z) -1 证 sin(Z) _1 SE 1 
z=»0 67 6 xz 一 0 ZX 6 6 


(在 上 述 计 算 中 , 我 们 直接 使 用 了 7.1.5 节 中 的 三 角 函 数 公 式 .) 总 而 言 之 , 我 们 得 到 
了 该 极限 的 结果 : 


介绍 下 一 种 形式 之 前 , 让 我 们 再 重新 观察 一 下 这 种 形式 . 回顾 6.5 节 , 可 以 看 
到 我 们 是 用 极限 来 定义 导数 的 . 例如 , 计算 极限 
.V32+h—2 
pn h 
要 使 用 一 点 技巧 . 设 f(z) = Wz, 写 出 f(x) 的 表达 式 , 将 其 写成 极限 的 形式 , 最 后 
把 z =32 代入 导 函 数 的 表达 式 . (检查 一 下 细节 .) 但 是 , 使 用 洛 必 达 法 则 , 所 有 这 些 
技巧 就 变 得 不 必要 了 . 例如 , 因为 上 述 极限 是 0/0 型 , 所 以 可 以 同时 对 分 子 分 母 关 
于 户 求 导 来 计算 极限 . 首先 把 W323 二 有 改写 为 (32 十 总 Y5 的 形式 , 这 时 有 
1 _4/5 
YFR2 (34/52rH, B32+m 
i 1 0 


) 


266 第 14 章 洛 必 达 法 则 及 极限 问题 总 结 


计算 结果 为 1/80, 这 同 我 们 之 前 计算 的 结果 是 相符 的 . 现在 就 请 回 到 6.5 节 , 使 用 
洛 必 达 法 则 重新 计算 一 下 其 中 的 例题 . 
14.1.2 类 型 A: 士 ce/ 士 ce 

洛 必 达 法 则 对 于 lim f(z) = co 和 lim g(z) = co 的 情况 也 很 适用 . 也 就 是 说 ， 
当 把 x = a 代入 原 函 数 时 , 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 , 所 以 我 们 所 求解 的 是 oo0/oo 型 . 
例如 , 求 极限 


Se 322 十 72Z 
zZ 一 co 272 一 5 
注意 到 , 当 z 一 co 时 , 分 子 分 母 同 时 趋 于 co, 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 
二 (二 

Z 一 co 222 一 5 zZ 一 co 47 zZ 一 co \A4 47r 
当 z 一 co 时, 7/4zx 趋 于 0, 所 以 极限 结果 为 6/4, 也 就 是 3/2. 当然 , 你 也 可 以 使 用 
4.3 节 的 方法 计算 极限 . 你 会 发 现 , 无 论 用 什么 方法 都 会 得 到 同样 的 结果 一 一 3/2. 

这 儿 还 有 另 一 个 例子 , 求 


)》 


信 
zy》 
CC 


k 


et csc(z) 
zo30+ 1 — ln(z) 
注意 : 当 zz 一 0+ 时 , 分 子 分 母 都 趋 于 无 穷 大 . 为 什么 呢 ? 因为 当 z 一 0 时 , sin(z) 趋 
于 0, 所 以 csc(z) 趋 于 无 穷 大 ; 同样 , 当 z 一 0+ 时 , In(x) 全 一 00; 所 以 1-ln(z) 一 co. 
现在 我 们 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 


为 了 计算 极限 , 我 们 可 以 把 它 改写 为 


jj 
0 sin(x) tan(Z) 
这 样 有 
一 = ~ 1 


lim 一 
z 一 0+ Sin(Z) 


但 对 于 为 一 个 因 式 有 


oh tan@) 
因为 当 z 一 0+ 时 , tan(z) 一 0+, 所 以 我 们 证 明了 
lim csc(Z) = 
z=»0+ 1 — ln(x) 
当 x 一 co 时 , 如 我 们 前 面 看 过 的 那样 , 该 法 则 也 适用 . 这 里 有 男 一 个 例子 : 
IH,. 1 
一 mn 
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该 极限 为 0, 因为 当 x ~， co 时 , er - co. 使 用 洛 必 达 法 则 的 前 提 条 件 是 : 当 x ~ oo 
时 , x 和 ez 都 趋 于 无 穷 大 . 注意 : 分 母 ez 在 求 导 的 过 程 中 是 不 变 的 , 但 分 子 x 的 
导数 却 为 1. 当 你 看 到 下 述 例子 的 时 候 , 可 能 会 更 清楚 明了 . 


3 


lim 一 . 


ro00 eT 


我 们 使 用 了 三 次 洛 必 达 法 则 , 发 现 每 一 次 都 是 不 定式 co/eo 型 : 
放生 


ZX 一 co GZ Z 一 oo eT Z 一 oo eT Z 一 oo GZ 
当然 , 同样 的 方法 可 以 应 用 到 x 的 任何 次 震 ; 但 你 不 得 不 多 次 使 用 该 法 则 , 每 次 都 
要 求 导 至 导数 为 1 为 止 , 然而 对 于 e 无 论 求 导 多 少 次 都 不 变 . 其 实在 9.4.4 节 中 ， 
我 们 已 经 仔细 讨论 并 证 明 过 指数 函数 增长 得 很 快 . 
现在 , 我 有 个 非常 善意 的 提示 : 请 记 住 , 只 有 不 定式 才能 用 洛 必 达 法 则 ! 对 于 分 
式 仅 有 的 不 定式 是 0/0 或 二 oo/ 士 co 这 两 种 形式 . 例如 , 如 果 你 想 对 极限 


zx2 


lim 一 一 一 
z=»0 Cos(Z) 


使 用 洛 必 达 法 则 , 将 会 陷入 一 团 混乱 . 让 我 们 看 看 使 用 洛 必 达 法 则 后 的 情况 : 


by bg 
"lim 一 一 2 ]i 一 一 2. 
cos(z) z=»0 一 Sin(Z) 230 sin(z) 


很 显然 , 这 是 错误 的 , 因为 当 x 趋 于 0 时 , xz? 和 cos(z) 都 为 正 . 事实 上 , 正确 的 解 


> 二 二 
zo0cos(z) cos(0) 1 
洛 必 达 法 则 不 能 用 来 解答 这 道 题 , 原因 是 它 是 0/1 型 , 不 是 不 定式 . 所 以 , 一 定 要 注 


音 | 
尼 \ 


=0; 


14.1.3 类 型 Bl: (ce 一 co) 
本 章 开始 有 这 样 一 个 极限 表达 式 : 
| 1 1 
ut (si 3 :) 
当 z 一 0+ 时 , 1/ sin(zx) 和 1/zx 都 趋 于 co; 当 x 一 0- 时 , 这 两 项 又 同时 趋 于 -ox. 
无 论 哪 种 情况 , 这 都 是 两 个 非常 大 的 数 ( 正 无 穷 大 或 负 无 穷 大 ) 的 差 , 所 以 该 不 定式 
可 以 被 表示 为 士 (co 一 co). 
幸运 的 是 , 可 以 很 容易 地 把 这 种 形式 转化 为 类 型 4， 我 们 所 需要 做 的 仅仅 是 


通 分 : 
1 1 jim 2— se | 
sn sin(z) zx zr»0 Zsin(z) 


现在 , 把 x =0 代入 , 可 以 看 出 这 是 0/0 型 不 定式 , 所 以 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 : 
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和 1 1\y .72— sin(z) 1 1i 1 一 cos(Z) 

2 sin(z) 7x/ 0 zsin(z) 20 sin(z)+ zxcos(r). 
注意 , 我 们 使 用 乘法 法 则 对 分 母 进行 求 导 . 无 论 怎样 , 再 次 出 现 了 0/0 型 , 因为 当 把 
z= 二 0 代入 时 , 可 以 发 现 分 子 分 母 同时 变 为 0. 所 以 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 (并 且 再 次 
使 用 乘法 法 则 ): 


和 1 一 cos(z) LH 说 Sin(Z) 
z0 Sin(Z) 十 Zcos(Z) zx 30cos(r)+cos(z) 一 Zsin(Z) 
做 到 这 儿 , 就 不 要 再 使 用 洛 必 达 法 则 了 ! 因为 在 本 阶段 , 当 把 x = 0 代入 时 , 可 发 现 


分 子 为 0 但 分 母 为 2, 所 以 极限 结果 为 0. 把 刚才 的 计算 综合 到 一 起 , 可 得 
_1 


1 
有 时 通 分 也 不 能 解决 问题 . 比如 你 可 能 会 遇 至 
不 自己 创造 一 个 分 母 . 例如 , 求 极限 
lim (Vz+ In(z) 一 
首先 注意 , 当 2 一 co 时 ， Vz 十 In(z) 和 Vz 都 趋 于 co, 所 以 这 道 题 属 于 co - co 不 
定式 . 但 该 题目 没有 分 母 , 所 以 我 们 同时 乘 以 除 以 一 个 共 管 表达 式 ; 


lim (VZz 十 In(z) 一 Vz) = Jim (VzZ 十 ]n(Z 2 Ee 
z+ln(z 


- 
[i 
沪 
二 
半 
中 
LT 
涪 
II 


], 所 以 不 得 


SS 


通过 使 用 平方 差 公 式 (a 一 0)(a 十 == 十 如 ,有 
Jim r++ln(z)—Zz A lIn(z) | 
ne 
现在 , 题目 转化 为 类 型 A 的 oo/oo 不 定式 , 所 以 通过 对 分 子 分 母 同时 求 导 (分 母 要 
使 用 链 式 求 导 法 则 ) 可 得 


In(z) 1]'H 1/z 


= lim 
i, /T+ ln(r ) 十 VZ Z 一 co 1 十 1/z | 1 
2Vz+ln(x) 2V27 


如 果 分 子 分母 同 时 乘 以 x, 可 得 
1 
和 a 

2wVZzZ 十 In(zZ) 2 
我 们 差不多 要 得 到 答案 了 , 但 仍 需 看 看 x 一 co 时 分 母 中 第 一 个 分 式 的 值 : 
人 
zco2Vz 十 mn(z) 
注意 , 这 也 是 oo0/oo 不 定式 , 所 以 需要 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 : 
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. z+1 LH.. 1 , z+ln(z) 
lim 一 一 于 一 一 一 二 lim re 
2VZz+ln(z) 
当 z 一 co 时 ,分母 1 十 1/z 趋 于 1, 但 是 分 子 Vz + jn(z) 趋 于 co. 也 就 是 说 


A 

zco 2VZ 十 In(Z) 
回 到 原始 的 问题 , 我 们 已 经 发 现 

1 
lm (Vi+ ln(z) 一 VZ) = lm i 三 
2Vx+ln(x) 2 
2 一 oo 时 ,分母 中 的 两 个 分 式 都 趋 于 co, 所 以 极限 为 0. 
不 香 的 是 , 对 于 类 型 B1 的 极限 , 洛 必 达 法 则 并 不 是 一 直 能 解决 问题 . 寻 
仅 在 你 能 把 原始 表达 式 转化 为 两 式 之 比 时 它 才 有 效 . 
14.1.4 类 型 B2: (0 x 士 co) 
下 面 这 个 出 现在 本 章 开头 的 极限 , 其 实 我 们 在 9.4.6 节 已 经 见 过 了 : 
lim, zn(2). 

因为 当 z < 0 时 , In(z) 没有 意义 , 所 以 只 需求 当 x 0+ 的 极限 . 可 以 看 出 , 当 
2 一 0+ 时 ,x 一 0 然而 In(x) 二 一 00, 所 以 该 极限 为 0 x (-co) 型 不 定式 . 让 我 们 通 


一 Oo. 


= 
将 
FF 


过 处 理 分 母 把 该 极限 转化 为 类 型 A. 基本 思想 是 把 x 转化 为 1/z 从 而 把 x 移 到 分 
母 
a ?AY 


现在 为 -oo/oo 型 , 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 
,ln(z) LH .. 1/z 
a 
最 右边 的 极限 可 以 化 简 为 -z, 最 后 的 极限 为 
lim (一 Z) = 0. 


2 一 0 
我 们 已 经 解决 了 问题 , 但 且 回 过 头 来 再 看 看 这 道 题 : 为 什么 我 把 zx 移 到 分 母 而 不 是 
移动 ln(z) 呢 ? 如 果 移 动 In(z), 则 为 


lim zln(x) = lim 
Z 一 0 十 


bg 
zo0+ T/ln(z) 
现在 , 你 需要 对 1/ In(z) 求 导 , 这 个 导数 相对 难 求 一 点 . 但 如 果 你 尝试 一 下 , 可 得 


1 = im a = lim 一 z(n(z))? 
ee en ee 
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子 可 以 看 出 , 移动 对 数 项 是 个 很 糟糕 的 思路 , 所 以 要 避免 这 样 做 . 
这 里 还 有 一 个 例子 : 


= 


这 比 我 们 最 原始 的 极限 还 复杂 ! 所 以 当 把 某 一 项 移 到 分 母 时 一 定 要 注意 . 从 上 述 例 


TT 


lim (z 一 2) tan(z). 


ZA/2 
当 你 把 z = x/2 代入 原 函 数 时 , 会 发 现 第 一 项 (z 一 x/2) 为 0, 而 tan(z) 这 项 要 么 
为 oo( 当 zz 一 (x/2)-), 要 么 为 -oo0( 当 zz 一 (rx/2)+). 通过 函数 图 像 可 以 更 加 肯定 我 
们 的 结论 . 无 论 哪 种 情况 , 都 可 以 把 tanz 移 到 分 母 , 从 而 转化 为 1/ tanzx 或 cotx. 
也 就 是 : 


区 本 2 一 工 /2 

2 Ge 虽 人 加 了 cot(z) 

这 比 把 (x 一 7/2) 移 到 分 母 的 计算 量 要 小 得 多 , 实际 上 , 把 (x 一 /2) 移 到 分 母 答案 
都 算 不 出 . 无 论 如 何 , 上 述 的 极限 形式 都 是 0/0 型 , 所 以 可 以 使 用 洛 必 达 法 则 : 


. T . 2 一 T/21DH .. 1 
lim G 一 7) tan(Z) = lim = lim 一 一 一. 
znA/2 2 zon/2 cot(Z) 2 一 /2 (一 csSc2(Z)) 


因为 sin (x/2) = 1, 所 以 可 以 得 出 csc(r/2) = 1. 上 述 极限 的 结果 为 -1. 
14.1.5 ”类 型 C: (1+%,00 或 oo 人 ) 
最 后 , 我 们 研究 最 复杂 的 一 种 情况 , 比如 : 


sin(z) ， 


lim Zz 
Xz 0+ 


这 种 形式 的 底 和 指数 部 分 都 带 有 变量 (在 该 例 中 为 z). 如 果 设 x =0, 那么 我 们 得 到 
00, 这 是 不 定式 的 另 一 种 形式 . 为 求 得 该 极限 , 要 使 用 类 似 于 对 数 函 数 求 导 法 则 的 
一 种 方法 (参考 9.5 节 ). 基本 思想 是 首先 对 zsintz) 取 对 数 , 接 下 来 再 求 当 x 一 0+ 
时 的 极限 : 


1i 1 sin(Z) . 
ee 


根据 对 数 法 则 (参见 9.1.4 节 ), 指数 sin(z) 可 以 移 到 对 数 的 前 面 : 

lim, ln(zsin(z)) = 
当 z 一 0+, 可 得 sin(z) 一 0, mn(z) 一 一 00, 所 以 该 题 属于 类 型 B2. 如 果 把 sin(z) 
移 到 分 母 则 为 1/ sin(z), 也 就 是 csc(z), 这 时 该 题 又 转化 为 类 型 A, 这 样 就 可 以 使 用 
洛 必 达 法 则 求解 


li i 1 ， 
和 sin(Z) ]n(Z) 


] 业 
lim sin(z) ln(z) = | 下 li 
2 人 0+ z 一 0+ CSC(Z) xz 一 0+ 一 CSc(Z) cot(Z) 
化 简 为 
a 
Z 一 0 十 化 


做 完了 吗 ? 还 没有 . 我 们 现在 知道 : 
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1i 1 sin(Z) = 0: 
a 


现在 对 两 端 同 时 求 指数 , 可 得 


lim wsin(?) ~ eo =1. 
Z 一 0 十 


(这 种 求 指数 的 方法 很 有 效果 , 因为 e* 是 关于 z 的 连续 函数 . ) 
我 们 对 刚才 的 计算 总 结 一 下 . 先 不 求 原始 函数 的 极限 , 而 是 先 对 该 函数 取 对 数 ， 
用 处 理 类 型 B2 的 方法 计算 极限 . 最 后 , 再 对 刚才 计算 的 结果 求 指数 . 
事实 上 , 有 时 我 们 需要 用 类 型 A 而 不 是 类 型 B2 解决 该 问题 . 例如 , 求解 
lim(1+ 3 tan(z))/?. 
这 是 本 章 开 始 部 分 的 例题 , 首先 请 注意 我 们 正在 求 1+% 类 型 的 极限 . 对 其 取 对 数 
有 


1 In(1 +3t 
(en te eS ek md 
2Z 一 0 X07 Zz->0 z 


现在 转化 为 0/0 型 了 , 所 以 可 以 用 类 型 A 的 方法 解决 问题 了 . 根据 链 式 求 导 法 则 ， 
有 


3sec2(z) 
》 2 
i In(1 + 3tan(7z)) LH je 1 十 3tan(z) 3(1) 
Z 一 0 zr Z 一 0 1 1 十 3(0) 


这 样 有 
lim In ((1+3tan(z))!/*) = 3. 
再 对 该 等 式 两 边 同时 求 指数 , 可 得 
lim (1 + 3tan(z))!/? = e3. 
这 里 还 有 另 一 个 不 定式 oo00 的 例子 : 
lim :2 
因为 当 z 一 co 时 ,一 1/z 一 0. 我们 可 以 用 同样 的 方法 解决 问题 , 先 对 其 取 对 数 , 接 
F 来 再 用 治 必 达 法 则 求解 (用 类 型 A 的 方法 )， 
In(z) PH 1/z 


lim In(z-1/*)= lim — = lim ~ =0. 
2 一 Co 


再 两 边 求 指数 , 可 得 


和 
》 


我 们 需要 知道 的 是 关于 指数 类 型 的 不 定式 不 仅仅 是 1*”, 0" 和 oo?. 你 可 以 看 出 ， 
任何 指数 型 函数 都 可 以 使 用 取 对 数 的 方法 把 问题 转化 为 乘积 或 商 的 形式 , 这 时 再 求 
新 的 极限 L. 实际 的 极限 结果 将 会 是 e?. 唯一 的 例外 情况 是 工 = co, 这 时 将 ess 替 
换 为 co; 当 工 = -co 时 , 就 将 er” 看 作 0. 这 符合 9.4.4 节 中 的 极限 : 


lim ez = co 和 lim ez 一 0 
疼 一 DO 2 
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14.1.6 洛 必 达 法 则 类 型 的 总 结 
下 面 是 我 们 已 经 讲解 的 所 有 技巧 . 
。 类 型 A ”如 果 极 限 是 分 式 的 形式 , 例如 


lim 
zag(Z) 
要 检查 该 形式 是 否 为 不 定式 . 该 分 式 一 定 为 0/0 或 土 wo/ 士 co, 使 用 洛 必 达 
法 则 
lim 区 lH lim J (ee) 
Fag(7) za g'(7) 
在 求 导 的 过 程 中 , 请 不 要 使 用 商 的 求 导 法 则 ! 现在 , 为 求解 这 个 新 的 极限 , 可 


E 需 要 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 
类 型 B1 如 果 是 求 差 的 极限 , 例如 

lim (f(z) -go)， 
该 形式 为 上 (co - o0). 求解 该 极限 的 方法 是 通 分 或 同时 乘 以 除 以 一 个 共 罗 
表达 式 从 而 转化 为 类 型 A. 
类 型 B2 ”如果 极 限 是 乘积 的 形式 , 例如 

lim f(z)g(z), 

该 形式 为 0 x +oo, 选择 两 个 因 式 中 较 简单 的 那个 取 倒 数 把 它 移 到 分 母 ( 尽 
量 不 要 选用 对 数 做 分 母 , 把 它 留 在 分 子 ). 这 样 就 转化 为 


= lim gt 
有 


ZI 


lim 


这 是 典型 的 类 型 A. 
类 型 C ”如 果 极 限 为 指数 的 形式 ,并且 该 指数 的 底 和 指数 部 分 都 含 变量 
例如 


lim f(z)9®), 


Ta 


首先 , 我 们 取 其 对 数 : 
lim In(f(2)9®) = lim g(z) In(f (2)). 

这 样 转化 为 类 型 B2 或 A (或 者 转化 后 的 结果 不 是 不 定式 , 这 时 不 得 不 想 其 

他 的 技巧 ) 一 旦 你 已 经 求解 出 来 了 , 这 时 , 就 有 

lim In(f(2)®) =L, 

然后 再 两 边 同时 取 指 数 , 可 得 

lim jos = or, 


现在 , 你 需要 做 的 就 是 多 做 习题 来 练习 如 何 使 用 洛 必 达 法 则 . 
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相 


14.2 ”关于 极限 的 总 结 


现在 需要 巩固 一 下 我 们 所 学 的 关于 极限 的 知识 .下面 简要 总 结 了 我 们 学 过 的 
关于 计算 极限 的 所 有 方法 .这些 方法 可 应 用 于 lim F(z) 形式 的 极限 , F 是 一 个 至 
少 在 a 点 附近 连续 的 函数 , 但 在 a 点 可 能 不 连续 . 当然 , a 也 可 能 是 co 或 -oo. 这 


我 们 有 如 下 的 总 结 . 
。 首先 党 试 使 用 替换 法 . 这 样 你 可 能 就 会 求 得 极限 结果 . 


如 果 替 换 导致 出 现 5/oo 或 56/(-o0) 的 形式 ,5 是 个 限定 的 数 , 那么 该 极限 的 
结果 为 0. 
如 果 替 换 之 后 的 形式 为 /0, 但 5 不 为 0, 这 时 说 明 该 函数 有 垂直 渐 近 线 , 即 
左 极限 和 右 极限 为 oo 或 -oo, 那么 双 侧 极限 或 者 不 存在 (如 果 左 右 极限 不 
相等 ) 或 者 为 oo 或 oo. 使 用 在 z 二 a 点 附近 的 符号 表格 去 查找 左 极限 和 
右 极 限 (请 参见 4.1 市 ). 

如 果 不 是 上 述 任何 一 种 情况 , 那么 该 极限 就 为 0/0 形式 . 首先 看 它 是 否 为 导 
数 定义 的 形式 . 如 果 你 可 以 把 它 改写 为 某 种 特定 函数 关于 特定 的 数 z 的 导 
数 形式 lin 二 中 一 人 四 ,这 时 该 极限 为 Ptz) 我 们 在 14.1.1 节 中 见 过 
该 形式 , 其 实 这 种 类 型 的 极限 也 可 以 用 洛 必 达 法 则 来 解决 (参见 65 节 . ) 
如 果 极 限 有 根 号 , 那么 可 以 考虑 分 母 有 理化 或 分 子 有 理化 的 方法 . (参见 42 
节 .) 

如 果 有 绝对 值 , 那么 要 考虑 把 绝对 值 符号 去 掉 , 即 把 该 函数 转化 为 分 段 函数 
的 形式 . 


~ 


a A 如 果 4>0， 
-4 如 果 4<0. 
记得 把 上 式 中 所 有 的 五 个 4 都 替换 为 你 正在 处 理 的 问题 中 需要 去 掉 绝 对 值 
I 具体 表达 式 ! (参见 4.6 节 .) 
另外 可 以 利用 不 同 函 数 的 特性 帮助 你 解决 问题 . 请 记 住 在 极限 中 , “无穷 小 ” 
意味 着 “ 趋 于 0”; “无穷 大 ”意味 着 正 无 限 大 的 数 或 负 无 限 大 的 数 . (参见 
3.4.1 市 . ) 请 注意 : 如 果 你 所 要 求 的 是 当 z 一 co 时 的 极限 , 这 并 不 能 说 明 
该 极限 就 为 无 穷 大 . 例如 , sin(1/z) 就 是 当 z 一 co 时 函数 值 却 越 来 越 小 的 例 
子 , 因为 1/z 一 0. 当 z 一 0 时 同样 值得 注意 , 因为 函数 结果 可 能 会 是 非常 大 
的 . 以 下 是 关于 多 项 式 、 三角 函数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 的 总 结 
(1) 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 
。 一 般 方法 ”尝试 因 式 分 解 , 然后 把 公 因 式 约 掉 . (参见 4.3 节 .) 
。 大 讨论 。 最 大 次 数 的 项 决定 该 极限 的 值 , 所 以 同时 除 以 并 乘 以 该 项 . 
(参见 4.3 节 . ) 
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(2) 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 


(3) 指 


一 般 方法 ， 记 住所 有 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 的 图 像 , 以 及 它们 在 一 些 
特殊 点 处 的 函数 值 . 这 些 知识 点 在 第 2 章 和 第 10 章 中 有 详细 的 讨论 . 
小 讨论 当 4 是 个 很 小 的 数 时 , sin(4) 和 4 的 数值 非常 接近 , 所 以 
可 以 乘 以 4 并 除 以 4. 对 tan(4) 可 以 用 同样 的 方法 , 但 cos(4) 不 可 
以 , 因为 当 4 趋 于 0 时 , cos(4) 趋 于 1. 当 仅 涉及 乘积 或 商 的 时 候 访 
方法 很 实用 . 但 当 有 三 角 函数 的 加 减 形式 出 现时 , 该 方法 可 能 就 不 管 
用 了 . (参见 7.1.2 节 .) 

大 讨论 对 于 正弦 或 余弦 函数 , 我 们 可 以 利用 它们 的 特性 |sin( 任 意 
数 )| < 1 和 | cos( 任 意 数 )| < 1. 这 个 特性 可 以 同 三 明治 定理 一 起 使 用 . 
(参见 7.1.3 节 .) 这 里 也 有 一 些 其 他 有 用 的 特性 


lim tan-1(7x) = > 和 lim tan-!(x) = 
( 非 正 式 地 , 你 可 以 这 样 来 记 tan-l(co) = x/2 和 tan-1( 一 oo) = 一 /2， 


但 要 确保 你 真正 理解 了 上 述 这 两 个 公式 的 含义 . ) 


数 函 数 


一 般 方法 ”要 记 住 y= ez 的 图 像 , 也 要 知道 下 列 两 个 极限 : 
。 zx 。 ZN __7x 
lim (1 +hz)WV*=e* 和 ,lim (1+ 2) 一 ez. 
(参见 9.4.1 节 . ) 


小 讨论 ”因为 eo = 1, 所 以 当 极限 的 表达 式 中 有 该 因 式 时 , 完全 可 以 
用 1 替代 它 . 但 当 极 限 中 有 和 或 差 的 形式 时 , 问题 就 不 是 这 么 简单 


了 . 这 时 , 你 不 得 不 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 或 用 导数 的 定义 去 求解 . ( 参 

见 9.4.2 节 . ) 

大 讨论 。 记 住 以 下 这 两 个 重要 的 极限 : 

lim ez 一 co 和 lim ez = 0. 

(仅仅 为 替换 的 目的 , 可 以 把 这 两 个 极限 考虑 为 ee = oo 和 er = 0， 

尽管 这 两 个 等 式 并 不 符合 正式 的 写法 .) 当 然 也 要 记 住 , 当 x 一 co 时 ， 
下 

指数 函数 增长 得 很 快 . 也 就 是 说 lim 2 = 0. 底 。 可 以 是 任何 

大 于 1 的 数 , 指数 x 可 以 是 任何 最 高 项 系数 为 正 数 的 多 项 式 . (参见 

9.4.4 节 . ) 


(4) 对 数 函 数 


一 般 方 法 ”需要 知道 y = In(x) 的 图 像 以 及 对 数 的 运算 法 则 , 这 些 知 
识 在 9.1.4 节 中 已 经 介绍 过 . 
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。 小 讨论 一 个 很 重要 的 极限 是 


lim ln(z) = 一 co 
2 一 0 


(或 者 也 可 以 这 样 记 , In(0) = 一 00). 另外 , 当 x 一 0+ 时 , 对 数 函数 
慢 慢 地 趋 于 -co, 即 对 于 任何 大 于 0 的 数 a, 无 论 a 有 多 小 (参见 
9.4.6 节 ) 都 有 


lim zln(x)=0 
Z 一 0 十 


大 讨论 ”我 们 有 


lim ln(z) = co， 


也 可 以 非 正式 地 简写 为 mn(co) = co. 不 管 怎样 说 , 对 数 增长 得 很 慢 , 
比 任何 多 项 式 都 慢 , 即 对 于 任何 次 数 为 正 的 多 项 式 (参见 9.4.5 节 ) 都 
有 


In(x) 
2 一 co 多 项 式 

函数 在 1 附近 的 情况 ”我 们 有 In(1) = 0. 此 时 , 洛 必 达 法 则 可 能 是 
很 有 用 的 , 对 于 这 种 极限 或 者 也 可 以 使 用 极限 的 定义 来 解决 . (参见 
9.4.3 节 .) 
。 如 果 上 述 方法 都 不 能 解决 问题 , 那么 考虑 使 用 洛 必 达 法 则 (参见 14.1.6 节 的 

总 结 ). 在 使 用 洛 必 达 法 则 以 后 , 总 是 会 得 到 一 个 新 的 极限 , 我 们 可 以 考虑 使 
有 上述 的 任何 方法 或 再 次 使 用 洛 必 达 法 则 . 

上 述 所 有 的 事实 及 方法 仅仅 是 求 极 限 的 工具 , 它们 不 可 能 解决 所 有 的 极限 问 

题 . 事实 上 , 在 第 17 章 中 , 我 们 将 看 到 一 种 完全 不 同 的 求解 极限 的 方法 . 如 果 你 对 
现在 的 知识 掌握 得 很 扎实 , 将 会 有 助 于 你 以 后 的 学 习 . 知道 用 哪 种 方法 去 解决 问题 
是 一 种 艺术 , 当然 , 熟 能 生 巧 . 所 以 要 多 做 练习 ! 


第 15 章 积 分 


就 微 积分 问题 , 微分 仅仅 是 其 中 的 一 半 内 容 , 另 一 半 是 积分 . 积分 是 个 很 强大 
的 数学 工具 , 它 可 以 帮助 我 们 求 不 规则 图 形 的 面积 , 不 规则 形状 物体 的 体积 , 以 及 
变速 运动 物体 的 路 程 . 本 章 中 , 我 们 会 花 一 些 时 间 去 研究 定义 定 积分 所 需要 的 理论 
在 下 一 章 , 将 给 出 其 定义 并 研究 其 应 用 . 所 以 让 我 们 从 预备 知识 入 手 : 
。 求 和 符号 以 及 伸缩 求 和 法 ; 
。 寻求 位 移 和 面积 之 间 的 关系 
。 用 分 割 法 去 求 面积 . 


15.1 求 和 符号 


考虑 求 和 
人 
1 25 36°. 


4 9 16 
这 并 不 是 随意 数 的 求 和 , 这 是 有 一 定 规律 的 求 和 . 和 式 的 每 一 项 都 是 平方 数 的 倒数 
这 里 有 个 更 便捷 的 方法 表达 这 个 求 和 : 

1 
请 大 声 地 读 出 :“ 从 7 =1 到 7 =6 时 1/ 和 2 的 和 .” 现 在 我 要 介绍 这 个 求 和 符号 是 怎 
样 工作 的 . 思路 是 把 7 =1, j =2, j =3, 7 =4, 7 =5 以 及 了 =6 代入 1/72, 一 次 代入 
一 个 , 最 后 把 这 六 项 都 加 到 一 起 . 我 们 从 j =1 开始 , 以 了 =6 结束 ,7 =1 和 j =6 分 
别 在 这 个 希腊 字母 半 的 上 方 和 下 方 . (并 是 希腊 字母 sigma 的 大 写 , 我 们 叫 这 个 符 
号 为 “sigma 求 和 ”.) 所 以 我 们 有 


j=1 
注意 : 我 们 实际 上 并 没有 计算 出 这 个 和 的 值 ! 所 做 的 仅仅 是 缩写 和 式 . 
现在 , 考虑 下 边 这 个 使 用 求 和 符号 的 级 数 (这 是 “ 求 和 ”的 另 一 个 说 法 ): 


1000 


1 
es 


这 个 求 和 与 上 个 求 和 之 间 的 唯一 区 别 是 , 这 次 累加 到 1000 而 不 是 6 了 . 所 以 
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1000 


ee 
全 12 22 32 9992 “10002 


在 这 种 情况 下 , 求 和 符号 是 非常 实用 的 , 它 避 免 了 使 用 “…”. 这 里 还 有 另 一 个 例 
J 


[I 


A 1 1 

和 二 

这 个 求 和 是 以 7 =5 开始 , 而 不 是 7 =1, 所 以 第 一 项 是 1/52. 

当 你 要 考虑 改变 求 和 的 起 点 和 终点 时 , 求 和 符号 是 非常 方便 的 . 例如 , 考虑 
边 这 个 级 数 : 


泪 
二 


1 
从 j=1 开始 , 以 j 二 n 结束 , 所 以 我 们 有 
> 1 过 1 | 1 | 1 FL 1 站 1 十 | 
2 12 07 (有 一 2)2 (nom1)? nn2 


条 = 
注意 : 上 边 的 等 Ms 倒数 第 三 项 对 应 7 = n 一 2; 我 把 后 三 
项 和 前 三 项 都 写 在 了 等 式 的 右边 , 而 其 他 的 项 用 “…” 符 号 在 中 间 人 代替. 求 和 式 
1 
看 起 来 好 像 有 两 个 变量 ; 和 n, 但 实际 上 只 有 一 个 变量 nw， 把 它 展开 , 可 以 容易 地 
看 出 这 一 点 


| 1 1 1 

a a ee 

在 这 个 展开 式 中 没有 六 ; 只 是 虚拟 变量 , 是 个 临时 的 奉 代 者 , 我 们 把 它 叫 作 求 和 指 
标 , 它 遍历 从 整数 1 到 整数 n 之 间 的 所 有 整数 . 所 以 我 们 可 以 换 用 另 一 个 字母 , 而 
对 表达 式 毫 无 影响 . 例如 , 下 述 求 和 是 完全 一 样 的 : 


一 样 的 虚 北 
节 的 结尾 


顺便 说 一 下 , 这 已 经 不 是 我 们 第 一 次 使 用 像 7 
的 变量 , 所 以 这 里 没有 什么 新 鲜 的 . (参见 3.1 
让 我 们 看 更 多 的 例子 . 


变量 了 : 极限 也 使 用 这 样 
分 


分 . ) 


这 个 求 和 的 结果 是 多 少 昵 ?如 果 你 :说 结果 是 5, 那么 你 就 掉 入 陷阱 了 . 我 们 仔细 研 
究 研 究 ， 当 m = 1 时 , 该 项 为 5;， 当 m = 2 时 , 它 所 对 应 的 项 还 是 5， 对 于 m= 3,， 


m= 二 4 直到 m = 200 都 是 同样 的 结果 . 所 以 , 实际 上 : 


>》 5=5+5+5 十 .… 十 5 十 5 十 5, 


Ty 


这 个 求 和 中 有 200 项 , 最 后 的 结果 应 该 是 200 x 5 或 1000. 类 似 地 , 考虑 下 边 这 个 
求 和 : 


1000 
>》， 1 二 1 十 1 十 1 十 :… 十 1 十 1+1. 
q=100 


这 个 求 和 中 一 共有 多 少 个 1? 你 可 能 被 诱导 地 说 有 1000 一 100 个 或 900 个 , 但 实际 
上 你 少 说 了 1 个 . 答案 是 901 个 . 总 的 来 说 , 在 4 和 B 之 间 , 包括 4 和 B, 共有 
BB 一 A+1 个 数 . 

现在 给 你 提 个 问题 , 怎样 用 求 和 符号 写 下 边 的 表达 式 : 
sin(1) 二 sin(3) 十 sin(5) 十 .… 十 sin(2997) 十 sin(2999) 十 sin(3001). 


3001 


> sin(7), 


但 这 并 不 正确 , 按照 这 个 写法 展开 后 应 该 是 
sin(1) + sin(2) + sin(3) “十 sin(2999) 十 sin(3000) 十 sin(3001). 
原 展开 式 中 没有 偶数 部 分 . 我 们 怎样 才能 去 掉 偶数 部 分 呢 ? 首先 想像 了 是 从 1, 2, 3 
遍历 自然 数 , 这 时 (2; 一 1) 恰好 遍历 所 有 奇数 . 所 以 我 们 把 它 写 为 
3001 


> sin(27 — 1). 


这 次 好 多 了 , 但 仍然 有 个 问题 .7 的 终点 是 3001, 此 时 (27 一 1) 为 2x(3001) 一 1 = 6001. 
3001 

>》， sin(27 一 1) 二 sin(1) 十 sin(3) 十 sin(5) 十 .… 十 sin(5997) 十 sin(5999) 十 sin(6001). 
j=1 


这 里 有 太 多 项 了 ! 怎样 知道 在 哪里 停 下 呢 ? sin(27 一 1) 的 最 后 一 项 , 应 为 sin(3001) 
而 不 是 sin(6001), 所 以 依据 27 一 1 = 3001, 可 得 7 = 1501. 最 后 我 们 有 
1501 
sin(1) + sin(3) + sin(5) + .+ sin(2997) + sin(2999) + sin(3001) = 》 sin(27 — 1). 
j=1 


上 述 解 答 是 正确 的 . 每 次 做 完 一 定 要 把 ; 代入 校 验 , 本 题 中 , 我 们 代入 j =1, 7 =2， 
7 了 =3 及 后 三 项 j = 1499, j = 1500 和 了 = 1501. 可 以 发 现 , 等 式 左 右 两 侧 是 一 样 的 . 
此 外 , 我 们 再 研究 一 下 当 j 为 偶数 时 的 情况 ， 
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1501 


于 sin(27) 


展开 后 为 


sin(2) + sin(4) + sin(6) 十 .… + sin(2998) + sin(3000) + sin(3002). 
所 以 , 当 要 得 到 偶数 时 , 我 们 使 用 27 而 不 是 (27 一 1). 当然 如 果 你 要 得 到 3 的 倍数 ， 


应 该 使 用 37. 可 能 性 是 永 无 止境 的 ! 
15.1.1 一 个 有 用 的 求 和 
考虑 求 和 


j=1 


了 = 100; 这 时 , 仅仅 需要 把 这 100 个 数 加 起 来 . 所 以 有 
100 
Dj=1+2+3 十 … 十 98 十 99 十 100. 


= 


首先 , 展开 这 个 求 和 . 当 7 =1 时 , 得 到 1; 当 7 =2 时 ,得 到 2; 以 此 类 推 , 直到 


和 


是 的 , 这 就 是 前 100 个 自然 数 的 和 . 现在 , 我 们 考虑 下 边 这 个 求 
99 
jG+1). 
j=0 
当 j =0 时 , 得 到 1; 当 7 =1 时 , 得 到 2; 同样 , 以 此 类 推 , 直到 ; =99, 得 


以 , 实际 上 
99 


到 100. 所 


SG+1)=1+24+3+...+98+99+100. 
pt 
这 个 求 和 同 刚刚 那个 是 一 样 的 ! 我 们 所 做 的 只 是 把 求 和 指标 7 减 小 了 1. 现在 考虑 
这 个 求 和 
100 
>》 (101 一 让 . 


j=1 


I 


上 


就 是 101 一 7 这 个 数 从 100 递减 到 1, 所 以 
100 
>》 (101-- 力 =100+99 二 98 十 … 十 3 十 2 十 1 
j=1 


这 依然 与 刚才 的 两 个 求 和 一 样 , 只 是 这 次 是 倒 过 来 写 轴 了 . 其 实 对 于 同一 个 求 和 用 


求 和 符号 来 表达 会 有 很 多 种 方法 . 
实际 上 , 这 个 求 和 的 最 后 一 个 表达 形式 很 普通 , 我 们 可 以 月 
值 . 假设 3 为 1+2+3 二 .… 十 99++100, 这 时 可 以 看 到 


它 来 求 吕 


了 =1 时 , 得 到 100; 当 了 =2 时 , 得 到 99; 以 此 类 推 , 到 ; =100, 最 后 一 项 为 1. 也 


实际 的 数 


100 100 


S=>7J) 和 5=》(101-7). 
j=1 j=1 
如 果 把 这 两 个 求 和 加 到 一 起 , 就 有 


100 100 
25 = j+》 (01-)). 
j=1 j=1 
在 第 一 个 求 和 中 , 我 们 从 1 递增 到 100; 而 在 第 二 个 求 和 中 , 我 们 从 100 递减 到 1. 
也 就 是 说 , 能 够 以 任何 顺序 求 得 这 个 和 而 得 到 同样 的 结果 . 所 以 , 可 把 这 两 个 数 合 
并 到 一 起 写 为 


100 
25 = >》( +(101 一 力 ). 
j=1 
因为 j 十 (101 一 让 = 101, 这 样 , 结果 会 为 
100 


25 = DD 101. 
j=1 


我 们 一 共有 100 个 101, 所 以 有 2S = 101 x 100 = 10100, 也 就 是 5S = 10100/2 = 
5050. 这 样 就 证 明了 从 1 加 到 100 的 和 为 5050. 无 论 你 信 不 信 , 伟大 的 数学 家 高 斯 
在 10 岁 的 时 候 就 是 用 同样 的 方法 解决 该 问题 的 ! 


15.1.2 伸缩 求 和 法 
检查 求 和 


5 
D0 
j=1 


它 完全 扩展 后 为 

(12 — 02) + (22 一 12)+(32 22) 十 (42 32)+ (5 一 42)， 

在 这 个 求 和 中 可 以 消 掉 很 多 相同 的 项 . 实际 上 , 如 果 你 仔细 观察 , 就 会 发 现 除了 5? 一 
02 之 外 的 每 一 项 都 会 被 消 掉 , 所 以 求 和 的 结果 就 是 52 = 25. 即使 你 有 更 多 的 项 , 也 
是 如 此 . 例如 


200 


St 


j=1 
扩展 后 为 
(12—02)+(22—12)+(32—22)+...+ (198? 一 1972) 十 (1992 一 1982) 十 (2002 一 1992). 
次 , 除了 200? - 02 之 外 的 每 一 项 都 被 消 掉 了 , 所 以 这 个 和 为 40000. 等 一 下 ， 
好 像 3 和 -1972 并 没有 被 消 掉 ! 其 实 它们 隐藏 在 … 里 面 了 , 所 以 这 个 消 元 法 的 
确 奏效 了 . 
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这 种 类 型 的 级 数 叫 伸缩 级 数 . 你 可 以 把 它 合并 成 更 简单 的 形式 , 就 像 套 缩 那些 
老式 的 小 望远镜 一 样 . 总 的 来 说 , 我 们 有 


SO G0 fe-1) 
j=a 
例如 ， 
100 
>》 (ero*0) Wy 8 二 ecos(100) a @cos(10—1) 
j=10 
可 以 简单 地 写 为 ee%3000) 一 en (9). 我 们 只 需 取 eseso) 这 项 , 用 最 后 的 数 (100) 去 蔡 


代 j, 用 所 得 到 的 结果 减 去 es6-0 这 项 , 其 中 的 了 用 数 (10) 去 代替 . 你 应 该 把 这 
个 求 和 展开 ， 由 否 帮 助 你 得 到 了 正确 的 答案 
还 有 男 一 个 例子 . 求 


D001) 
El 


注意 , 这 是 个 伸缩 求 和 ; 所 以 只 需要 取 最 后 一 项 (六 一 (7 一 1)?) 并 用 n 去 痊 代 第 一 
个 j, 以 及 用 1 去 蔡 代 第 二 个 j, 可 得 

D0 -1—D))=m (1 =n. 

j=1 
男 一 方面 , (六 一 (7 一 1)?) 这 项 化 简 后 为 (六 一 (六 一 27 十 1)), 即 27 一 1. 所 以 , 我们 
实际 上 证 明了 


Nn 


>》 (27 一 1 =72， 


pe 
仔细 考虑 这 个 求 和 , 会 发 现 左边 仅仅 是 前 ”个 奇数 的 和 . 例如 当 n = 5 时 , 左 
边 是 1+3+5+7+9， 这 个 和 是 25， 这 就 是 52! 如 果 换 个 数 取 n =6, 这 时 左边 为 
1 十 3 十 5 十 7 十 9 十 11, 这 个 和 为 36, 正好 是 62. 这 再 次 证 明 1 这 
样 已 经 证 明了 前 ”个 奇数 的 和 为 n2. 
我 们 甚至 可 以 举 更 多 的 例子 . 可 以 把 这 个 求 和 分 解 为 

》 (2 人 7- >》 1=n. 

j=1 j=1 
如 果 你 怀疑 这 个 表达 式 , 请 用 前 五 项 去 校 验 一 下 . 不 用 常规 的 写法 1+3 上 +5+7+9, 这 
次 我 们 写 为 (2 一 1) 十 (4 一 1) 十 (6 一 1) 十 (8 一 1) 十 (10 一 1), 然后 再 重新 安排 一 下 得 
(2 十 4 十 6 十 8 十 10) 一 (1 十 1 十 1 十 1 十 1). 实际 上 ， 可 以 从 第 个 括号 中 提出 一 个 2， 
这 样 可 得 2 x (1 十 2 十 3 十 4 二 5). 根据 上 述 的 等 式 , 说 明 可 以 把 常数 2 从 第 一 个 和 
中 提出 并 得 到 


DD 
j=1 j=1 
把 第 二 个 和 移 到 等 式 的 右边 , 这 时 , 等 式 的 两 边 同时 除 以 2, 可 得 
i 2 2 
j=1 5 
最 右边 的 求 和 是 n 个 1, 所 以 它 实际 上 是 n. 等 式 右边 为 (22 十 由/2, 也 可 以 被 写 为 
n(n 十 1)/2. 这 样 我 们 证 明了 这 个 有 用 的 公式 
n(n+l1) 
> 2 : 


J=1 


k 


当 nn == 100 时 , 该 公式 为 


100 
100(1 1 
>》 = 和 = 5050, 
9 
的 . 


这 同上 一 节 的 结论 是 一 样 
在 刚才 的 例子 中 , 我 们 已 经 介绍 了 平方 项 , 现在 来 看 看 立方 的 情况 : 
,0-0 Sm 
和 1 
次 , 由 于 这 是 个 伸缩 求 和 , 所 以 会 很 容易 求 出 这 个 求 和 的 值 . 不 管 怎 样 , 你 可 以 
做 一 些 代数 运算 , 会 发 现 六 一 (7 -13 化 简 后 为 372 -37 十 1. 所 以 上 述 的 求 和 为 


>》 (3 用 一 37 二 HT) = 7. 
j=1 
让 我 们 把 这 个 和 分 成 三 部 分 并 把 常数 部 分 提出 来 : 
en 
现在 , 把 最 后 的 两 个 和 移 到 等 趟 的 右 侧 再 除 以 3, 可 得 
ee . 
2 3 (es . 
上 一 个 例子 已 经 证 明了 等 式 右 端 的 第 一 个 和 的 结果 为 n(n 十 1)/2; 第 二 个 和 为 n 个 
1, 即 为 n. 所 以 我 们 有 
1/ 5， nn+tl) 
2 一 3 (® T 5 中 


通过 一 些 简单 的 代数 运算 可 以 得 出 等 式 右边 的 多 项 式 可 以 化 简 为 (2n3 + 3n? 十 n)/6， 
因 式 分 解 后 为 n(n 十 1)(2n 十 1)/6. 所 以 我 们 已 经 证 明了 
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6 


现在 , 我 们 就 知道 了 怎样 求 前 ”个 数 的 平方 和 . 例如 
(100) x (101) x (201) 


3 n(n 二 1)(2n++ 也 


12 十 22 十 32 十 …' 十 992 十 1002 一 


= 338 350. 
即使 是 伟大 的 数学 家 高 斯 也 要 等 到 11 岁 才 能 解决 这 个 问题 ! 


15.2 ”位 移 | 和 面积 
了 求 和 符号 之 后 , 我 们 来 花 一 些 时 间 研究 下 面 这 个 问题 : 


如 果 你 知道 一 辆 汽车 在 某 一 时 段 内 每 一 时 刻 的 行驶 速度 , 那么 它 在 这 个 
时 间 段 内 的 总 位 移 是 多 少 呢 ? 


用 符号 来 说 明 就 是 , 我 们 知道 在 [a,0] 时 间 段 内 每 一 时 刻 t 的 速度 v(t), 想 要 求 出 它 
的 总 位 移 z(t). 我 们 已 经 知道 反 过 来 怎样 计算 : 如 果 知 道 x(), 那么 v(t) 就 是 z(t). 
也 就 是 说 , 速度 是 位 移 对 时 间 的 导数 . 为 了 解答 这 个 问题 , 首先 让 我 们 看 一 些 简单 
的 例子 . 
15.2.1 三 个 简单 的 例子 

考虑 三 辆 车 沿 着 一 条 笔直 的 高 速 公路 向 前 行驶 . 因为 车 一 直 都 是 向 前 行驶 , 所 
以 可 以 用 速率 和 路 程 来 分 别 代替 速度 和 位 移 (对 于 这 个 情况 , 这 两 个 说 法 没有 区 
别 ). 每 一 辆 车 都 是 在 下 午 3 点 钟离 开 加 油 站 , 下 午 5 点 钟 结束 旅行 . 

第 一 辆 车 匀速 行驶 , 在 整个 时 间 段 内 的 平均 速率 为 50 英里 /小 时 . 所 以 在 [3,5] 
这 个 时 间 段 内 的 速率 为 v(t) = 50. 很 容易 就 能 计算 出 这 辆 车 押 走 的 路 程 , 我 们 仅仅 
需要 使 用 这 个 公式 : 路 程 = 平均 速率 x 时 间 . 幸运 的 是 , 对 于 这 道 题 , 因为 是 匀速 
运动 , 所 以 平均 速率 v6, 和 即时 速率 v 是 一 样 的 , 都 为 50. 所 以 有 

路 程 =vxt= 50x2= 100. 

也 就 是 说 , 这 辆 车 一 共 走 了 100 英里 . 现在 让 我 们 绘制 速率 v 对 时 间 t 的 图 像 , 如 
中 15-1 所 示 . 


介 


NVS 


页 


图 15-1 


我 们 可 以 发 现 , 在 v =50 这 条 速度 线 以 及 时 间 轴 +t =3 和 t=5 两 条 垂直 线 之 间 的 
图 形 是 长 方形 . 长 方形 的 高 就 是 这 辆 车 的 速率 50 (英里 /小 时 ), 底 就 是 它 一 共 行 驶 
的 时 间 2 (小 时 ). 50x2 这 个 数值 就 是 这 个 长 方形 的 面积 (英里 , 让 我 们 暂时 先 不 考 
虑 这 个 单位 ). 所 以 在 这 个 情况 下 这 辆 车 所 走 的 路 程 就 是 速度 对 时 间 的 图 像 的 面积 . 

接 下 来 介绍 第 二 辆 车 , 它 在 第 一 个 小 时 的 速度 为 40 英里 /小 时 ; 从 4 点 钟 开始 
它 以 60 英里 /小 时 的 速度 行驶 . 注意 : 我 们 忽略 加 速 的 那儿 秒 钟 , 那么 它 的 图 像 如 
图 15-2 所 示 . 


图 15-2 
我 已 经 把 速率 对 时 间 的 函数 图 像 在 上 =3 和 t=5 之 间 的 部 分 用 阴影 表示 了 出 


来 , 希望 这 就 是 路 程 . 让 我 们 校 验 一 下 . 在 第 一 个 小 时 内 , 它 的 速率 为 40 英里 /小 
时 , 所 以 它 所 走 的 路 程 为 40 x 1 = 40 英里 . 这 恰恰 就 是 该 图 像 左 长 方形 的 面积 , 高 
为 40( 英 里 ), 底 为 1( 小 时 ). 对 于 第 二 小 时 , 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 析 . 它 所 走 也 
路 程 为 60x1=60 英里 一 一 这 同 右 长 方形 的 面积 是 一 样 的 . 总 面积 没 变 , 还 是 100. 
重要 的 事实 是 , 我 们 根据 该 车 的 运动 速度 把 它 的 运动 时 间 分 成 几 个 时 间 段 , 然 
后 再 求 每 个 时 间 段 的 路 程 , 最 后 把 这 些 时 间 段 的 路 程 加 到 一 起 . 类 似 于 d = vps x 
的 公式 并 不 适用 于 整 段 旅行 , 除非 你 知道 它 的 平均 速度 . 等 一 下 , 可 能 你 会 说 它 的 
平均 速度 明显 为 50 英里 /小 时 , 所 以 解决 这 道 题 没有 问题 ! 很 好 , 确实 如 此 ! 让 我 们 
看 看 第 三 个 例子 , 你 是 否 还 会 有 同感 . 

第 三 辆 车 在 开始 15 分 钟 的 速率 为 20 英里 /小 时 , 接 下 来 一 直到 4 点 钟 的 速率 
为 40 英里 /小 时 . 在 4 点 钟 的 时 候 , 它 提速 到 60 英里 /小 时 , 该 速率 保持 了 半 个 小 
时 . 在 最 后 的 半 个 小 时 中 , 它 的 速率 降 为 50 英里 /小 时 . 我 们 再 次 忽略 短暂 的 变速 
过 程 . 这 样 速率 对 时 间 的 图 像 如 图 15-3 所 示 . 
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从 这 个 


长 方形 


e。 从 3 到 3.25( 这 是 下 4 
所 以 它 所 走 过 的 路 程 是 20x0.25=5 英里 . 
面积 , 因为 它 的 高 为 20( 英 里 /小 
。 从 3.25 到 4, 它 的 速率 为 40 英 晶 
是 第 二 个 长 方形 
e。 从 4 到 4.5( 也 就 是 下 午 4:30), 这 和 胃 
60x0.5=30 英里 , 这 


像 上 图 
以 它 一 


图 像 中 可 以 看 出 , 平均 速率 并 不 容易 求 出 . 但 
的 时 间 段 分 成 4 个 小 时 间 段 去 计算 出 它 所 走 的 路 程 . 通过 


后 
入， 


英里 . 这 也 恰恰 


F 3:15 的 十 进 


我 


图 


这 就 是 i 


玄 图 像 
时 ), 底 为 0.25( 小 时 ). 


人 


门 仍 可 以 通 
像 可 以 看 出 , 共有 4 个 


过 把 这 2 个 小 时 


出 表示 法 ), 该 车 的 速率 为 20 英里 /小 时 ， 
的 第 一 个 长 方形 的 


/小 时 , 所 以 所 走 的 路 程 为 40x0.75, 即 30 


的 面积 . 


最 后 从 4.5 到 


个 


FB 
I 


FA 
[a 


方形 的 面积 . 


5 


NT 
EF 


2、 


0x0.5=25 英里 , 这 
显示 的 那样 , 在 这 
行驶 了 5+30+30+25=90 英里 . 


是 第 四 个 长 方 


四 个 时 间 段 内 , 这 辆 车 分 别 行使 了 5, 30, 30 和 25 英里 , 所 


里 /小 
形 的 面 


口 
LA， 


最 后 , 我 们 也 求 出 


人 


了 


外 二 


车 的 速率 为 60 英里 /小 时 , 所 以 路 程 为 


中 所 以 在 那 段 时 间 所 走 的 路 程 为 


辆 车 所 走 的 路 程 ! 


这 说 明 它 的 平均 速率 实际 上 是 90/2=45 英里 /小 时 , 不 是 这 四 个 时 间 段 中 的 任意 一 


个 速率 . (这 并 不 违背 中 值 定理 , 医 
15.2.2 一 段 更 常规 的 旅行 

我 们 再 看 
也 假设 这 个 时 间 段 可 以 分 成 许多 个 更 小 的 时 间 段 , 从 
内 是 匀速 行驶 的 . 我 们 不 想 固 
述 每 个 时 间 段 的 
。 第 一 个 时 间 段 从 时 刻 
所 以 可 以 说 a < 三 实际 上 , 妇 
更 有 帮助 , 所 以 有 如 
司 段 从 三 时 刻 玫 
第 三 个 时 间 段 从 ts 到 ts， 


些 方法 


2 


去 


早上 
题 会 


第 二 个 时 


的 时 刻 ， 


始 和 结束 . 


定时 间 段 的 数目 , 所 以 


为 上 述 函 数 是 不 可 导 的 . ) 


车 行驶 过 程 的 一 般 框架 .假设 时 间 段 为 [w 外, 并且 


a 开始 , 以 后 来 的 某 一 时 
I 果 设 如 = a, 那么 对 我 们 以 后 的 解 


刻 三 


Qa<Hti. 


F 始 , 以 后 来 的 某 时 刻 to 结束 , 这 样 , 我 们 有 三 < to. 


t2 < 


t3. 


结束 . 


而 保证 汽车 在 每 个 小 的 时 间 段 
段 设 共 有 ” 段 . 我 们 也 需要 一 


因为 是 比如 更 


按照 这 个 思路 做 下 去 , 所 以 到 第 ; 个 时 间 段 时 , 我 们 是 从 t;-1 开始 以 慷 结 


束 


倒数 第 二 个 时 间 段 从 二 2 到 #t_1, 其 


BE 2 汉 


1: 


最 后 一 个 时 间 段 从 如 -1 到 如, tn 同 时 刻 是 一 样 的 . 所 以 , 我 们 有 如 -1 < 


tn = 5b. 


综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 


a=to < <to <ts < <t 2 <t 1<t,=b. 


我 们 已 经 把 时 间 段 [a, 9] 分 成 了 许多 小 时 间 段 , 我 们 叫 这 检 


的 小 时 间 段 为 分 区 . 在 
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数 轴 上 可 表示 为 


to=a th bt ta 机 -2 如 -1 加 三 


在 图 像 中 间 的 这 些小 点 表示 我 们 并 没有 限定 分 区 的 个 数 . 

除了 考虑 时 间 因 素 之 外 , 我 们 还 需要 考虑 速度 因素 . 让 我 们 假设 在 第 一 个 小 时 
间 段 (to, 五) 内 , 汽车 的 行驶 速度 为 vi. 这 也 就 是 说 在 to 到 九 时 间 段 内 速度 v 对 
时 间 的 函数 图 像 将 是 一 条 高 度 为 v1 的 线段 . 对 于 第 二 时 间 段 , 速度 为 v2, 所 以 对 
于 该 时 间 段 的 函数 图 像 就 得 到 一 条 高 度 为 va 的 线段 . 以 此 类 推 , 直到 最 后 一 个 时 


间 段 (t_1, 妃 ) 速度 是 ww. 所 以 图 像 大 致 如 图 15-4 所 示 . 


图 15-4 


现在 我 们 已 经 做 好 了 计算 总 位 移 的 准备 . 在 第 一 个 小 的 时 间 段 (to, 九 ) 内 , 该 
车 的 速度 为 wm， 时间 的 长 度 为 (1 - 如 ), 所 以 在 该 时 间 段 内 所 走 过 的 位 移 为 wi x 
(ti 一 to). 让 我 们 用 同样 的 方法 来 计算 第 二 时 间 段 (ta, tz) 的 位 移 . 速度 为 v2, 该 段 
时 间 的 长 度 为 (tz 一石), 所 以 该 时 间 段 内 的 位 移 为 va x (ba 一己 ). 用 同样 的 方法 计 
算 下 去 直到 最 后 一 个 时 间 段 (和 -1 如 ). 最 后 , 把 所 有 的 位 移 加 到 一 起 , 可 得 

总 位 移 = vi(ti 一 t0) 二 v2(tz 一 机) 十 … 
A 0 EE 
此 时 用 飞 来 表达 这 个 求 和 表达 式 将 会 非常 恰当 , 像 我 们 在 15.1 节 中 使 用 过 的 屠 
样 . 校 验 看 看 , 使 自己 相信 我 们 可 以 将 上 述 公式 写成 如 下 形式 : 


Nn 
总 位 移 一 >》 oj 人 = [ee 


j=1 
当然 , 这 也 是 上 述 函 数 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 . 
来 看 看 我 们 给 出 的 这 个 框架 是 怎样 适用 于 刚才 的 三 个 例子 的 . 对 于 每 一 个 例 
子 , 我 们 都 有 a =3 和 b=5. 
。 对 于 第 一 辆 车 , 时 间 段 为 3, 四, 所 以 设 n=1, 加 =3 和 妇 = 5. 我 们 也 知道 
它 的 速度 为 vi = 50; 所 以 
位 移 =》vi(tj -1)=wi(t1 一 to) = 50x(5- 3)= 100. 


j=1 
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。 第 二 辆 车 需要 两 个 时 间 段 ; 设 n=2, to = 3,t1 二 4 和 ts=5, 所 以 我 们 的 分 
区 为 3 < 4 < 5. 在 第 一 个 时 间 段 内 , 速度 vi = 40, 在 第 二 个 时 间 段 内 速度 
v2 二 60. 所 以 


Nn 
位 移 = >》， vj(t; —t;-1) = vi(ti — to0) + v2(t2 —t1) 
j=1 


以 


=40x (4—3)+60x (5—4) = 100. 
。 最 后 , 请 你 来 分 析 第 三 辆 车 的 运动 的 各 个 细节 . 我 们 可 以 说 n = 4, 该 分 区 
为 3< 3.25 <4<4.5<5, 速度 分 别 为 vi = 20,wv2 =40,va = 60 和 ws = 50， 
所 以 ， 
位 移 = >》 oj 他 —t;-1) 
$= 
=vi(ti—to)+va(to —t1)+ v(ts —t2) + val(ta — ts) 
=20x (3.25—3)+40x (4— 3.25)+60x (4.5—4)+50x (5 一 4.5) 
二 5 十 30 二 30 十 25 = 90. 
该 计算 同上 一 节 的 计算 完全 一 样 , 仅仅 是 其 中 的 符号 有 些 改变 . 
15.2.3 有 向 面积 
如 果 我 们 的 车 向 相反 的 方向 行驶 , 结果 又 会 是 怎样 呢 ? 例如 , 假设 该 车 从 下 午 
3 点 到 下 午 4 点 向 正 前 方向 行驶 , 速度 为 40 英里 /小 时 , 然后 以 30 英里 /小 时 的 速 
度 向 相反 的 方向 行驶 直到 下 午 6 点 钟 . 那么 它 的 速度 对 时 间 的 函数 图 像 如 图 15-5 
所 示 . 


一 30 


图 15-5 


现在 , 区 分 路 程 和 位 移 真 的 很 重要 了 . 在 下 午 3 点 到 4 点 之 间 , 路 程 和 位 移 都 为 40 
英里 . 从 4 点 到 6 点 , 该 车 公 行 驶 了 30 x 2 = 60 英里 , 所 以 从 3 点 到 6 点 的 总 
路 程 为 40+60=100 英里 . 另 一 方面 , 因为 该 行驶 过 程 的 第 二 部 分 为 有 反问 行驶 , 所 以 
它 的 位 移 却 为 40 + (-60) = -20 英里 . 这 说 明 这 辆 车 最 终 离 出 发 点 相反 的 方向 20 
英里 


现在 请 看 上 边 的 函数 图 像 . 左边 长 方形 的 面积 为 40( 英 里 ), 这 个 不 是 问题 ; 但 
右边 长 方形 的 面积 很 有 趣 , 它 的 底 长 2( 小 时 ), 如 果 你 认为 它 的 高 为 30( 英 里 /小 时 )， 
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这 时 , 会 足够 确信 它 的 面积 为 60( 英 里 )， 把 这 两 个 面积 加 到 一 起 为 40+60=100 英 
里 , 也 就 是 路 程 . 

让 我 们 再 重新 考虑 第 二 个 长 方形 . 假设 我 们 说 它 的 “高 ”为 -30( 英 里 /小 时 )， 
因为 该 长 方形 在 横 坐 标 轴 的 下 方 . 当然 , 一 个 长 方形 的 高 实际 上 是 不 可 能 为 负 的 ， 
但 无 论 如 何 区 分 坐标 办 上 和 下 是 很 必要 的 . 所 以 如 果 它 的 高 度 为 -30， 面 积 关 
2x(-30) = 一 60 英里 ， 让 我 们 把 这 个 负 号 去 掉 , 正确 地 把 它 标记 为 有 向 面积 . 我 
们 的 结论 是 : 在 坐标 轴 下 方 的 面积 为 负 . 如 果 这 样 做 , 总 面积 是 40( 第 一 个 长 方形 ) 
加 上 一 60( 第 二 个 长 方形 ), 得 到 的 面积 为 -20. 我 们 刚才 计算 的 位 移 不 就 是 -20 嘛 ! 
在 上 一 节 的 公式 中 , 我 们 对 时 间 段 [3, 6] 有 一 个 分 区 3 < 4 < 6. 第 一 个 分 区 的 
速度 为 vi = 40, 第 二 分 区 的 速度 为 vs = -30. 所 以 有 


n 
位 移 = Dv = tj;_1) 一 vi(t1 -= to) 十 v2 (to = t1) 
了 二 二 


=40x(4—3)+(-30) x (6 一 4) = 一 20. 
在 第 二 时 间 段 内 , 如 果 说 速率 (而 不 是 速度 ) v2 = 30, 那么 总 和 为 40 x (4 一 3) 十 30 x 
(6 一 4) = 100, 这 就 是 我 们 刚才 计算 出 的 路 程 . 当然, 速率 为 30 英里 /小 时 是 速度 
为 -30 英里 /小 时 的 绝对 值 . 所 以 如 果 不 用 没有 方向 的 面积 去 计算 路 程 , 我 们 可 以 
用 速度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 t 的 图 像 来 表示 , 如 图 15-6 所 示 . 


图 15-6 


现在 , 面积 的 方向 已 经 不 是 很 重要 了 , 因为 坐标 轴 以 下 没有 面积 了 ! 所 以 我 们 
可 以 说 所 有 的 面积 都 是 有 向 的 . 如 果 我 们 考虑 有 问 面 积 , 应 该 先 取 绝对 值 . 详情 参 
见 16.4.1 节 . 


15.2.4 连续 的 速度 


我 们 已 经 看 到 如 果 一 辆 车 (或 一 个 物体 ) 沿 直线 行驶 , 它 的 速度 在 时 间 [a, 69] 内 
的 有 限时 间 段 (分 区 ) 内 是 一 个 常数 , 这 时 位 移 为 速度 对 时 间 的 图 像 与 + 轴 及 t= a 
和 t=2 所 围 成 的 有 向 面积 . 对 于 路 程 也 是 同样 的 , 唯一 的 区 别 是 , 这 时 的 图 像 是 速 
度 的 绝对 值 |v| 对 时 间 t 的 图 像 . 

如 果 在 有 限时 间 分 段 内 的 速度 不 是 常数 , 那 情况 又 是 如 何 呢 ? 除非 你 从 来 不 关 
闭 控制 系统 , 否则 可 能 会 不 时 地 为 超车 而 加 速 或 当 看 到 警察 时 减速 ……… 你 的 速 
度 从 40 英里 /小 时 到 60 英里 /小 时 需要 一 定 的 加 速 , 因为 你 不 可 能 一 下 子 加 速 . 所 
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以 , 让 我 们 考虑 速度 为 时 间 t 的 连续 函数 , 如 图 15-7 所 示 . 


图 15-7 


该 车 加 速 , 然后 减速 , 最 后 又 更 快 地 加 速 . 位 移 应 该 是 阴影 部 分 的 面积 实 


际 上 阴影 部 分 都 是 在 坐标 轴 上 方 , 所 以 该 位 移 也 是 路 程 . 我 们 究竟 怎样 计算 这 块 面 
积 呢 ? 

下 面 是 我 们 的 想法 . 在 从 a 到 的 时 间 段 内 , 速度 变化 了 很 多 , 但 在 一 个 非常 
小 的 时 间 段 内 , 速度 并 没有 发 生 很 大 的 变化 . 让 我 们 考虑 一 个 小 的 时 间 段 , 叫 它 为 
[p, q], 我们 研究 在 这 个 小 时 间 段 内 的 情况 . 即使 在 这 个 小 时 间 段 内 , 速度 也 是 有 微 
小 变化 的 , 但 我 们 假设 速度 没 变 . 我 们 在 时 间 段 [p, q] 内 选择 某 一 时 刻 e 的 速度 作 
为 样本 速度 , 看 看 这 时 的 速度 为 多 少 . 我 们 也 假设 所 选择 的 样本 速度 为 该 时 间 段 内 
lp, q] 的 实际 速度 . 如 果 把 速度 v 写 为 v(t) 来 强调 速度 v 为 时 间 t 的 函数 , 这 时 在 
时 刻 c 的 速度 就 为 v(c). 所 以 , 我 们 有 图 15-8. 


图 15-8 


对 于 [p, gq] 这 个 时 间 段 内 的 图 像 , 我 们 已 经 把 它 以 高 度 v(c) 画 平 . 这样 做 的 


好 处 是 , 可 以 求 出 在 [p,q] 这 个 时 间 段 内 的 位 移 ， 这 块 小 长 方形 的 高 为 v(o), 底 为 
4 一 p 所 以 它 的 面积 为 v(o) x (q 一 中. 这 实际 上 不 是 那 段 时 间 内 的 准确 位 移 , 但 相 
当 接 近 

讨论 为 什么 要 止步 于 这 个 小 区 间 [p,q 呢 ? 让 我 们 在 整个 [a 中 区 间 内 重复 这 
个 划分 的 过 程 . 以 下 面 这 个 分 区 开始 


a=to<ti<to < <t 2 <ty_1<t,= 9b, 
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在 每 个 时 间 段 内 , 我 们 都 取 个 样本 速度 . 第 一 个 时 间 段 是 从 to 到 如, 所 以 我 们 选 在 
那个 时 间 段 的 某 一 时 刻 cu 假设 在 这 个 时 间 段 内 的 速度 为 v(c1). ci 这 个 数 可 能 等 
于 该 时 刻 的 开始 值 to 或 结束 值 与, 或 在 该 时 间 段 内 的 任意 值 , 无 论 什 么 值 , 只 要 它 
在 [to, 妈 ] 这 个 时 间 段 内 . 现在 , 对 第 二 个 时 间 段 重复 这 个 过 程 . 在 上 让 , tz] 内 , 我 们 
选择 co, v(ca) 作为 这 个 时 间 段 内 的 样本 速度 . 对 以 后 的 每 个 时 间 段 用 同样 的 方法 ， 
直到 在 [ti, 妇 ] 这 个 时 间 段 内 我 们 选 cj. 图 15-9 是 当 n=6 时 的 例子 . 


C3 


如 5 者 一 2 t 


图 15-9 


到 目前 为 止 , 我 们 所 做 的 是 使 用 像 这 些 楼 梯 一 样 的 函数 (其 中 的 每 一 级 台阶 都 
与 这 个 函数 有 交点 ) 去 盟 近 这 条 平滑 的 速度 曲线 . 我 们 可 以 使 用 上 一 节 的 一 些 方法 
计算 阴影 部 分 的 面积 , 但 这 个 计算 仅仅 是 对 实际 面积 的 一 个 估算 . 我 们 得 到 
速度 曲线 下 的 面积 污 ve) (ty sR by: 

j=1 

不 笠 的 是 , 我 们 的 估算 不 是 很 准确 . 图 像 右 侧 的 大 长 方形 对 于 [ts, te] 区 间 内 的 曲线 
下 面积 的 估算 不 是 很 准确 , 因为 在 曲线 上 部 有 太 多 的 长 方形 面积 . 所 以 让 我 们 重新 
划分 更 多 的 区 , 把 每 个 分 区 的 区 间 缩 小 , 如 图 15-10 所 示 . 


加 一 0 tio=b t 


图 15-10 


在 这 个 图 像 中 , 我 们 有 16 个 分 区 而 不 是 6 个 了 , 看 起 来 , 阴影 部 分 的 面积 比 z 
前 的 分 区 更 接近 于 真实 面积 了 . 尽管 我 们 在 分 区 中 可 以 使 用 很 多 小 区 间 , 但 如 果 其 
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中 的 某 个 分 区 很 大 , 对 估算 结果 仍然 会 有 很 大 的 影响 , 如 图 15-11 所 示 . 


加 一 0 tio=b t 


图 15-11 


即使 大 多 数 的 长 方形 的 宽 都 很 小 , 但 只 要 其 中 有 一 个 长 方形 的 宽 很 大 , 就 会 严 
重 影响 计算 结果 . 所 以 , 需要 其 中 的 每 一 个 分 区 间隔 都 很 小 . 我 们 把 其 中 最 大 的 间 
隔 叫 最 大 区 间 , 解决 这 个 问题 的 方法 是 让 最 大 区 间 足 够 小 , 最 终 它 的 极限 为 0. 用 
这 种 方式 , 我 们 可 以 说 所 有 的 分 区 间隔 都 会 很 小 , 再 也 不 会 出 现 刚 才 图 像 的 那 种 情 
况 了 . 
正式 的 说 法 是 , 这 个 最 大 区 间 可 以 被 定义 为 
最 大 区 间 = 人 一 t0), (t 一 右 ),… (加 1 一 友 2) (tn 一 tn-1) 的 最 大 值 . 
例如 , 如 果 在 [3, 5] 区 间 内 的 划分 是 3 < 3.25 < 4 < 4.5 < 5 (这 是 在 15.2.1 节 中 对 
第 三 辆 车 已 经 使 用 过 的 划分 ), 这 时 , 这 些小 分 区 的 长 度 分 别 为 0.25(3.25 一 3), 0.75 
(来 自 于 4 一 3.25), 0.5(4.5 一 4) 和 0.5(5 一 4.5). 在 0.25, 0.75, 0.5 和 0.5 中 的 最 大 值 
是 0.75, 所 以 这 个 最 大 区 间 是 0.75. 
现在 , 我 们 用 极限 的 方法 来 殖 代 估 算 
>》 ve) (ty — ti-1), 
Ja 
从 而 得 到 实际 的 数值 . 假设 我 们 不 断 重 复 上 述 过 程 , 每 一 次 都 确保 这 次 的 最 大 区 间 
比 上 一 次 的 要 小 , 所 以 这 个 最 大 值 最 终 趋 于 0. 这 样 , 这 个 估算 越 来 越 精确 了 . 这 就 
是 我 们 尽量 想得到 的 公式 : 


Nn 


在 速度 曲线 下 的 实际 面积 = Jim ve)(t 一 -1). 


因为 最 大 区 间 趋 于 0, 这 样 划 分 的 数目 就 会 越 来 越 大 , 所 以 上 述 极限 自动 包含 了 
n 一 oo 这 样 一 个 思想 . 
15.2.5 两 个 特别 的 估算 

上 述 的 公式 还 有 许多 待 改 进 之 处 . 如 果 我 们 选择 不 同 的 划分 , 使 用 不 同 的 样本 
时 间 cj, 还 会 得 到 同样 的 答案 吗 ? 这 实际 上 是 一 个 定理 , 如 果 v 是 关于 时 间 t 的 连 
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续 函 数 , 这 时 上 述 极限 是 独立 于 划分 和 样本 时 间 的 . 定理 的 证 明 不 属于 本 书 的 范围 
但 是 在 大 多 数 的 数学 分 析 教 材 中 都 能 找到 . 另 一 方面 , 我 们 可 以 通过 两 个 特例 来 感 
受 这 个 定理 的 基本 思想 : 上 和 与 下 和 . 

从 一 个 划分 开始 , 我 们 在 每 一 个 小 分 区 中 选 一 些 样本 点 . 假设 我 们 总 是 选 一 个 


速度 wv 在 这 个 时 间 段 的 最 大 值 . 对 于 每 个 时 间 段 , 我 们 都 做 同样 的 取 值 . 这 说 明 取 
值 在 曲线 之 上 . 图 15-12 是 这 种 情况 的 图 像 . 
图 15-12 中 的 长 方形 面积 , 我 们 叫 作 上 和 , 很 明显 , 这 比 实际 面积 要 大 . 另 一 方 
面 , 如 果 我 们 对 于 每 一 个 分 区 都 选择 最 小 的 速度 , 将 得 到 图 15-13. 


加 三 0 tie=0b t = a tie=b t 


图 15-12 图 15-13 

划分 是 同样 的 , 但 样本 时 间 不 同 . 由 于 我 们 所 选取 的 方式 不 同 , 这 次 所 有 的 长 
方形 都 在 曲线 的 下 方 ; 这 样 的 所 有 长 方形 的 面积 和 叫 作 下 和 , 它 比 实际 的 面积 要 小 . 

通过 对 这 两 种 情况 的 分 析 , 我 们 有 

下 和 < 曲线 下 的 实际 面积 < 上 和 

实际 上 , 对 于 同样 的 划分 , 无 论 我 们 选 什么 样 的 样本 时 间 cj, 它 所 对 应 的 长 方形 面 
积 都 在 上 和 与 下 和 的 面积 之 间 . 如 果 对 于 每 一 个 分 区 我 们 都 考虑 使 它 的 最 大 区 间 
足够 小 , 这 时 上 和 与 下 和 的 极限 值 就 会 是 一 样 的 (但 我 并 不 打算 证 明 这 个 理论 ). 之 
前 学 过 的 三 明治 定理 将 会 证 明 这 个 公式 是 有 意义 的 . 无 论 选取 怎样 的 cj; 值 , 你 的 
求 和 都 是 在 上 和 与 下 和 之 间 . 当 最 大 区 间 趋 于 0 时 , 三 明治 定理 可 以 证 明 这 两 个 求 
和 都 趋 于 实际 的 正确 面积 . 

现在 , 我 们 有 了 所 有 需要 定义 定 积 分 的 工具 . 现在 就 开始 讨论 它 .……: 
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现在 该 介绍 定 积 分 划分 了 . 首先 我 们 用 面积 来 给 定 积分 下 一 个 非 正式 的 定义 ， 
接 下 来 使 用 上 一 章 的 划分 思想 来 使 这 个 定义 更 严谨 . 在 学 习 了 一 个 应 用 严格 定义 
的 (实际 很 烦琐 的 ) 例子 后 , 我 们 将 会 对 定 积分 的 定义 有 进一步 的 理解 . 更 准确 地 
说 , 我 们 将 会 学 到 以 下 知识 点 : 

se。 有 向 面积 和 定 积 4 

。 定 积分 的 定义 ; 

。 使 用 这 个 定义 的 例子 ; 

。 定 积分 的 基本 性 质 ; 

。 使 用 积分 求解 面积 两 条 曲线 之 间 的 面积 , 以 及 在 一 条 曲线 和 y 轴 之 间 
的 面积 和 八 ) 
。 估算 定 积 
函数 的 平均 值 和 定 积分 的 中 值 定理 ; 
一 个 不 可 积 函 数 的 例子 . 


16.1 基本 思想 


我 们 从 一 个 函数 以 及 [a,9] 区 间 开 始 研 究 . 画 出 y = f(x) 这 个 函数 图 像 , 考虑 
该 曲线 , x 轴 和 两 条 垂直 线 xz = a 和 x =" 所 围 成 的 面积 (如 图 16-1 所 示 ). 


图 16-1 
能 有 一 种 简洁 的 方式 来 表示 阴影 部 分 的 面积 就 太 好 了 .因为 上 述 图 像 中 没有 


长 度 单位 , 所 以 我 们 将 用 “单位 ”度量 长 度 , 用 “平方 单位 ”度量 面积 . (如 果 上 述 图 
像 有 单位 , 比如 英寸 , 那么 它 的 面积 单位 会 是 平方 英寸 .) 无 论 如 何 , 我 们 都 可 以 说 
阴影 部 分 的 面积 (平方 单位 ) 是 

0 


这 就 是 定 积分 . 你 可 以 把 它 读 为 “函数 f(z) 对 于 x 从 a 到 5 的 积分 ”. 表达 式 f(z) 
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叫 作 被 积 函 数 , 它 告诉 你 这 条 曲线 是 什么 样子 . a 和 5 说 明 两 条 垂 线 在 哪 , 也 叫 积 
分 极限 (请 注意 不 要 同 极限 混在 一 起 0) 或 积分 端点 . 最 后 , dz 说 明 xz 是 水 平 轴 的 变 


量 . 实际 上 , zx 是 虚拟 变量 你 可 以 用 任意 其 他 字母 来 表示 它 . 所 以 下 列表 达 式 
是 等 价 的 : 


b b b b 
| sw =| rod= | tid = | ae 


实际 上 , 这 些 表达 式 的 计算 结果 是 相同 的 , 都 是 上 述 图 像 明 影 部 分 的 面积 ( 平 
方 单位 ); 不 同 的 仅仅 是 , 我 们 把 横 坐 标 从 x 轴 更 名 为 t 轴 、g 轴 或 8 轴 . 但 这 并 不 
影响 对 面积 的 计算 ! 

如 果 函 数 有 一 部 分 在 x 轴 的 下 方 , 情况 又 会 怎样 ? 图 像 可 能 看 起 来 如 图 16-2 
所 示 . 


图 16-2 


像 我 们 在 15.2.3 市 中 看 到 的 , 只 有 把 x 轴 下 方 的 面积 作为 负面 积 来 看 时 , 才 有 


意义 . 如 果 在 x = a 和 z=5 之 间 的 曲线 的 所 有 部 分 都 在 坐标 轴 下 方 , 那么 该 积分 
一 定 为 负 的 . 实际 上 , 该 积分 给 出 了 有 向 面积 的 大 小 . 更 准确 地 表述 如 下 . 


b 

| mr 是 昌 遇 线 y= Ta 两 条 秋 线 x=a 和 = 以 及 = 畏 所 图 成 的 有 
向 面积 (平方 单位 ) 

注意 积分 只 是 个 数 , 但 面积 是 有 单位 的 . 

从 上 一 章 中 我 们 知道 , 在 时 间 。 和 博之 间 的 一 个 物体 的 位 移 是 两 条 重 线 + 一 a 
和 4 二 b,t 轴 以 及 曲线 y= fb) 所 围 成 的 有 向 面积 . 路程 同位 移 的 计算 方法 基本 相 
似 但 有 一 点 不 同 (很 关键 ), 那 就 是 y 二 lv(t)|. 用 我 们 的 符号 可 以 表示 如 下 


b b 
位 移 -| v(t)dt 和 路 程 -| lv (tldt. 


对 这 个 问题 的 理解 是 : 从 t= a 开始 , 以 +=。 结束 . 注意 该 问题 的 虚拟 变量 是 
t, 被 积 函数 分 别 是 速度 v(t) 和 速率 | 人 | 
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一 些 简单 的 例子 
现在 来 看 一 些 关于 定 积分 的 简单 例子 . 首先 ， 考虑 
zdx 和 zdz. 


两 道 例题 的 被 积 函数 都 是 2 所 以 我 们 从 绘制 y = 二 x 的 函数 图 像 开 始 . 前 个 例 
子 的 面积 从 z =0 到 xz =1, 而 后 个 例子 的 面积 从 z =0 到 z =2. 我 们 看 到 如 图 16-3 
的 两 个 面积 . 


y=7 2 MAV 一 2 


图 16-3 


这 些 面积 很 容易 计算 : 两 个 都 是 三 第 一 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 1, 所 以 


角 
面积 是 5 x (1) x (1) = > 平方 单位 ; 第 二 A 2, 所 以 面积 ; 


i 2) = 2 平方 单位 . 表示 为 
1 2 
dz = 3 和 2Zdz = 2. 
现在 我 们 使 用 这 些 公式 解决 实际 问题 . 假 没 一 辆 车 开始 启动 , 加 速度 为 常数 1 
码 / 二 次 方 秒 ; 它 的 速度 ( 码 / 秒 ) 为 v(t) =t. 一 秒 钟 之 后 该 车 走 了 多 远 ? 两 秒 钟 之 
后 呢 ? 答案 已 由 上 边 的 积分 给 出 了 . 仅仅 用 上 替代 x, 你 就 会 得 到 答案 . 首先 , 注意 


对 于 这 个 问题 位 移 和 距离 是 同样 的 , 因为 这 辆 车 一 直 治 正方 向 行驶 . 所 以 在 第 一 秒 ， 


我 们 有 | 
位 移 = | v(t)dt = | tdt = = 
0 0 


2 


2 
fr 移 = | ood= | tdt = 2. 
然 , 这 些 位 移 是 以 码 为 单位 的 . 
5 
| ldzx. 
本 


现在 来 看 另 一 个 定 积 分 
为 求 这 个 定 积 分 的 值 , 我 们 需要 绘制 函数 y =1 的 图 像 , 位 于 垂 线 zx = -2 和 
z 二 5 之 间 . 想 要 计算 的 面积 如 图 16-4 所 示 . 


图 16-4 


它 所 围 成 的 面积 为 长 方形 , 高 为 1， 底 为 7, 面积 为 7 平方 单位 . 这 就 是 说 


1dz 一 7. 
事实 上 , 这 个 一 般 的 积分 表达 式 
ldz 
表示 的 面积 如 图 16-5 所 示 . " 
a ; 
图 16-5 
该 长 方形 的 高 为 1, 底 边 长 为 5- a (即使 a。 和 5 是 负 的 ), 所 以 我 们 有 了 一 般 的 
表达 方式 : ， 
| ldz =b—a, 
也 可 以 简单 地 写 为 六 
dz =b—a. 
因为 我 们 可 以 认为 1dz 就 是 dz 
式 子 
| i 


只 是 什么 样 的 , 如 图 16-6 所 示 . 


表示 什么 呢 ? 让 我 们 绘制 函数 图 像 , 看 看 将 要 计算 的 面 


的 面积 . 根据 对 称 性 , x 轴 上 方 (在 0 逢 
积 同 z 轴 下 方 (在 -xx 和 0 之 间 ) 的 面 


幸运 的 是 , 我 们 要 计算 的 是 有 向 面积 , 而 不 是 实际 


1 x 之 间 ) 的 面 
职 是 一 样 的 . 所 


以 正 负面 积 互 相抵 消 , 最 后 求 得 的 总 面 


积 为 0 平方 单 


位 . 也 就 是 ， 
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| sin(Z)dz = 0. 


如 果 你 想 求 得 实际 的 面积 , 而 不 是 有 向 面积 , 需要 仔细 考虑 把 积分 分 为 两 部 分 来 计 
算 . 在 16.4.1 节 中 , 我 们 将 讲 到 如 何 计算 , 在 17.6.3 节 中 , 你 会 看 到 同样 的 例题 
在 看 下 一 道 例题 之 前 , 我 希望 对 刚才 的 例题 做 个 总 结 ， 上 述 积分 为 0 的 理 
是 ;被 积 函数 sin(z) 为 奇 函 数 , 被 积 区 间 [吉本 是 关于 原点 对 称 的 . 我们 可 以 用 
其 他 的 任意 奇 函数 替代 sin(z), 把 积分 区 间 改 为 从 -a 到 ata 为 任意 数 ), 积分 结果 
仍然 为 0. 也 就 是 说 

如 果 7 为 奇数 ，| Tto)az =0 (a 为 任意 实数) 


根据 对 称 性 可 知 : 在 z 轴 上 方 的 任意 一 块 面积 都 可 以 找到 其 在 x 轴 下 方 的 对 
应 面积 , 就 像 刚才 图 中 表示 的 那样 . 如 果 要 计算 的 积分 符合 上 述 条 件 , 那么 就 没有 
必要 做 计算 了 , 这 会 节省 我 们 很 多 时 间 . 在 18.1.1 节 中 , 我 们 将 会 给 出 这 个 结论 的 
正式 证 明 . 
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关于 用 面积 给 出 的 定 积分 的 定义 , 我 们 已 经 给 出 了 很 多 的 例子 , 但 这 并 不 能 帮 
助 我 们 解决 如 何 计 算 一 些 特殊 的 积分 . 确实 , 上 一 节 的 每 一 个 例子 , 我 们 都 找到 了 
答案 , 这 仅仅 是 因为 我 们 知道 怎样 计算 三 角形 或 长 方形 的 面积 . 更 幸运 的 是 最 后 一 
个 例子 sin(z), 因为 两 个 面积 被 抵消 了 . 但 在 通常 情况 下 , 我 们 没有 这 么 幸运 . 

事实 上 , 在 以 前 的 导数 学 习 中 , 我 们 过 到 过 这 种 情况 .我 们 已 经 定义 了 导数 
f(z) 的 几何 意义 是 函数 y = f(z) 在 点 (x, f(x)) 的 切线 的 斜率 , 但 并 不 知道 如 何 求 
得 斜率 . 取而代之 , 我 们 定义 导数 为 

Pe lim ZE 

假设 该 极限 是 存在 的 . 像 我 们 从 前 观察 过 的 一 样 , 该 极限 是 0/0 型 不 定式 , 但 在 很 
多 情形 下 我 们 可 以 计算 出 该 极限 . 无 论 如 何 , 一 旦 给 出 上 述 定义 , 那么 7(z) 就 可 以 
表示 切线 的 斜率 . 

遗憾 的 是 , 定 积分 的 定义 没 这 么 简单 , 它 比 导数 的 定义 要 复杂 得 多 . 好 在 我 们 
已 经 在 前 一 章 做 了 很 多 工作 , 可 以 把 它 定 义 如 下 . 
b 
| f(z)dzr = Jim f (ci;) (Ti — zj-1), 
其 中 a 二 zxo < < < 1 < w=b 并 且 对 于 每 一 个 j = 1,… ,n 都 
有 c 在 [zj;-1,2j] 内 . 
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这 个 定义 尽管 很 长 , 仍然 没有 告诉 我 们 全 部 内 容 ! 你 仍然 需要 注意 如 下 几 点 . 

。 表达 式 4a = xzo<2< … < zn_1 < zn = 告诉 我 们 ,点 zo0,z1, XY2,…， 
zn_1zn 形成 了 区 间 [a,68] 的 划分 , 其 中 最 左边 的 xo = a, 最 右边 的 zw = 0b. 
这 个 划分 创造 了 nn 个 小 的 子 区 间 [zo, zj [ziza ，… ,[zn lzn]. 
划分 中 的 最 大 区 间 是 指 所 有 这 些小 区 间 中 最 长 的 区 间 , 所 以 我 们 有 : 
mesh 二 (ZX1 一 2X0) , (7Z2 一 X21) (Zn-1 一 Zn-2), (Zn 一 Tn-1) 中 的 最 长 区 间 . 
对 于 每 一 个 小 区 间 , cj 可 以 被 选择 在 它 所 对 应 区 间 的 任何 位 置 . 这 就 是 我 们 
为 什么 说 Cj 在 [zj—1, £3] 区 间 内 . 

上 述 极 限 是 不 断 计算 最 大 区 间 越 来 越 少 的 不 同 的 划分 而 求 得 的 ; 也 就 是 说 ， 
当 它 的 最 大 区 间 趋 于 0 时 , 我 们 会 有 n 趋 于 无 穷 大 . 每 一 个 划分 都 涉及 cj 
的 选择 . 
。 如 果 f 是 连续 的 函数 , 那 我 们 怎样 划分 以 及 怎样 选择 cj 就 显得 无 关 紧要 了 ， 
只 要 它 的 最 大 区 间 趋 于 0. 事实 上 , 只 要 函数 f 是 有 界 的 , 即使 它 有 有 限 个 
不 连续 的 点 , 这 也 是 成 立 的 . 这 样 的 函数 是 可 积 的 , 因为 它 可 被 积分 . 也 有 
一 些 函 数 , 即使 它 有 无 穷 多 个 不 连续 的 点 , 也 是 可 积 的 , 但 这 已 经 超出 了 本 
书 的 讨论 范围 . 男 一 方面 , 如 果 函 数 f 是 无 界 的 , 也 可 能 是 可 积 的 , 比如 它 有 
垂直 渐 近 线 , 这 种 积分 叫 作 反 常 积分 , 参见 第 20 章 和 第 21 章 对 这 个 问题 的 
讲解 
。 在 积分 表达 式 中 出 现 的 求 和 2 (on) (zj 一 zj_1), 我 们 称 之 为 黎 曼 和 . 它 
到 
出 了 定 积 分 的 估算 值 . 如 果 它 的 最 大 区 间 非 常 小 , 那么 这 时 估算 将 是 非常 精 
确 的 . 
看 到 了 吧 , 我 说 过 这 很 复杂 的 ! 现在 , 我 们 看 看 怎样 用 这 个 定义 计算 定 积分 . 
一 个 使 用 定义 的 例子 
O 我 们 来 看 如 何 月 上 述 公式 计算 定 积 


汉 


人 
绍 


我 们 看 图 16-7. 


图 16-7 


16.2” 定 积分 的 定义 ” 299 


这 不 是 三 角形 , 也 不 是 长 方形 , 它 的 面积 都 在 x 轴 上 方 , 所 以 也 没有 可 抵消 的 
部 分 . 我 们 设 f(z) = z2, 使 用 定 积分 的 定义 计算 面积 . 

我 们 需要 用 最 大 区 间 越 来 越 小 的 划分 来 解决 这 个 问题 . 到 目前 为 止 , 最 简单 的 
方式 是 用 大 小 相等 的 小 区 间 解 决 问题 . 所 以 需要 把 [0,2] 区 间 分 成 wn 个 小 区 间 ， 
个 小 区 间 的 长 度 是 相等 的 . 因为 总 长 度 为 2, 共有 个 区 间 , 所 以 每 个 区 间 的 长 度 
第 一 区 间 是 从 0 到 2/m; 第 二 区 间 是 从 2/n 到 4fn, 以 此 类 推 . 把 图 16-7 


为 2/n. 
中 的 阴影 部 分 放大 , 我 们 得 到 图 16-8. 
4 
3 
2 
1 


\ 


7 
.. 2(n— 2) 2(n — 1)2n 
@ nn 


2 


<—> 
每 个 区 间 的 宽度 = 部 


图 16-8 


在 该 例子 中 , 通常 的 分 区 


a=7X0<7X1 < < <Tn 1<2Zn 一 b 


特殊 化 为 


ee ne 
VA Nn nN nn nN 
该 划分 的 最 大 区 间 的 长 度 为 2/n, 其 实 每 个 区 间 的 长 度 都 为 2/n， 很 显然 , 对 于 任 
意 一 点 zj, 它 所 对 应 的 横 坐标 为 2j/n. 现在 我 们 需要 选择 cj. 例如 co 可 能 在 区 间 
[0,2/m] 的 任意 位 置 , ci 可 能 在 [2/n, 4/m] 的 任意 位 置 , 以 此 类 推 . 为 了 计算 简单 , 我 
们 可 以 选择 每 一 个 小 区 间 的 右 端 点 , 所 以 cj = zj = 2j/n. 因此 , o = 当 是 在 小 区 
i | 上 的 选择 


这 样 , 我 们 有 如 图 16-9 所 示 的 一 系列 长 方形 . 

我 们 正在 计算 的 是 上 和 一 一 因为 所 有 的 长 方形 都 有 一 部 分 在 曲线 的 上 面 . ( 
见 15.2.5 节 中 关于 上 和 的 讨论 . ) 

现在 , 我 们 准备 使 用 公式 了 . 考虑 黎 曼 和 


SY 


>》 cr)(zz — zi-1). 
| 
我 们 知道 f(z) = z2,cj = 27/m oj = 2j/n zj-1 = 2(7 一 1)/n, 所 以 上 述 求 和 变 为 


3 


3 


图 16-9 


等 式 右 侧 括号 中 的 差 化 简 后 为 2/n. 我 们 对 这 个 结果 并 不 感到 惊奇 , 因为 这 就 
是 每 个 长 方形 的 宽 . 另外 , 这 些 长 方形 的 宽 虽 相同 , 但 高 却 不 同 , 第 j 个 长 方形 的 高 
为 (27/n)”, 5 的 取 值 范 围 从 1 到 n. 这 样 ,上述 的 和 可 化 简 为 


j=1 j=1 
很 好 , 我 们 发 现 分 母 m3 与 虚拟 变量 7 无 关 , 所 以 可 以 把 它 当 作 公 因子 提出 来 , 这 样 
该 求 和 表达 式 为 


在 15.1.2 节 中 , 我 们 已 经 知道 上 述 和 的 值 为 n(n 十 1)(2n + 1)/6. 也 就 是 说 ， 
二 >》 天 要 2 Pa+D(m+DTD 4 二 ID(2m 十 了 
3 


6 3n2 . 
最 终 , 通过 计算 可 知 , 刚才 图 像 中 阴影 部 分 的 面积 大 


Sp me Wj 1) = 4n + D)(2n+l) 


3n2 
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这 仅仅 是 对 阴影 部 分 面积 的 一 个 估算 . 因为 该 划分 的 每 个 区 间 的 宽度 都 为 2/m， 
所 以 可 以 通过 让 n 一 co 而 迫使 2Jn 趋 于 0. 这 样 长 方形 变 得 越 来 越 小 , 个 数 越 来 
越 多 , 我 们 的 计算 也 就 越 来 越 精确 了 . 所 以 我 们 有 


4(n+1)(2n+1) 
| do 
这 样 余下 要 做 的 是 求解 这 个 极限 . 我 们 可 以 使 用 4.3 节 的 方法 来 求解 这 个 极限 , 该 
极限 的 结果 为 8/3, 所 以 最 后 的 结论 为 


2 
| 2Z2dz = Ey 
3 


这 样 算出 的 面积 为 8/3 平方 单位 . 现在 , 请 你 使 用 刚才 介绍 的 方法 证 明 


1 
1 
l 2Z2d7z = 二 . 
6 3 


像 刚 才 计 算 的 那样 , 这 个 方法 很 烦琐 . 不 仅 因为 这 个 计算 很 长 , 也 因为 我 们 需要 知 
道 怎 样 求 下 面 这 个 和 


> 
y=1 
如 果 被 积 函 数 是 za 而 不 是 z2, 那么 我 们 就 需要 计算 和 式 
县 
j=1 
但 如 果 被 积 函数 为 sn(z) 或 其 他 类 似 函 数 , 情况 会 变 得 很 糟 米 . 所 以 我 们 需要 
一 个 不 用 长 方形 和 求 和 的 方法 . 但 这 要 等 到 下 一 章 讲 了 微 积分 的 第 二 基本 定理 才 
能 找到 答案 . 接 下 来 , 我 们 看 看 定 积分 都 有 什么 性 质 . 


16.3 “” 定 积分 的 性 质 
我 们 再 将 定 积分 的 定义 扩展 些 . 你 对 


0 
Z2d7z 
2 
这 个 定 积 分 怎样 看 ? 
这 个 积分 同 我 们 上 一 节 计 算 过 的 积分 的 唯一 不 同 是 , 它 是 从 2 到 0 而 不 是 从 
0 到 2. 所 以 怎样 划分 [2, 0] 呢 ? 这 并 不 是 一 个 正常 的 区 间 , 因为 2 比 0 大 . 最 好 的 
解决 方式 是 采用 同 刚才 的 划分 相反 的 方式 , 如 下 所 示 : 


2=7X0>7X1>7T2 >..……>7Tn_1> Tn = 0. 


©O 


©O 
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现在 , 在 上 述 定义 中 出 现 的 值 (zj 一 zj-1) 总 是 为 负 的 . 实际 上 , 这 个 长 方形 的 底 长 
为 负 的 ! 这 样 该 积分 的 结果 为 


8 
nade = 
“3 


所 以 , 如 果 翻 转 积分 , 即 调换 积 闸 上 下 限 , 需要 在 这 个 积分 前 面 加 个 负 号 . 总 的 来 说 ， 
对 于 可 积 函 数 f 以 及 常数 a 和 ,我们 有 


a b 
| f(z)dz = -| f(z)dz 
b a 


这 个 公式 的 男 一 个 解释 是 : 对 于 一 个 正在 做 直线 运动 的 物体 , 考虑 该 物体 向 回 
走 的 情况 , 这 时 的 位 移 就 是 负 的 了 .例如 , 你 担 摄 汽车 前 进 的 影片 , 然后 把 影片 回 
放 , 那么 汽车 就 是 倒 着 开 的 , 这 时 的 位 移 是 负 的 . 
现在 如 果 积分 上 下 限 是 相等 的 ， 于 结果 人 义 是 : 怎样 的 ? 例如 , 考虑 


Z2dz. 


这 并 不 是 一 个 面积 . 毕竟 , 在 x -3 和 za =3 之 间 没 有 面积 . 所 以 答案 是 0. 实际 上 
对 于 任意 实数 a, 都 有 
| f(rz)dz =0 


我 们 可 以 再 一 次 用 物理 学 的 直线 运动 来 解释 : 在 时 间 a 和 a 之 间 , 实际 上 根本 就 
没有 时 间 , 物体 也 不 可 能 移动 , 所 以 根本 就 没有 位 移 . 
接 下 来 , 我 们 考虑 这 个 图 像 , 如 图 16-10 所 示 . 


y=f(7) 


从 z= 一 2 到 z=3 的 整个 面积 , 很 显然 是 I 和 I 两 部 分 的 面积 和 . 通过 定义 ， 
我 们 分 别 有 


二 3 
面积 工 = | f(z)dzx 和 面积 | flzx)dzr 
| 于 
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这 样 可 以 得 到 结论 


3 1 3 
f(x)dz = f(x)dz+ | f(x)dz. 


一 2 


我 们 所 要 做 的 就 是 把 这 个 面积 分 成 两 部 分 , 然后 分 别 用 积分 
可 以 用 在 区 间 [-2,3] 上 的 任意 数 来 拆 开 这 个 积分 , 只 要 我 们 用 同一 个 数 来 奉 代 两 


个 种 


是 适用 的 . 例如 , 下 述 A 


图 16-11 是 对 应 这 个 公式 的 图 像 


只 分 表达 式 中 的 1. 事实 上 ， 即使 我 们 选 的 数 不 在 


= 荆 浊 


f(z | f(z yet | raar 
一 2 


III | 


图 16-11 
这 时 , 我 们 有 


把 这 两 个 积分 加 到 一 起 就 有 


4 3 4 
f(x)dz = f(x)dz+ | f(x)dz. 
2 3 


一 2 


现在 把 这 个 等 式 最 右 侧 的 积分 表达 式 的 积分 上 下 限 互 换 : 


整 怪 


4 


3 3 
f(x)dz = f(r)dz 一 | f(x)dz. 
三 六 一 2 4 
里 这 个 等 式 , 就 得 到 了 我 们 想 要 的 等 式 


3 4 


多 
f(x)dz = rdz+ | f(x)dz 
4 


—2 一 匀 


总 的 来 说 , 对 于 任何 可 积 函 数 f 以 及 常数 a、b、c, 我 们 都 有 


来 表示 .当然 , 我 们 也 


区 间 , 这 个 划分 方法 也 


3 4 
mm | f(z)dzx 和 merv= | f(x)dz 
一 2 3 


b 6 b 
| f(x)dz = | jz)dz +| f(x)dz 


se , 即使 分 隔 点 c 是 在 原始 区 间 [a, 8] 之 
外 , 当然 要 求 分 隔 之 后 的 两 部 分 依然 是 可 积 的 


求 
2 
22dz， 
1 
我 们 可 以 使 用 上 节 已 经 得 到 的 结论 


2 1 
1 
| 22d7z = 3 和 | Z2dz = 二 . 
0 3 0 3 


你 需要 做 的 是 把 第 一 个 积分 在 z =1 处 分 成 两 部 分 , 像 这 样 : 


2 1 2 
| Z2dz = | 2Z2dz 十 | Z2dz. 
0 0 1 


二 


使 用 上 述 结论 , 我 们 有 


现在 留 给 你 去 证 明 这 个 : 


你 可 以 使 用 16.1 市 得 到 的 结论 : 
zdz 二 2 和 Zdz = 


0 0 
这 里 还 有 两 个 更 简单 却 很 实用 的 积分 性 质 . 首先 是 常数 可 以 被 移 到 积分 表达 
式 的 外 边 . 也 就 是 说 , 对 于 任何 可 积 冰 数 f, 常数 a、5b、O, 都 有 


b b 
| Cf(zr)dz = | f(x)dz 


如 果 C 是 个 关于 z 的 函数 , 那么 该 表达 式 就 不 成 立 了 ! C 一 定 要 是 一 个 常数 . 实 
际 上 , 证 明 这 个 很 容易 . 只 要 写 为 
b 
| 0 De = i oN = 
把 常数 C 移 到 求 和 符号 的 外 边 .这 上 时 极为 


b 


a 


1 


[Se 
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例如 , 求 


2 
| 77x2dz. 
0 
只 要 把 7 移出 积分 符号 即 可 : 


2 2 
rds =7 | 22dqz 一 了 G3) 0 
0 3 3 


第 二 个 性 质 是 和 或 差 的 积分 等 于 积分 的 和 或 差 . 也 就 是 说 , 如 果 f 和 g 都 为 


可 积 函 数 , a 和 5， 为 常数 , 这 时 


b b b 
| (f(x) + g(7))dz = | f(x)dz +| g(x)dzx. 


如 果 把 加 号 变 为 减 号 也 是 成 立 的 . 无 论 是 加 还 是 减 , 用 拆 分 法 证 明 都 是 很 容易 的 . 


例如 对 于 加 法 要 做 的 是 把 和 写成 极限 的 形式 , 像 这 样 : 
b 


| (f(x) + 9g9(7))dx = im 2 (fF(0) + 9g(c;)) (7 — Yj-1) 
a 本 
= 和 f (Cj) (2j — Tj-1) + so 和 g(cj) (Ti — Lj-1) 
b b 
和 = | f(z)dz+ | g(x)dzx. 
可 以 用 同样 的 方法 证 明 减 法 时 依然 成 立 . 
例如 , 求 


2 
| (3z2 — 5z)dz， 
0 
把 这 个 积分 分 成 两 部 分 , 同时 把 常数 提出 来 , 这 时 有 


2 2 2 8 
| Gr -snde=3| | 2ZdZ =3x (3) -5x =-2 
0 0 0 


这 里 我 们 使 用 了 刚才 的 结论 
2 


g 2 
zZ2dz = 二 和 | 2Zdz = 2. 
0 3 0 
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如 果 y= f(z), 我 们 可 以 不 用 f(zx) 作为 被 积 函数 , 而 把 它 写成 4 ydz. 这 个 表 


达 式 有 个 很 好 的 几何 解释 : 通过 划分 方法 , 我 们 观察 其 中 的 一 个 小 长 方形 , 也 可 以 


说 是 一 个 小 竖 条 , 它 的 高 为 y 单位 , 宽 很 小 为 dz 单位 (如 图 16-12 所 示 ). 


该 小 竖 条 的 面积 为 高 乘 以 宽 , 即 ydx 平方 
单位 . 现在 我 们 划分 更 多 的 竖 条 , 划分 [o, 吕 
区 间 . 如 果 把 所 有 竖 条 的 面积 加 到 一 起 , 我 
门将 得 到 该 面积 的 一 个 近似 值 . 这 个 积分 符 
号 不 仅 是 求 和 的 意思 , 同时 它 也 要 求 所 有 坚 
条 ( 即 长 方形 ) 的 宽度 趋 于 0( 极 限 的 方法 )， 
这 个 思想 很 关键 , 会 帮助 我 们 理解 怎样 用 积分 计算 面积 . 现在 让 我 们 花 一 些 时 
间 去 看 看 三 种 特殊 的 面积 : 通常 的 面积 , 两 条 曲线 之 间 的 面积 , 曲线 和 y 轴 所 围 成 
的 面积 . 
16.4.1 求 通常 的 面积 
我 们 已 经 知道 , 定 积分 所 处 理 的 是 有 向 面积 . 很 显然 , 如 果 曲 线 一 直 是 在 x 轴 
上 方 , 面积 有 无 方向 就 不 必要 了 . 但 如 果 曲 线 的 一 部 分 在 坐标 轴 下 方 呢 ? 例如 , 假设 
f(x) = 一 x?2 一 2x 十 3, 我 们 所 要 求 的 是 在 x =0 和 x =2 之 间 的 面积 . 因为 f(0) = 3 
和 f(2) = 一 5, 所 以 该 函数 图 像 如 图 16-13 所 示 . 
如 果 考 虑 面积 的 方向 , 那么 标记 为 I 的 阴影 前 


分 面积 就 为 负 的 , 这 时 有 
2 4 一 一 22 一 27 十 3 
有 向 面积 = | Ca | 
0 


2 2 2 
--| zo-2 | dot | ldzx. 
0 0 0 


这 里 利用 从 前 一 节 学 的 知识 把 这 个 积分 分 开 来 
写 . 因为 已 知 这 三 个 积分 的 值 , 所 以 有 
有 疝 阴 影 面 积 


2 Dy 
= 2x(0)+3x()=-3 平方 单位 


图 16-13 


很 显然 这 不 是 通常 的 面积 , 因为 我 们 所 求 得 的 面积 是 负 的 ! 那么 , 怎样 求 通常 的 面 

积 呢 ? 方法 是 把 积分 表达 式 分 成 几 部 分 , 把 在 x 轴 下 方 的 面积 挑 出 来 , 然后 取 它 们 

的 绝对 值 . 在 上 述 例子 中 , 我 们 需要 知道 这 条 曲线 与 x 轴 的 交点 . 所 以 通过 解 方程 

-22 一 27 十 3 = 0, 会 得 到 z =1 或 z = -3. 显然 ,x =1 是 我 们 想 要 的 , 因为 它 在 0 

和 2 之 间 , 而 -3 不 是 . 
现在 ， 我 们 把 积分 表达 式 号 为 两 部 分 : 

(zx? 一 2z 十 3)dzx 和 | (-2Z2 一 27 十 3)dz. 
1 


0 
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这 分 别 表示 了 刚才 图 像 中 的 两 个 有 向 面 积 工 和 工 . 为 计算 这 两 个 积分 , 我 们 需 
要 用 到 本 章 前 面 的 一 些 公 却 : 


下 面 的 结果 贸 给 你 去 计算 . 


(-22 一 2 十 3)dz = 和 (—z? 一 22 十 3)dz = -了 


二 

像 我 们 预测 的 那样 第 一 个 积分 是 正 的 , 因为 面积 工 是 在 z 轴 上 方 ; 第 二 个 积 
分 是 负 的 , 因为 面积 开 是 在 x 轴 下 方 . 这 两 个 积分 的 和 是 -2/3( 平 方 单位 ), 这 是 有 
向 面积 . 现在 有 一 个 关键 点 : 忽略 前 面 的 减 号 可 以 求 出 面积 I 的 实际 值 ! 这 个 方法 
很 管用 , 因为 这 块 面积 完全 在 坐标 轴 的 下 方 . 所 以 面积 II 的 实际 面积 是 7/3 平方 单 
位 , 而 面积 工 的 面积 是 5/3 平方 单位 , 总 面积 为 5/3+7/3=4 平方 单位 . 最 有 效 的 方 
式 是 , 我 们 可 以 取 5/3 和 -7/3 的 绝对 值 , 然后 直接 相 加 . 
附带 着 , 我 们 实际 己 经 证 明了 


| | 一 22 一 22 十 3ldz = 4. 
0 


所 以 , 让 我 们 研究 一 下 为 什么 带 有 绝对 值 5 
的 积分 求 出 的 就 是 通常 的 面积 , 就 像 y = Wn 
| -zx2 -2x + 3| 的 图 像 显示 的 那样 (如 3 | 


图 16-14 所 示 ). 

标记 为 Ia 的 面积 与 刚才 标记 为 开 的 
坐标 轴 下 方 的 面积 关于 x 轴 对 称 , 所 以 它 
们 面积 相同 . 该 阴影 部 分 的 总 面积 同 刚 才 
图 像 阴 影 部 分 的 面积 一 样 大 . 
现在 , 我 们 总 结 如 何 求 y = f(x)、z 
轴 和 x 二 a 及 z=5b 所 围 成 的 面积 . 这 个 
方法 同样 也 适用 于 下 列 两 个 积分 , 因为 它 
们 都 等 价 于 它们 所 对 应 的 面积 . 图 16-14 


b b 
| If(z)laz 或 | i 


方法 如 下 所 示 . 
。 找 出 在 [a, 中 区 间 内 满足 函数 值 为 0 的 所 有 x 的 值 . 
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。 接 下 来 写 出 以 f(z)( 而 不 是 |f(z)|) 为 被 积 函 数 的 积分 表达 式 . 第 一 个 积分 
以 a 开始 , 然后 以 使 函数 为 0 的 最 小 x 值 结束 . 第 二 个 积分 以 使 函数 为 0 
的 最 小 z 值 开 始 , 以 下 一 个 使 函数 为 0 的 z 值 结束 . 以 此 类 推 , 直到 取 遍 所 

有 使 函数 为 0 的 z 值 . 最 后 的 积分 是 以 使 函数 为 0 的 最 大 z 值 开始 , 以 b 

值 结束 . 

分 别 计算 每 一 个 积分 . 

把 刚才 计算 出 的 每 一 个 积分 分 别 取 绝对 值 , 再 把 这 些 数 加 到 一 起 , 这 样 就 得 

到 了 所 求 的 面积 . 

在 17.6.3 节 中 , 我 们 会 看 到 为 一 个 例子 . 现在 , 我 们 可 以 用 刚才 的 方法 求 物体 

运动 的 路 程 了 , 注意 是 路 程 不 是 位 移 ， 实际 上 , 我 们 在 16.1 节 中 得 到 了 下 面 的 式 

可 


b 
路 程 = | v(t)lat, 


就 像 刚才 方法 中 陈述 的 那样 , 我 们 应 用 了 绝对 值 . 

16.4.2 求解 两 条 曲线 之 间 的 面积 
假设 有 两 条 曲线 , 一 条 在 另 一 条 之 上 , 你 想 要 求 它们 与 = a 和 z = 所 围 成 

的 面积 . 如 果 曲 线 是 y = f(x) 和 w= g(z), 前 者 在 后 者 之 上 , 图 像 如 图 16-15 所 示 . 


图 16-15 


我 们 要 求 的 面积 是 标记 为 工 的 那 块 面积 . 男 一 方面 , 标记 为 I 的 面积 是 函数 
y == g(z) 与 z 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 的 面积 六 


b 
| g(x)dz. 


b 
| f(x)dz 
又 是 什么 呢 ? 
它 是 上 面 那个 函数 与 x 轴 所 围 成 的 面积 , 所 以 它 实 际 上 是 两 部 分 的 面积 和 . 所 
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以 我 们 有 


b b 
| f(x)dz = | 9g(z)dz 十 有 问 面 积 I 
我 们 可 以 重 写 前 面 的 积分 表达 式 , 把 这 两 个 积分 放 到 一 起 , 有 
b 
有 问 面 积 I | (f(z) — g(x))dzx. 


所 以 这 两 条 曲线 之 间 的 面积 是 上 边 曲线 的 积分 减 下 边 曲线 的 积分 . 例如 . 求 图 16-16 
所 示 阴 影 的 面积 . 


图 16-16 


上 面 的 阴影 是 在 y= xz 和 w= zx? 之 间 所 围 成 的 面积 . 交点 为 z =0 和 z =1 所 
以 有 


1 1 1 
1 1 
四 光 而 积 一 | -ede=| we- | 7 dz 一 可 人 
0 


0 0 
如 果 区 间 是 从 0 到 2, 结果 又 是 怎样 的 呢 ? 图 像 如 图 16-17 所 示 . 如 果 把 面积 表达 为 
2 


| (z 一 Z2)dz， 
那 就 是 大 错 特 错 了 
如 果 计 算 这 个 积分 , 你 会 发 现 它 的 结果 为 -2/3, 但 这 不 可 能 是 一 个 面积 的 值 
那么 问题 出 现在 哪儿 呢 ? 实际 上 , 仅仅 当 x 在 区 间 0 和 1 之 间 时 ,y 二 z 才 在 y 二 
的 上 边 . 在 x 二 1 的 右边 时 , 曲线 y = ze 是 在 上 边 的 . 很 显然 zz 是 不 对 的 , 应 
该 用 |z -za| 来 蔡 代 . 用 这 种 方式 , 我 们 会 很 确定 所 求 的 是 实际 面积 , 无 论 哪 个 曲线 
在 上 边 . 所 以 我 们 可 以 用 前 面 的 方法 去 计算 


2 
| |z — z2|dzx. 
0 


©O 


图 16-17 


这 个 不 是 问题 . 首先 注意 当 z =0 或 z=1 时 x 一 zx?=0, 所 以 我 们 考虑 下 面 


这 两 个 积分 : 


| (z 一 2*2)dzx 和 | (z — 22)dzx. 
0 1 


前 面积 分 的 结果 是 1/6, 但 第 二 个 积分 的 结果 是 3/2-7/3= 一 5/6. 第 二 个 积 4 


是 负 的 , 这 个 结果 是 有 意义 的 . 因为 当 z 在 区 间 [1,2 


边 . 不 要 管 这 些 , 我 们 需要 做 的 是 把 这 两 个 数 的 绝对 值 加 到 一 起 去 : 


总 的 来 说 , 由 y= f(z)、y = g(x)、zx = 二 a 及 z=5 所 围 成 的 面积 | 


上 。 
1: 


ee 


1 5| 1 5 
2 
二 dz = | 一 | 二 1. 
| 人 目 引 6 6 


所 以 , 要 求 的 面积 是 1 平方 单位 . 


时 , y = 二 xz 不 在 y= zx? 的 上 


如 下 公式 给 


b 
在 函数 f 和 g 之 间 的 面积 (平方 单位 )= | ft) — gla 


如 果 在 区 间 [a, 如 内 f(z) 


有 必要 了 . 否则 , 我 们 可 以 用 16.4.1 市 


直 是 大 于 或 等 于 g(x), 那么 这 个 绝对 


节 中 , 我 们 将 要 看 到 应 用 这 个 方法 的 另 一 个 例子 . 
16.4.3 求 曲 线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 


让 我 们 求 这 个 面积 : 该 面积 


该 面积 的 图 示 . 


y 二 Vz、 yy 轴 以 及 直线 y =2 围 成 . 


值 符号 就 没 


的 方法 去 解决 这 个 绝对 值 问题 . 在 17.6.3 


图 16-18 是 
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如 果 我 们 提 


y=vT 


巴 面 积 写 成 


将 是 一 个 严重 的 错误 . 


这 两 个 积分 表示 的 是 与 z 轴 , 而 不 是 与 y 轴 
16-19 所 示 图 像 的 面积 . 


价 于 图 


图 16-18 


2 4 
| Vzxdx 其 至 是 | Vrdz 
0 0 


二 


成 的 本 


积 . 事实 上 ， 


它们 分 别 等 


g 一 . 


第 二 个 图 像 更 好 些 ， 


式 都 不 能 正确 表达 这 个 面积 . 要 
是 对 z 求 积分 . 我 们 可 以 ] 
是 该 图 像 的 例子 . 
图 16-20 
我 们 以 其 中 一 个 横 条 为 例 , 它 的 长 为 x, 宽 为 dy 如 图 


图 16-19 


因为 当 x =4 时 所 对 应 的 y 值 为 2. 但 是 , 这 两 个 积分 表达 


E 确 地 计算 面积 , 最 好 的 方法 是 对 y 求 积分 , 而 不 


把 该 面积 按 水 平 的 方向 切 成 条 状 , 而 不 是 竖 条 了 . 图 16-20 


16-21 所 示 . 


这 个 小 横 条 的 面 


积 关 


图 16-21 
zdy 平方 单位 ,通过 积分 的 方法 可 以 求 出 区 


块 面积 . 在 我 


们 的 例子 中 , y 是 从 0 到 2( 不 是 到 4), 所 要 求 的 面积 是 (平方 单位 ) 
2 


| zdy. 
0 


y 二 Vz; 可 知 x=, 所 以 上 述 积 分 表达 式 可 写 为 


这 同 我 们 以 前 的 积分 表达 式 


2 
| ydy. 
0 
2 
| Z2dz 
0 


没有 什么 不 同 , 只 是 虚拟 变量 由 x 变 成 了 y. 这 个 改变 对 我 们 的 积分 结果 并 没有 影 


啊 , 该 积分 依然 为 8/3, 所 以 这 块 面积 为 8/3 平方 单 
重新 看 看 刚才 的 面积 . 可 以 发 现 需 要 做 的 是 提 


Ea 


位 . 要 想 弄 清楚 这 一 点 , 让 我 们 


巴 该 图 像 依 y = x 这 条 直线 对 称 翻 转 ， 


这 样 得 到 函数 y= z? 从 z =0 到 z =2 的 面积 . 我 们 所 需要 做 的 仅仅 是 把 > 和 y 对 
换 . 当然 , 如 果 y = f(z), 有 反 函 数 是 存在 的 , 那么 我 们 有 z = f+(y), 所 以 我 们 可 以 
把 上 述 观点 总 结 如 下 . 


B 
如 果 了 存在 反 函 数 ， ) 广 1(y)dy 就 是 
A 


y= 二 B 以 及 y 轴 


所 


因 


函数 y = f(x)、 直 线 y = 4 和 


成 的 面积 (平方 单位 ). 


如 果 你 喜欢 , 可 把 上 述 积分 写 为 


B 
| zdy, 


A 
这 是 因为 当 y = f(x) 时 xz = f71(y). 而 且 , 请 注意 积分 的 上 下 限 , 我 月 


4 和 B 一 一 这 样 做 的 


的 是 大 写字 


目的 是 强调 我 们 是 对 y 求 积分 , 而 不 是 对 z 求 积分 . 所 以 


刚才 的 例子 中 , 积分 上 下 限 是 从 0 到 2 而 不 是 从 0 到 4. 因为 f(z) = Vz, 我 们 可 


以 说 广 !(z) = 22. 所 以 J」 


F 述 公式 也 可 以 改写 为 
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B | 
| my= | ydy, 
A 0 
结果 为 8/3, 就 像 我 们 刚才 算 的 那样 . 


16.5 估算 积分 


这 有 个 非常 简单 但 很 实用 的 原则 : 当 一 个 函数 一 直 都 大 于 另 一 个 函数 时 , 它 的 
积分 也 一 直 大 于 另 一 个 函数 的 积分 . 让 我 们 看 看 图 16-22 所 示 的 图 像 . 


:y=g (7) 


图 16-22 


E 区 间 [a, 9] 内 , 函数 9 一 直 都 在 函数 f 的 上 方 . (我 们 在 16.4.1 节 中 见 过 的 这 
两 个 函数 , 情况 正好 相反 !) 在 任何 情况 下 , 函数 y = f(x) 与 xz 轴 所 围 成 的 面积 都 
要 比 函 数 y= g(x) 与 z 轴 所 围 成 的 面积 小 . 用 符号 可 表示 如 下 . 

如 果 对 于 在 区 间 [a, 8] 内 的 所 有 xz 都 有 f(z) < g(x), 那么 就 有 


b A 
| rodzs | 9g(Z)d7z. 


即使 这 两 个 曲线 都 在 x 轴 的 下 方 , 这 个 结论 也 是 成 立 的 , 因为 我 们 使 用 的 是 
有 向 面积 . 例如 , 如 果 函 数 是 在 x 轴 的 下 方 , 函数 9 是 在 xz 轴 上 方 , 这 时 积 4 
有 尼 Jz)dz 为 负 , 而 /2g(z)dz 为 正 , 所 以 上 述 不 等 式 依然 是 成 立 的 . 

如 果 使 用 黎 曼 和 , 那么 证 明 上 述 结论 是 非常 容易 的 . 不 用 考虑 细节 , 我 们 仅仅 
需要 考虑 划分 , 并 注意 到 对 于 任意 一 个 了 都 有 f(c;) < g(c;), 所 以 函数 f 的 黎 曼 和 
小 于 函数 9 的 黎 曼 和 . 我 把 证 明 过 程 留 给 你 了 . 

我 们 可 以 用 速度 和 位 移 更 好 地 解释 上 述 公 式 . 假设 在 同一 地 点 有 两 辆 车 同时 
出 发 . 第 一 辆 车 在 时 刻 t 的 速度 为 f(), 第 二 辆 车 在 时 刻 t 的 速度 为 g(t)， 因为 速 
度 的 积分 是 位 移 , 所 以 上 述 结 论 中 的 公式 可 以 解释 为 , 如 果 第 一 辆 车 的 速度 一 直 比 
第 二 辆 车 的 速度 小 , 那么 可 以 说 第 一 辆 车 的 位 移 要 比 第 二 辆 车 的 位 移 小 . 你 若 这 样 
考虑 , 就 很 容易 理解 了 . 如果 我 们 以 右 方 向 为 正方 向 , 那么 第 一 辆 车 永远 在 第 二 辆 
车 的 左边 , 它 永远 不 可 能 到 达 第 二 辆 车 的 右边 . 


J 
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一 个 简单 的 估算 
使 用 上 述 不 等 式 , 我 们 不 用 计算 定 积分 的 值 也 能 估算 一 个 定 积分 有 多 大 或 多 
小 . 例如 , 我 们 要 估计 fo f(z)dz 的 值 , 也 就 是 图 16-23 所 示 的 面积 . 


图 16-23 


设 M 为 函数 f(x) 在 [a, 06] 区 间 的 最 大 值 , 设 m 为 其 在 该 区 间 的 最 小 值 . 我 们 
分 别 把 y= M 和 wy =m 两 条 直线 画 出 来 , 图 像 如 图 16-24 所 示 . 


图 16-24 


注意 , 我 们 要 计算 的 面积 是 在 直线 y = M 和 yy =m 之 间 . 这 点 通过 绘制 更 多 
的 函数 图 像 很 容易 看 出 来 , 如 图 16-25 所 示 . 


图 16-25 


我 们 可 以 很 容易 地 求 出 图 16-25 中 左 图 和 右 图 中 长 方形 的 面积 . 对 于 左边 的 长 
方形 , 底 为 (0 一 a), 高 为 m, 所 以 它 的 面积 为 m(5 一 a) 平方 单位 . 对 于 右边 的 长 方 


16.5 估算 积分 315 


形 , 底 仍然 为 (5 一 a), 但 它 的 高 为 M, 所 以 面积 为 M(b 一 a) 平方 单位 . 由 上 述 图 像 
得 到 以 下 结论 . 


如 果 对 于 在 [a, 9] 区 间 内 的 所 有 z 有 m < f(z) < M, 那么 


b 
m(b—a)< | f(z)dr < M(b— a). 


当然 , 这 里 我 们 两 次 应 用 了 上 一 节 的 原则 . 下 面 来 看 一 个 使 用 这 个 结论 的 例子 . 
假设 我 们 要 想 知道 积分 
1/2 
| ez dz 
0 


的 值 是 多 少 . y = e-* 的 函数 图 像 是 非常 有 名 的 钟 形 曲线 , 它 处 处 可 见 , 特别 是 在 
概率 论 和 统计 学 中 . 我 们 计算 图 16-26 中 阴影 部 分 的 面积 . 


1 


图 16-26 

即使 用 上 接 下 来 三 章 中 所 有 计算 积分 的 方法 , 我 们 都 不 能 计算 出 该 积分 的 准确 
值 . 事实 上 , 如 果 不 用 积分 符号 或 求 和 , 我 们 再 也 找 不 到 更 好 的 方法 去 表达 这 个 积 
分 值 了 . 但 至 少 我 们 可 以 用 刚才 的 原理 估算 一 下 它 的 值 

我 们 需要 找到 在 [ 3 区 间 内 函数 y = e-* 的 最 大 值 和 最 小 值 . 通过 链 式 求 
导 法 则 , 我 们 有 dy/dz = -2ze-*, 当 z 为 0 时 导数 为 0, 其 余 情 况 为 负 值 . 这 样 可 
以 说 y 二 ec- 在 [ 了 区 间 为 减 函数 , 所 以 最 大 值 出 现在 z =0 处 , 最 小 值 出 现在 
z 二 1/2 处 . 把 这 些 值 代入 , 可 以 得 到 最 大 值 为 e-o 二 1 最 小 值 为 6-0/2? 二 e-14. 
也 就 是 说 , 在 区 间 |0， 3 中 有 


根据 上 面 的 原理 , 把 a = 0,5 二 工 代入 可 得 


a i 2 1 
e x|=—0|]< e”dr<lx|[|0=-—0]. 
2 2 


所 以 , 可 以 说 要 求 的 积分 值 在 yo 和 3 之 间 . 通过 图 16-27, 我 们 可 以 更 清楚 地 


©O 


看 


梯形 、 抛 物 线 一 书 


到 ， 


上 面 的 估算 很 不 精确 . 我 们 可 以 使 用 更 多 的 长 方形 做 更 精 有 
和 的 小 竖 条 等 奇特 形状 . 更 多 信息 参见 附录 B. 
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图 16-27 


这 两 个 长 方形 的 面积 分 别 为 Je-14 和 了 平方 单位 


积分 的 平均 值 和 中 值 定 理 


的 估算 , 或 者 使 用 


最 后 我 们 讨论 平均 速度 的 问题 . 是 的 , 在 单位 时 间 内 , 我 们 可 以 说 速率 的 值 等 


就 像 在 5.2.3 节 讲 述 的 那样 ， 


积分 , 可 以 在 已 知 某 时 i 
速度 的 前 提 下 , 也 可 以 求 出 


于 路 程 , 也 可 以 说 速度 的 值 等 于 位 移 . 但 这 段 陈 述 成 立 的 前 提 是 速度 为 常数 ; 否 


需要 引入 平均 速度 . 


则 ， 


我 们 已 经 了 解 , 使 用 微分 可 以 在 已 知 某 时 间 段 位 移 的 前 提 下 求 即 时 速度 . 使 


司 段 即时 速度 的 前 提 下 求 位 移 . 当然 , 在 已 知 某 时 间 段 即 


平均 速度 . 你 所 需要 做 的 是 求 出 位 移 , 然后 用 这 个 值 


以 总 时 间 . 如 果 时 间 是 从 a 到 b, 在 时 刻 t 的 速度 是 v(t), 那么 我 们 有 


因为 总 的 时 间 为 5 一 a, 所 以 有 


b 
位 移 = | v(t)dt. 


总 时 间 


b 
平均 速度 二 -位移 =! ;| vod 


总 的 来 说 , 我 们 可 以 在 区 间 [a, 9] 内 ， 肉 函 数 了 的 平均 值 定义 为 : 


b 
heel ew lhe 


例如 , 求 函数 f(z) = zx? 在 [0, 2] 区 间 上 的 平均 值 是 多 少 ? 很 简单 ， 


用 
时 
除 


,1 fr 1 8 4 
9 值 = 了 | ee 于 x 
所 有 要 做 的 是 , 用 积分 结果 除 以 积分 上 下 限 的 差 . 
来 看 看 这 个 定义 的 几何 解释 . 我 们 把 函数 了 在 区 间 [a,0| 的 平均 值 记 为 fa， 
图 16-28 是 关于 y= f(z) 和 y= fav 图 像 的 例子 . 
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图 16-28 


注意 , 如 果 fav 仅仅 为 一 常数 , 则 y = fsv 的 图 像 是 一 条 水 平 线 . 现在 , 使 用 上 
述 公 式 , 我 们 有 


1 b 
fav > f(x)dz. 
两 边 同时 乘 以 (5 一 a), 可 得 
b 
| f(z)dz = fov x (0 — a). 
这 实际 上 是 在 说 , 图 16-29 中 两 个 图 像 阴影 部 分 的 面积 是 相等 的 ， 


图 16-29 

图 16-29 可 见 , 右 侧 图 像 中 长 方形 的 高 为 万. 单位 , 底 为 (5 一 a) 单位 , 所 以 
它 的 面积 为 hh, x (5 一 a) 平方 单位 . 你 可 以 这 样 考 虑 它 : 假设 你 拨 动 鱼缸 里 的 水 ， 
水 面 在 某 一 时 刻 就 像 函 数 y= 了 (zx), 等 水 平静 下 来 , 其 表面 就 像 y= fs, 这 条 水 平 线 . 
只 分 的 中 值 定理 

在 上 述 图 像 中 , 水 平 线 y = fs 与 函数 y = f(x) 有 交点 , 我 们 将 其 横 坐 标记 为 
c, 如 图 16-30 所 示 . 


图 16-30 


所 以 我 们 有 f(c) = fav. 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 如 果 函 数 f 是 连续 的 , 那么 总 会 有 


积分 的 中 值 定 理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a,5b] 上 连续 , 那么 在 开 区 间 (a 内 


b 
、 i 1 
总 有 一 点 C, 满足 flo) 一 | f(x)dz. 


简 言 之 , 连续 函数 在 一 段 区 间 内 至 少 一 次 达到 它 的 平均 值 . 例如 , 在 上 一 节 中 我 
们 看 到 , 函数 f(z) = 22 在 区 间 [0, 2] 的 平均 值 为 4/3. 根据 上 述 定理 , 我 们 可 以 说 
一 定 有 一 个 数 ec 在 区 间 [0, 2] 满足 f(c) = 4/3. 因为 f(c) = c2, 可 以 知道 c= V4/3 
是 在 区 间 [0, 2] 上 的 一 个 解 ( 男 一 个 解 c= 一 V4/3 不 在 该 区 间 内 ). 

如 果 从 速度 的 角度 考虑 上 述 定 理 , 我 们 可 以 说 在 区 间 [a,9| 内 有 一 点 c 满足 
v(c) = vav， 也 就 是 说 , 在 任何 一 段 旅途 中 都 有 一 个 时 刻 c, 使 得 这 个 时 刻 的 速度 
v(c) 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 vy. 无 论 你 怎样 努力 求证 , 在 任何 一 段 旅途 中 , 至 少 
会 有 这 样 一 个 时 刻 , 其 即时 速度 等 于 该 段 路 程 的 平均 速度 . 至 少 会 有 一 个 这 样 的 时 
刻 , 不 可 能 一 个 都 没有 . 假设 你 在 第 一 小 时 的 速度 为 45 英里 /小 时 , 在 第 二 小 时 的 
速度 为 55 英里 /小 时 , 该 段 路 程 的 平均 速度 为 50 英里 /小 时 , 那么 在 该 段 时 间 内 一 
定 会 有 某 一 个 时 刻 的 速度 为 50 英里 /小 时 , 这 个 时 刻 可 能 出 现在 从 45 英里 /小 时 
到 55 英里 /小 时 的 加 速 过 程 中 . 

为 什么 上 述 定理 也 叫 作 中 值 定 理 呢 ? 毕竟 , 我 们 已 经 有 了 一 个 中 值 定理 . 如 果 
重新 看 一 下 11.3 节 讨 论 过 的 定理 , 你 会 发 现 我 们 两 次 得 到 的 是 同样 的 结论 : 在 任 
何 一 段 旅途 中 , 都 有 某 一 时 刻 的 即时 速度 等 于 平均 速度 . 这 两 个 定理 中 唯一 的 不 同 
是 : 在 前 一 个 版 本 中 , 我 们 是 用 位 移 - 时 间 图 像 中 的 斜率 来 解释 的 ; 而 现在 , 我 们 
使 用 速度 - 时 间 图 像 中 的 面积 来 解释 . 
现在 来 看 看 这 个 定理 为 什么 是 成 立 的 . 如 16.5 节 所 述 , 我 们 设 M 为 函数 在 
[ww 引 区 间 的 最 大 值 , m 为 函数 在 [a,0] 区 间 的 最 小 值 . fy 可 能 比 M 大 吗 ? 如 果 它 
比 M 大 , 那么 情况 将 会 如 图 16-31 所 示 . 


图 16-31 


虚线 部 分 所 围 成 的 长 方形 面积 不 可 能 等 于 阴影 部 分 的 面积 , 因为 长 方形 包含 了 
阴影 区 域 ! 所 以 这 种 情况 不 可 能 出 现 . 同样 , fv 也 不 可 能 比 最 小 值 m 小 . 它 一 定 
会 在 m 和 M 之 间 . 介 值 定理 告诉 我 们 , 函数 了 可 取 mm 和 M 之 间 的 任意 值 (你 知 
道 为 什么 吗 )， 所 以 f 在 某 一 时 刻 一 定 等 于 平均 值 f,， 也 就 是 说 , 一 定 有 某 个 数 c 
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满足 f(c) = fav, 所 以 该 定理 是 正确 的 . 在 17.8 市 中 , 我 们 将 使 用 该 定理 证 明 微 积 
分 学 的 第 一 基本 定理 . 


16.7 不 可 积 的 函数 
16.2 节 曾 提 及 , 如 果 函 数 六 为 有 界 函 数 并 在 区 间 [a, 中 上 有 有 限 个 不 连续 点 ， 


那么 函数 f 是 可 积 的 ; 也 就 是 说 , 定 积分 必 f(z)dz 存在 . 顺便 提 一 下 , 不 连续 是 不 
可 导 的 一 种 情况 ; 也 就 是 说 , 如 果 函 数 在 x = a 点 不 连续 , 那么 它 在 该 点 也 不 可 导 
(参见 5.2.11 节 ). 积分 同 可 导 的 情况 有 所 不 同 , 即使 是 不 连续 的 函数 , 只 要 它 有 有 
限 个 不 连续 点 也 是 可 积 的 . 现在 , 让 我 们 看 一 个 有 太 多 个 不 连续 点 的 函数 的 积分 情 
况 . 


首先 , 我 们 回忆 一 下 有 理 数 的 定义 . 有 理 数 可 以 被 写成 p/g 形式 , 其 中 p 和 gq 

为 整数 (它们 没有 公约 数 ), 而 无 理 数 就 不 可 能 写成 这 种 形式 . 现在 , 对 于 区 间 [0, ]] 
内 的 数 z, 我 们 设 

”1 如 果 z 是 有 理 数 . 

2 | 如 果 z 是 无 理 数 ? 

这 是 一 个 很 奇怪 的 函数 . 在 0 和 1 之 间 有 太 多 的 1 

有 理 数 和 无 理 数 . 事实 上 , 每 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 

无 理 数 ; 每 两 个 无 理 数 之 间 也 有 一 个 有 理 数 ! 所 以 当 

我 们 试 着 绘制 函数 y = f(z) 的 图 像 时 , 可 能 会 想到 如 图 16-32 

图 16-32 的 图 像 . 


函数 f(x) 的 值 在 高 度 1 和 2 之 间 以 超 乎 你 想象 
的 速度 来 回 跳跃 . 在 1 和 2 这 两 条 线段 间 有 很 多 不 连 
续 处 , 我 们 说 有 很 多 不 连续 点 . 这 个 函数 实际 上 在 任何 
一 点 都 不 连续 . 那么 积分 J f(z)dzx 究竟 为 多 少 呢 ? 让 
我 们 取 黎 曼 上 和 以 及 黎 曼 下 和 . 在 此 把 区 间 [0, 1] 分 成 
许多 小 区 间 . 无 论 这 些 子 区 间 的 宽 有 多 小 , 小 竖 条 中 都 
会 有 一 些 无 理 数 点 . 所 以 求 上 和 会 如 图 16-33 所 示 . 

为 了 求 上 和 , 每 一 个 长 方形 的 高 一 定 要 是 2, 即使 这 个 长 方形 很 罕 . 注意 , 无 论 
其 中 有 多 少 个 长 方形 , 所 有 长 方形 的 面积 和 为 2 平方 单位 , 因为 我 们 是 对 一 个 1 乘 
以 2 的 长 方形 进行 划分 的 . 这 样 就 有 

lim ( 取 黎 曼 上 和 ) = lim 2= 2. 


最 大 区 间 一 0 最 大 区 间 一 0 


相似 地 , 对 同样 的 划分 求 下 和 , 每 个 长 方形 的 高 为 
1 单位 . 毕竟, 无 论 长 方形 的 宽 多 小 , 它 的 底 (在 xz 身 
上 ) 都 包含 一 个 有 理 数 . 对 于 所 有 的 有 理 数 , 该 函数 的 
高 为 1. 所 以 求 下 和 如 图 16-34 所 示 . 
现在 该 面积 为 1 平方 单位 , 因为 这 些小 分 区 填充 
的 大 长 方形 为 1 乘 以 1. 所 以 我 们 已 经 证 明 
_jlim ( 取 黎 曼 下 和 ) = lim 1=1. 
最 大 区 间 一 0 最 大 区 间 一 0 
当 最 大 区 间 趋 于 0 时 , 这 个 极限 取 黎 曼 上 和 和 取 黎 曼 下 和 是 不 同 的 . 对 于 连续 
函数 , 这 种 情况 不 会 出 现 . 但 对 于 一 些 不 连续 的 函数 , 这 种 情况 时 有 发 生 ! 唯一 的 
结论 是 , 函数 在 区 间 [0, 1] 上 不 可 积 . 我 们 说 函数 f 是 不 可 积 的 . 实际 上 有 一 种 方 
法 可 以 求 这 种 函数 的 积分 , 叫 作 勒 贝 格 积分 (与 黎 曼 积分 相对 ), 它 超出 了 本 书 的 讨 
论 范围 . 所 以 , 我 们 不 用 考虑 这 种 不 正常 的 积分 , 而 是 要 寻求 求解 正常 、 连 续 函 数 的 
定 积分 的 好 方法 . 


我 们 现在 来 讨论 


种 不 用 黎 曼 和 就 


品 
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微 积分 中 的 关键 部 分 


基本 定理 , 它 不 仅 提 供 了 一 


以 求解 定 积 分 的 方法 ， 同时 也 展示 了 微分 和 积分 的 关系 不 多 说 
了 , 这 一 章 我 们 将 要 学 习 : 
。 用 另 一 个 函数 的 积分 形式 来 表示 的 函数 ; 
。 第 一 基本 定理 , 以 及 反 导 数 的 基本 思想 ; 
。 第 二 基本 定理 ; 
。 不定 积分 和 它们 的 性 质 . 


@ 以 第 一 基本 定理 为 基础 的 问题 ; 
。 计 算 不 定 积分 


。 计算 定 积分 以 及 使 用 第 二 基本 定理 计算 面 


17.1 ”用 其 他 函 
在 上 一 章 中 , 我 们 使 用 黎 曼 和 证 明了 


1 2 
1 
| 22dz = 二 和 | Z2d7z = 
0 3 0 


在 介绍 完 所 有 这 些 理论 之 后 , 我 们 将 针对 下 面 的 知识 点 举 出 若干 例子 : 


积 . 


数 的 积分 来 表示 的 函数 


CD 


(实际 上 , 我 们 仅仅 证 明了 第 二 个 , 第 一 个 留 给 你 了 !) 遗憾 的 是 , 柳 曼 和 方法 太 烦 斑 


了 , 最 好 能 找到 一 个 相对 简单 的 方式 . 为 什么 我 们 刀 


计算 


除非 你 想 造 成 混 


台 , 这 次 使 用 上 为 虚拟 变量 . 首先 , 我 们 有 


: 1 
| t2dt 二 = 和 上 t2dt = 
0 3 0 


日 什么 字母 都 无 所 谓 一 一 我 们 已 经 重新 命名 x 轴 为 t 轴 . 实际 


请 记 住 , 虚拟 变量 


乱 


二 月 


任意 数 
| zx2dz. 
0 


在 此 , 我 们 让 极限 上 限 为 变量 . 最 常用 的 变量 是 x 


Tr 
| Z2dz， 
0 


E 那 儿 停 下 来 了 呢 ? 让 我 们 试 着 


, 但 是 你 不 能 把 这 个 积分 写成 


局面 ， 毕 苋 , x 是 虚拟 变量 ， 


Enna 


实际 


上 不 是 一 个 变量 . 我 们 重新 开 


人 
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面积 并 没有 改变 . 现在 我 们 考虑 积分 


| t2dt. 


0 
如 果 把 x =1 代入 这 个 积分 表达 式 , 会 得 到 /3 如 dt, 积分 结果 为 1/3; 如 果 把 x =2 
代入 , 会 得 到 及 刀 dt 积分 结果 为 8/3. 为 什么 得 出 这 个 表达 式 就 不 往 下 计算 了 呢 ? 
你 可 以 把 任意 值 放 到 x 的 位 置 , 得 到 不 同 的 积分 . 上 述 积分 表达 式 实际 上 是 一 个 以 
职 分 上 限 x 为 变量 的 函数 . 我 们 用 FF 来 标记 这 个 函数 , 这 样 有 

F(zx) | t?dt. 
0 

可 以 发 现 , (1) = 1/3, 了 (2) = 8/3. 那么 F(0) 是 多 少 呢 ? 来 看 下 面 式 子 : 

0 

F(0) .| t2dt. 

0 
在 16.3 节 中 我 们 已 经 知道 , 对 于 积分 上 下 限 都 一 样 的 积分 表达 式 , 该 积分 的 结 
果 为 0. 也 就 是 说 , 我 们 知道 (0) = 0. 不 走运 的 是 , 求解 其 他 的 斑 值 并 不 是 很 容 
易 , 例如 (9)、F(-7) 或 (1/2). 在 下 一 节 中 , 我 们 将 要 研究 这 个 问题 . 与 此 同时 , 怎 
样 用 文字 来 描述 F(x) 呢 ? 准确 地 说 , 它 应 该 是 曲线 y = 如 .上 轴 与 上 = x 所 围 成 的 
有 向 面积 . 

我 们 可 以 用 两 种 方式 推广 这 个 问题 . 首先 , 积分 下 限 不 一 定 是 0. 你 可 以 定义 


G(x) -| t2dt. 
2 
这 个 积分 表达 式 也 可 以 用 面积 (平方 单位 ) 来 解释 , 它 是 由 曲线 y = 如、 上 轴 以 
及 两 条 垂 线 上 +=2 和 t= zx 所 围 成 的 面积 . 那么 G(2) 为 多 少 呢 ? 来 看 下 式 : 
2 
G(2) = | t2dt = 0, 
2 
因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 那么 G(0) 是 多 少 呢 ? 我 们 有 
0 
G(0) | t2dt. 
2 


16.3 节 曾 讲述 怎样 计算 这 个 积分 , 你 可 以 交换 积分 的 上 下 限 , 然后 再 在 积分 表 
达 式 的 前 边 加 上 一 个 负 号 . 所 以 有 


0 人 8 
G(0) a t2dt = -| d= 
3 


0 
事实 上 , 在 函数 和 G 之 间 有 一 种 奇妙 的 关系 . 首先 , 这 两 个 函数 是 : 


ro=| t2dt 和 G(xz)= | tdt. 
0 


2 
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我 们 从 t=2 这 点 分 解 第 一 个 积分 表达 式 , 可 参见 16.3 市 . 可 得 
| eu ea | t?dt. 

左边 是 F(z). 右边 的 第 一 项 是 8/3, 第 一 项 是 So 这 样 , 就 证 明了 

F(z) = 3 十 G(z). 
也 就 是 说 , 和 G 的 差 是 8/3. 我 们 可 以 做 得 更 多 . 假设 a 是 任意 固定 的 数 , 设 

H(z) = | 妃 dt 
如 果 从 t= a 而 不 是 t=2 分 解 函 数 邢 ， 会 得 到 

F(x) = | t2dt = | t2dt 十 | t2dt. 
右 侧 的 第 二 项 恰恰 就 是 H(zx)， 所 以 我 们 已 经 证 明了 | 
F(x) = 上 t*dt + H(z). 
0 


这 是 什么 呢 ? 实际 上 , /6 如 dt 是 个 常数 一 一 它 不 因 xz 的 变化 而 变化 ! 尽管 我 们 没 
有 确定 a 的 值 , 但 说 过 a 是 一 个 常数 , 所 以 这 个 积分 结果 一 定 是 个 常数 . 这 样 就 证 
明了 


F(z)= H(z)+0O, 
其 中 C 是 一 个 常数 , 由 a 而 不 是 xz 决定 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 把 积分 下 限 从 一 
个 常数 换 至 另 一 个 常数 , 这 对 整个 表达 式 没 有 太 大 的 影响 . 
我 们 的 第 二 个 解释 是 被 积 函数 不 一 定 是 女 , 它 可 以 是 关于 t 的 任意 连续 函数 . 
假设 被 积 函数 是 f(t), 如 果 a 是 任意 常数 , 我 们 定义 


@= | roa 
例如 , 如 果 a = 0, f(t) = 刀 , 则 可 以 从 上 述 定义 得 到 原始 函数 已. 总 的 来 说 , 对 任何 


数 z, 函数 F(z) 的 值 都 是 一 个 有 向 面积 (平方 单位 ), 该 区 域 是 由 曲线 y = f(t)、t 
以 及 t= a 和 t= 2 两 条 垂 线 所 围 成 的 . 图 17-1 是 关于 不 同 x 的 3 种 情况 图 示 . 


吝 
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上 述 图 像 让 人 想到 了 窗帘 , 左边 固定 , 右边 移动 . 不 真实 的 一 面 是 , 窗帘 杆 高 低 
不 平 , 除非 f 是 个 常 函数 ! 在 任何 情况 下 , 请 注意 函数 主要 是 由 被 积 函 数 f(t) 
和 常数 a 决定 的 . 通过 刚才 的 分 割 法 可 知 , 改变 a 的 值 仅仅 使 函数 值 增加 或 减少 一 
个 常数 , 并 没有 太 大 的 影响 . 后 面 几 节 将 会 体现 出 所 有 这 些 思想 的 重要 性 . 


17.2 ” 微 积分 的 第 一 基本 定理 
我 们 的 目的 是 不 用 和 歼 曼 和 来 求 积分 


b 


f(z)dz 


我 们 要 做 3 件 并 不 显而易见 的 事情 . 
(1) 先 ， 把 虚拟 变量 改 为 t, 把 上 述 积分 表达 式 写 为 2 f(t)qt. 像 上 一 节 那 样 ， 
没 什 和 日 什么 来 表示 虚拟 变量 无 关 紧 要 . 
ae 个 新 的 函数 FF, 定义 了 F(z)= /2f 
这 就 是 我 们 在 上 一 节 见 过 的 函数 . 最 终 要 求 函数 已 的 值 , 即 第 (1) 步 中 的 积分 . 
但 是 , 我 们 首先 来 看 看 该 怎样 理解 函数 F. 
(3) 现在 有 了 这 个 新 函数 斑 , 它 像 是 我 们 刚刚 得 到 的 一 个 新 玩具 . 在 之 前 章节 
中 , 我 们 已 经 花 了 很 多 时 间 求 解 函数 的 导数 , 这 次 将 对 z 求 这 个 函数 的 导数 . 考虑 


d TI 
= 7 | fl)dt 


理解 F(x) 的 实质 将 会 帮助 我 们 求解 F(x). 一 旦 找到 这 个 答案 , 就 能 计算 出 F(b)， 
这 就 是 我 们 要 求解 的 积 4 
二 | /0 f(t) 


表达 式 
看 起 来 可 能 很 奇怪 , 让 我 们 看 看 怎样 才能 拆 开 它 . 选 你 最 喜欢 的 变量 x 并 求解 P(x). 
这 时 微微 变换 一 下 z 一 一 把 它 变 为 Zz 十 h, 其 中 丸 是 个 很 小 的 数 . 所 以 , 现在 的 函 
数值 是 F(z 十 h. 这 种 情况 的 图 像 如 图 17-2 所 示 . 


F(z+h) 


图 17-2 
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可 以 看 到 , > 和 zx 十 h 非常 接近 , 它们 所 对 应 的 函数 值 F(z) 和 F(z 十 h) 也 非 

第 接近 一 一 它们 分 别 表 示 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 . 现在 对 求 导 , 我 们 有 
F(z+h)— F(z) 
: 


lim 
h—0 


F(z 十 hh 一 F(x) 的 差 就 是 图 17-2 中 两 阴影 部 分 面积 的 差 , 也 就 是 那个 小 竖 条 
的 阴影 面积 (顶部 是 弯曲 的 ), 该 面积 在 t= x 和 t= zz 十 h 之 间 , 如 图 17-3 所 示 . 


(F(th) F(z) 
a 2 z+h 


图 17-3 


我 们 可 以 通过 从 t= z 处 分 解 这 个 积分 来 计算 函数 F(z 十 h) 的 值 , 像 这 样 : 


z+h es z+h z+h 
F(z+h)= | f(t)dt = | f(t)dt+ | f(t)dt = F(x)+ | f(t)dt. 


zh 
F(z+h)— F(z)= | f(t)dt, 
这 就 是 小 竖 条 的 阴影 部 分 面积 (平方 单位 ). 实际 上 , 这 并 不 是 一 个 竖 条 , 因为 它 的 
项 是 弯曲 的 . 但 当 h 很 小 的 时 候 , 它 几乎 就 是 个 竖 条 了 . 该 竖 条 左边 的 高 度 为 f(zx) 
单位 , 所 以 可 以 用 计算 长 方形 面积 的 方法 来 估算 该 竖 条 的 面积 , 它 的 底 从 z 到 z 十 几 
高 从 0 到 f(z), 如 图 17-4 所 示 . 


2 z+h 


图 17-4 
这 样 该 长 方形 的 底 为 h 单位 , 高 为 f(x) 单位 , 所 以 面积 是 hfx) 平方 单位 . 如 
果 所 很 小 , 那么 这 就 是 对 这 个 积分 的 一 个 非常 好 的 估算 . 也 就 是 


z+h 
Fat- ro)=| f(t)dt ~ hf(z). 
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两 边 同 时 除 以 h, 得 到 


当 hh 非常 接近 于 0 时 , 这 个 估算 就 会 很 准确 . 也 就 是 说 , 当 h 趋 于 0 时 , 这 个 估算 
是 精确 的 : 
h)—F(r 
i Fl( 2 
我 们 会 在 17.8 节 中 看 到 , 上 述 公 式 是 正确 的 . 我 们 可 以 总 结 为 


F(x) = f(z). 
心 \ 总 结 如 下 . 


微 积分 的 第 一 基本 定理 : 如 果 函 数 /在 闭 区 间 [a,6| 上 是 连续 的 , 定义 所 为 
a f(t)dt, x € [aa 
则 瑟 在 开 区 间 (a,5) 内 是 导 函 数 | 而 且 (x) = f(x). 
简 而 言 之 , 可 以 总 结 为 
| se 


我 们 把 这 个 奇怪 的 表达 式 化 简 为 f(z 
关于 这 个 表达 式 要 关注 的 一 全 a 出 现在 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 这 一 点 
确实 很 有 用 , 信和 不信 由 你 . 假设 4 是 区 间 (a, 5) 中 的 某 个 数 , 并 且 


四 -| Hoa 和 Ho) = | so 


如 我 们 在 17.2 节 见 过 的 那样 , 和 五 的 差 是 个 常数 C: 
F(z)= H(z , +C 
如 果 对 两 边 分 别 求 导 , 这 个 常数 就 消失 了 , 会 得 到 (xz) = HH'(zx) (z 在 区 间 (a, 5b) 
内 ). 所 以 , 常数 a 的 选择 不 会 影响 这 个 求 导 的 结果 . 拿 窗帘 来 做 比喻 , 我 们 需要 考 
虑 的 是 拉 窗帘 的 速度 有 多 快 , 以 及 右 侧 拉 点 的 位 置 放 多 高 . 而 左 侧 的 固定 点 并 不 影 
响 整 体 的 拉动 效果 . 
反 导 数 的 引入 

现在 稍 事 休 息 . 我 们 以 一 些 变量 为 t+ 的 函数 以 及 常数 a 开始 , 然后 建立 了 一 个 
以 z 为 变量 的 新 函数 已 . 对 已 求 导 , 可 以 得 到 原来 的 函数 f, 但 现在 我 们 要 以 x 为 
变量 而 不 是 tt 来 计算 它 . 很 奇怪 吧 ! 

是 的 , 很 奇怪 , 但 很 有 用 . 它 实际 上 解决 了 我 们 的 一 个 大 问题 . 让 我 们 看 看 它 是 
怎样 解决 的 . 假设 f(t) = 如 ,a = 0, 所 以 有 
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F(x)= | t2dt. 
0 
日 


微 积分 的 第 一 基本 定理 告诉 我 们 F(z) = f(x). 因为 f(t) = 如 ,所 以 有 f(z) = 
换 一 种 说 法 , 函数 FF 的 导数 为 z2. 我 们 说 FF 是 z? 的 反 


2Z2; 也 就 是 说 , (x) = Z2. 
导数 (关于 z). 你 能 想到 其 他 的 函数 , 它 的 导数 为 z? 吗 ? 这 里 有 一 些 : 
总 
(7) 


zx3 


3 
在 每 一 种 情况 下 , 我 们 都 可 以 发 现 导数 为 z2. ; 
中 C 为 任意 常数 ) 的 关于 x 的 函数 都 是 z 的 反 导数 . 还 有 
的 ! 我 们 在 11.3.1 节 已 经 得 到 了 这 个 结论 . 如 果 两 个 函数 有 


S 


H(z) 二 7，J 


事实 上 , 人 有 


3 
E 何 形式 为 本 +C( 其 
其 他 的 吗 ? 答案 是 否定 
日 同 的 导数 , 那么 它们 


的 差 是 个 常数 . 这 就 是 说 , 所 有 反 导 数 之 间 的 差 都 是 一 个 常数 . 因为 其 中 的 一 个 反 
导数 是 z3/3, 所 以 任何 其 他 反 导 数 一 定 是 x3/3 + C, C 是 任意 常数 . 等 一 下 , 刚才 


那个 奇怪 的 函数 也 是 z2 的 反 导 数 . 也 就 是 说 对 于 某 个 常数 C 有 
3 x3 

| t2dt = 十 C. 

现在 我 们 所 要 做 的 是 找到 C. 我 们 知道 


0 
F(0) = | t*dt = 0. 
0 


所 以 有 
03 


这 就 是 说 C =0. 现在 我 们 找到 了 一 直 在 寻找 的 公式 : 


. 3 
| t2dt 二 二 
3 


F 意 数 对 如 求 积 分 . 具体 情况 是 , 如 果 / 


最 后 , 要 从 0 到 和 ] 1 和 2 分 别 替 代 zx, 就 会 


得 到 熟悉 的 公式 : 


这 其 实 可 以 更 简单 , 我 们 将 在 下 一 


我 们 现在 用 一 利 


少 呢 ? 我 们 把 变 


鼎 


SS 


节 介 绍 . 首先 , 我 将 要 介绍 男 一 个 重要 的 知识 
F 何 一 个 连续 函数 的 反 导 数 . 例如 , e-* 的 反 导 数 为 多 


方式 去 建立 人 
Z 换 为 了 二 


三 | 
身 


2 
职 分 得 到 e-? 


I 有 反 导 数 为 


选 一 个 你 喜欢 的 数 作为 积分 下 限 (我 们 暂时 选 0), 求 


328 第 17 章 微 积分 基本 定理 


常数 0 可 以 被 任意 其 他 数 奉 代 , 替代 后 的 式 子 依然 成 立 . 当然 , 对 于 每 一 个 不 同 的 
积分 下 限 , 你 会 得 到 一 个 不 同 的 反 导 数 . 


17.3 ” 微 积 分 的 第 二 基本 定理 
上 一 节 f(t) = 如 的 例子 告诉 了 我 们 怎样 求解 J f(t)dt. 首先 , 我 们 知道 被 定义 


@= | 0 


的 函数 FP 是 函数 六 (关于 z) 的 反 导数 . 我 们 真 地 很 想 求解 (5), 因为 


-| rou 


-| f(t)dt = 0， 
因为 积分 上 下 限 是 一 样 的 . 
现在 , 假设 对 于 函数 有 其 他 的 反 导 数 , 我 们 称 之 为 G. 这 时 和 G 之 间 
的 唯一 不 同 是 相差 一 个 常数 , 所 以 有 G(z) = F(z) + C， 如 果 用 a 替代 x, 就 有 
G(a) = F(a) + C; 因为 由 上 述 计算 知 F(a)=0, 所 以 有 G(a) = C. 这 就 是 说 
F(x)= G(x)— C= G(r)— G(a). 
如 果 用 b 玲 代 x 我 们 有 


为 


我 们 知道 


换 一 种 方式 表达 , 即 


| sou= Gla). 


这 对 于 任何 反 导 数 G 都 是 成 立 的 . 注意 , 表达 式 里 已 经 没有 x 了 . 现在 要 做 的 是 把 
虚拟 变量 变 回 x, 再 把 函数 字母 由 G 变 回 已 , 这 样 就 有 了 如 下 的 结论 . 


微 积分 的 第 二 基本 定理 : 如 果 函 数 f 在 闭 区 间 [a, 中 上 是 连续 的 , F 是 的 任 
意 一 个 反 导 数 (关于 x), 那么 有 


[0 )dz = PF(b) — Fla). 


在 实践 中 , 我 们 通常 把 等 式 右 边 写成 F(a)| 的 形式 . 也 就 是 说 , 设 
b 


©O vin 
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2 
| 2Z2dz 
1 


为 例 , 第 一 步 我 们 寻找 z2 的 一 个 反 导 数 . 我 们 已 经 知道 za/3 是 一 个 反 导 数 , 所 以 


2 


2 3 
Z2dz = 各 
, 3 


1 
现在 把 x =2 和 z =1 代入 z3/3, 计算 它们 的 差 
23|2? /23 13 
| 0 (和 (> 
为 7/3. 还 有 另 一 个 例子 . 假设 要 计算 


/2 
| cos(Z)dz. 
Ax/6 


我 们 需要 知道 cos(z) 的 反 导 数 . 幸运 的 是 , 我 们 知道 一 个 反 导 数 , 它 是 sin(z). 毕 
竟 , cos(z) 是 sin(z) 关于 z 的 导数 . 所 以 有 
ra Am /x 让 
| cos(Z)dz = sin(Z) 人 Sin (=) sin (5) Nl 5 = 7 
在 之 后 的 17.6 节 中 , 我 们 会 看 到 更 多 的 例子 . 


17.4 不 定 积分 


到 目前 为 止 , 我 们 使 用 两 种 不 同 的 方法 计算 定 积分 : 黎 曼 和 的 极限 ( 太 烦 琐 了 
和 反 导 数 (不 算 太 糟糕 ). 很 显然 , 我 们 不 得 不 很 熟练 地 寻找 一 个 函数 的 反 导数 一 一 
事实 上 , 在 以 后 的 章节 中 , 这 种 技巧 非常 必要 . 所 以 , 可 能 需要 一 种 简单 的 表示 反 导 
数 的 方式 . 我 们 从 微 积 分 的 第 一 基本 定理 中 得 到 了 灵感 , 可 以 用 
| sa 
表示 “函数 f 的 反 导 数 的 集合 ”. 请 记 住 任何 可 积 函 数 都 有 无 限 多 个 反 导 数 , 它们 
唯一 的 不 同 是 常数 部 分 . 这 就 是 我 说 的 “集合 ”的 意思 . 例如 ， 
| Z2dz = + 

对 于 任何 常数 C 成 立 . 这 个 等 式 说 明 z2( 关 于 z) 的 反 导 数 是 xz3/3 十 C, 其 中 C 是 
任意 的 常数 . 如 果 忽 略 C, 那么 这 个 结果 就 是 错误 的 , 因为 这 样 只 会 得 到 一 个 反 导 
数 , 而 实际 上 我 们 需要 所 有 的 反 导 数 . 

如 果 你 知道 一 个 函数 的 导数 , 那么 就 会 很 快 求 出 这 个 导数 的 反 导 数 . 具体 情况 


是 : 


We 


可 


g 
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如 果 Fa = f(z)， 那么 | se = F(z)+C. 


上 述 例 子 适合 这 种 情况 : 


化 


| 2 0 | 区 
dz\3) 一 ， ea 


同样 地 , 有 


一 (sin(z)) = cos(z)， 因此 | cos(z)dz = sin(z) + C. 


到 目前 为 止 , 另 一 个 例子 为 (以 后 我 们 会 有 更 多 例子 ): 
d 1 


a = a 
(tan (0) = Tm 


次 提醒 , 常数 C 为 任意 常数 . 本 质 上 是 任何 可 导 函 数 只 有 一 个 导数 , 而 任何 的 

可 积 函 数 都 有 无 穷 多 个 反 导 数 . 

上 述 的 所 有 积分 都 是 不 定 积 分 . 通过 它们 有 无 积分 上 下 限 , 可 以 区 分 定 积分 和 

不 定 积 分 . 不 定 积分 没有 积分 上 下 限 , 而 定 积分 有 . 这 看 起 来 可 能 是 个 很 小 的 差别 ， 

且 实 际 上 这 两 个 积分 有 很 大 不 同 . 

。 定 积分 , 如 尼 f(z)dz, 是 一 个 数 . 它 表示 由 曲线 y = jz)、z 轴 以 及 垂 线 
z= 二 a 和 z= 所 围 成 的 面积 . 

。 不定 积分 , 如 f(z)dz, 是 一 个 函数 的 集合 . 这 个 集合 由 函数 f 的 所 有 反 导 
数 (关于 z) 组 成 . 这 些 函 数 仅 有 的 不 同 是 它们 的 常数 部 分 . 


例如 
2 3 
| 2Z2dz = . 而 | z2dz = +C. 
; 3 3 


如 果 不 是 微 积 分 的 第 二 基本 定理 , 那么 对 于 这 两 个 表达 式 使 用 同样 的 符号 / 将 
是 错误 的 . 幸运 的 是 , 不 定 积分 (或 者 反 导 数 ) 正 是 你 计算 定 积分 所 需要 知道 的 东 
西 , 所 以 我 们 在 两 个 表达 式 中 用 了 同样 的 符号 . 

这 里 有 不 定 积 分 的 两 个 性 质 , 它们 来 源 于 导数 的 相关 性 质 : 如 果 f 和 g 是 可 
积 的 , c 是 一 个 常数 , 这 时 


| 


因此 | Td 一 - tan™!(z) 十 CC. 


TS 


ye 


f(z) + g(x))dz = | f(x)dz+ | g(z)dz 


| cf (rz)dz = "| f(z)dz. 
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日 作为 乘 数 的 常数 可 以 移 到 积分 符号 之 外 . © 


也 就 是 说 , 和 的 积分 是 积分 的 和 , 并 ] 


例如 : 
[ee 十 9cos(Zz))dz = 5| Z2dz 十 | cos(Z)dz = 十 9sin(z) 十 C. 


的 常数 , 但 你 


注意 我 们 仅仅 需要 一 个 常数 一 一 尽管 5z3/3 和 sin(z) 都 有 它们 
可 以 把 这 两 个 常数 合并 到 一 起 . 顺便 说 一 下 , 适合 于 和 的 性 质 也 适合 于 差 : 
573 
Z) 十 C 〇 . 


[ee 一 9cos(z))dz = :| Z2dz 一 | cos(Z)dz = 和 9 sin 


次 提醒 , 只 需要 一 个 常数 . 
其 他 例子 之 前 , 我 想 对 微 积分 的 这 两 个 基本 定理 再 做 些 解释 . 微 积 分 的 第 


一 基本 定理 表明 
2| f(t)dt = 
请 记 住 


意义 上 讲 , 积分 的 导数 就 是 原始 的 函数 . 你 需要 注意 “积分 ”的 意义 , 
说 明 


从 某 种 意 》 
朗 和 是 积分 眼下 是 另外 仙人 的 第 一 本 定理 
b 
i 
RE 


中 是 了 的 反 导 数 . 这 就 是 说 f(x)= 一 


b 
d 
| zt (Wd = F(x) 


次 提醒 , 它 不 是 实际 的 


将 其 解释 为 一 个 函数 的 导数 的 积分 就 是 这 个 函数 本 身 . 
原始 函数 , 它 应 该 是 原始 函数 在 a 和 bb 两 点 数值 的 差 . 这 是 很 显然 的 , 微分 和 导数 
是 相反 的 运算 . 
现在 让 我 们 看 看 怎样 运用 微 积 分 的 基本 定理 去 解决 问题 
17.5 ”怎样 解决 问题 : 微 积分 的 第 一 基本 定理 
思考 一 下 怎样 计算 导数 
了 sin(t?)dt. 
3 
你 可 以 试 着 计算 /sin(#?)dt 这 个 不 定 积 分 , 再 把 x 和 3 代入 求 差 , 这 会 得 出 
| sin(t2)dt. 


3 
最 后 再 求 这 个 结果 的 导数 ， 为 什么 不 考虑 积分 和 导数 可 以 互相 抵消 的 性 质 呢 ? 毕 
竞 , 如 果 想 要 计算 (V54756)?, 没有 必要 浪费 时 间 先 计算 V54756 的 结果 再 去 平方， 
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可 以 直接 写 下 答案 54756. 同样 , 使 用 微 积分 的 第 一 基本 定理 可 以 得 到 


二 sin(t2)dt = sin(z2). 

所 有 需要 做 的 是 把 被 积 函 数 sin( 如 ) 中 的 t 改 为 z. 数值 3 对 我 们 的 计算 结果 没有 
影响 (参见 17.1 节 的 讨论 ). 顺便 说 一 下 , 在 计算 结果 后 面 放 上 “+C” 是 个 严重 的 错 
误 : 你 正在 求 导 , 而 不 是 反 导 ! 
当然 , 你 需要 灵活 掌握 这 个 知识 点 一 一 用 任何 字母 来 表示 变量 . 例如 ， 


d 2 
Ce cos(w’ln(w+5)) 
| 2 dw 
是 什么 意思 ? 我 们 可 以 用 z 替代 被 积 函数 中 的 w, 这 样 有 
qd ocos(w? n(wt+5)) qa 二 2cos(z2ln(z 十 5)) 
dz 


sr 


注意 -e 是 一 个 常数 , 但 再 一 次 提醒 的 是 , 它 可 以 用 任何 其 他 常数 奉 代 , 而 答案 会 是 
一 样 的 . (顺便 说 一 下 , 该 积分 具有 当 z > -5 时 才 有 意义 .) 

这 同上 一 厂 的 讲解 是 一 样 的 , 该 函数 的 变量 (也 就 是 对 谁 求 导 ) 就 是 积分 上 限 . 
所 有 需要 做 的 是 用 实际 的 变量 去 蔡 代 虚拟 变量 . 还 有 其 他 四 种 情况 , 我 们 分 别 看 看 . 


17.5.1 变形 1: 变量 是 积分 下 限 


考 夸 积 4 
df7 
志 | t3 cos(tln(t))dt 


问题 是 变量 是 积分 下 限 而 不 是 积分 上 限 . 没 问 题 , 只 要 把 > 和 7 互 换 , 再 在 新 的 积 
分 前 面 加 个 负 号 (参见 16.3 节 计 算 这 个 积分 ). 晤 可 以 得 到 


7 汉 
| t3 cos(tln(t))dt = (-J 友 end 
£ 


现在 把 负 号 移出 积分 符号 , 然后 使 用 微 积 分 的 第 一 基本 定理 解决 这 个 问题 . 如 果 
2 > 0, 该 结果 为 


一 Z3 cos(zln(7z)), 
实际 上 , 我 们 所 要 做 的 就 是 提取 被 积 函 数 , 用 变量 x 蔡 代 虚拟 变量 t, 再 在 前 面 加 上 
负 瑟 . 在 前 面 加 上 负 号 , 再 互 换 积 分 上 下 限 使 用 微 积分 的 第 一 基本 定理 , 这 很 重要 ， 
就 像 在 前 面 例 子 中 见 过 的 那样 . 
17.5.2 变形 2: 积分 上 限 是 一 个 函数 
这 有 另 一 个 例子 : 
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d 

dz 
因为 积分 上 限 是 xz? 而 不 是 x, 所 以 不 能 直接 使 用 微 积分 的 第 一 基本 定理 ， 
要 使 用 链 式 求 导 法 则 . 我 们 可 以 设置 这 个 积分 为 y, 然后 再 求 导 : 


y= | tan (#7 + 3t)dt. 
0 


我 们 想 要 计算 dy/dz. 因为 y 是 一 个 关于 z2 的 函数 , 而 不 直接 关于 zx, 我 们 可 以 设 
置 u = zx2. 这 就 是 说 


rx2 
| tan™ (#7 + 3t)dt. 
0 


y = | tan™ (#7 + 3t)dt. 
0 


链 式 法 则 告诉 我 们 ， 
dy dy du 
dz dudz’ 
而 第 一 基本 定理 告诉 我 们 ， 


1 tan™ 1(t"? + 3t)dt = tan (wu’ + 3u). 
du duj, 
又 因为 w= 2z2, 所 以 有 duw/dz = 2x. 这 样 ， 
dy dydu 三 和 各 帮 
人 (tan (wu' + 3u))(27). 
现在 需要 做 的 是 用 z2 蔡 代 几 可 得 
= 27tan !((z2)" + 3(22)) = 2z tan (zt + 322). 
7 
即 ， 
d 六 _1/7 ee 2 
一 tan (t+3t)dt=2rtan (x 十 3z). 
dz 


由 


你 把 它 分 解 时 , 这 并 不 太 精 . 
让 我 们 看 看 这 种 问题 的 另 一 个 例子 : 
fsin(g) 


-一 tan(cos(a))da 
dgj, 
是 怎么 回 事 儿 呢 ? 设 积 4 
sin(g) 
y= | tan(cos(a))da, 
4 
并 时 刻 提 醒 自 己 正在 计算 dy/dg. 现在 设 v = sin(g), 所 以 


y= | tan(cos(a))da. 
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通过 链 式 求 导 法 则 , 有 


dy dydu 
dg dudg 
根据 微 积分 的 第 一 基本 定理 : 
YY = 有 tan(cos(a))da = tan(cos(w)). 
因为 w= sin(q), 所 以 有 du/dg = cos(q), 上 述 积分 应 用 链 式 法 则 后 为 
d dy d 
二 三 = tan(cos(u)) cos(9). 
最 后 用 sin(q) 奉 代 wu, 这 样 有 


sin(g) 
| tan(cos(a))da = tan(cos(sin(g))) cos(g). 
4 J4 


你 可 能 在 同一 问题 中 过 到 过 上 述 两 种 情况 . 例如 , 计算 
d | 4 
一 tan(cos(a))da 
A tag) 


时 , 可 以 首先 交换 积分 上 下 限 , 在 前 面 加 上 一 个 减 号 , 这 样 有 
4 sin(g) 
d d 
一 tan(cos(a))da = 一 一 tan(cos(a))da. 
sin(g) dq 4 
现在 积分 上 限 像 我 们 上 道 例 题 那样 . 最 后 的 极限 结果 会 是 一 样 的 , 只 是 多 了 


个 负 号 ; 


4 sin(g) 
tan(cos(a))da = 一 一 tan(cos(a))da 


dg 4 


sin(9) 
= — tan(cos(sin(g)) cos(9). 


17.5.3 变形 3: 积分 上 下 限 都 为 函数 

这 是 另 一 个 更 为 复杂 的 例子 : 
2 | In(t? — sin(t) + 7)dt, 
dz J),s 
其 积分 上 下 限 都 是 关于 z 的 函数 . 解决 这 个 问题 的 方法 是 用 一 个 常数 把 这 个 积分 
分 成 两 个 部 分 . 在 哪里 分 开 这 个 积分 并 不 重要 , 只 要 所 使 用 的 常数 在 该 被 积 函数 的 
定义 域内 . 所 以 , 选 一 个 你 最 喜欢 的 数 一 一 我 们 选 0, 这 样 把 该 积分 分 为 ; 
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这 样 ， 便 把 这 个 问题 分 解 成 了 两 个 人 简单 的 导数 . 前 面 这 个 积分 就 是 前 面 两 种 情况 的 
过 交换 积分 上 下 限 , 并 在 前 面 加 上 和 负 号 , 我 们 有 

0 rs 
LL ls — sin(t) + 7)dt = ee In(t? — sin(t) + 7)dt. 
dz dz jh 


现在 通过 设 v = 使 用 链 式 求 导 法 则 , 然后 用 上 一 节 的 方法 . 计算 后 会 得 


人 


一 524n((z5)2 一 sin(z5) 十 7) = 一 5z4mn(zl0 — sin(z5) 十 了 ). 
这 个 导数 的 另 一 部 分 是 


6 


In(t? — sin(t) + 7)dt, 


dz i 
这 次 我 们 不 用 交换 积分 上 下 限 了 了 一 一 仅仅 设 v = z5 然后 再 次 应 用 链 式 求 导 法 则 . 
你 会 发 现 上 述 的 导数 等 于 
6z5ln((z5)2 — sin(x6) 十 7) = 6z5ln(z12 — sin(z6) 十 7). 
再 将 两 者 放 在 一 起 , 有 


下 


re 
d 下 
lIn(t” — sin(t) + 7)dt 


= 一 5z4n(zl0 -sin(z5) 十 7) 十 6z5m(z12 一 sin(z5) +7). 


17.5.4 变形 4: 导数 伪装 成 极限 


这 是 一 个 看 起 来 很 不 同 的 例子 : 
z+h 
lm E | logs(cos® (t) + 2)dt. 


这 不 是 一 个 导数 , 它 是 一 个 极限 . 实际 上 , 它 是 伪装 的 导数 (参见 6.5 节 关 于 这 种 极 
限 的 讨论 ). 技巧 是 对 于 某 个 常数 a 设 


F(x) = a logs(cos® (t) + 2)dt. 


也 可 以 用 一 个 指定 的 常数 , 或 则 干脆 就 使 用 a. 这 都 无 关 紧 要 , 因为 在 任何 情况 下 ， 
我 们 都 有 
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z+h 
F(z+h)— F(z)= | logs (cos® (t) + 2)dt. 


如 果 你 不 信 , 可 以 自己 校 验 一 下 ; 也 可 参见 17.2 节 . 在 任何 情况 下 , 关于 函数 了 , 我 
们 都 有 


= F(z). 


z+h 
， .F(z+h)— F(x) 
6 < 

lim 太 | logs(cos (t) + 2)dt im 记 


所 以 , 实际 上 对 于 任何 常数 a, 我 们 有 


z+h ;5 
1 
1 | logs (cos® (t) + 2)dt = | logs (cos® (t) + 2)dt. 
化 


看 , 我 告诉 过 你 , 这 个 极限 是 个 伪装 的 导数 ! 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 可 以 使 用 微 积 
分 的 第 一 基本 定理 , 通过 计算 可 知 该 极限 为 logs(coss(z) + 2). 


17.6 ”怎样 解决 问题 : 微 积分 的 第 二 基本 定理 

使 用 微 积 分 的 第 二 基本 定理 计算 定 积分 (这 是 计算 定 积分 的 方法 , 相信 我 ) 首 
先 要 找到 不 定 积分 , 然后 分 别 把 积分 上 下 限 代入 , 最 后 再 求 差 . 所 以 让 我 们 花 一 些 
时 间 讨 论 怎 样 找到 不 定 积分 (也 就 是 反 导 数 ), 然后 再 看 一 些 计 算 定 积分 的 例子 . 这 
只 是 积分 学 的 开始 , 在 后 两 章 中 , 我 们 将 会 看 到 更 多 计算 不 定 积分 的 方法 . 
17.6.1 计算 不 定 积分 

像 我 们 在 17.4 节 中 看 到 的 , 只 要 知道 一 个 函数 的 导 函 数 , 那么 就 一 定 会 知道 这 
个 导 函 数 的 反 导 数 . 我 们 已 经 给 出 了 一 些 例子 , 这 里 还 有 另 一 个 : 因为 


d 4 
pat 一 473 
(2) = 4z3， 


长 


0D 


所 以 立刻 可 知 
| 423dz = Z4 十 C. 
因为 常数 可 以 被 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 改写 为 
4| se =at+c 


现在 两 边 分 别 除 以 4: 


Q 


4 
3 L 
dz 二 一 十 一 . 
rdz 


这 很 好 , 但 C/4 看 上 去 有 些 作 . 任意 常数 除 以 4 得 到 的 还 是 任意 常数 . 所 以 可 以 上 
任意 常数 去 替代 C/4, 我 们 还 使 用 C, 这 样 有 


4 
ER 风 ， 
| zu- 开 十 C. 


心 


Pn 
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让 我 们 对 x 的 暴 重 复 这 个 计算 . 注意 
d 
(rotlYo 1)zx® 
Az )= (a+1)z 


fe +1)rzdz=2z"t!+C. 


如 果 a 关 一 1, 这 时 a 十 1 闯 0; 所 以 可 以 等 式 两 边 同 时 除 以 (a 十 1), 寺 


[ee 


a 二 +l1 


邓 它 写 为 


Q 十 1 
于 总 ， 


(再 一 次 提醒 , 我 们 用 C 替代 了 C/(a+1); 这 是 可 以 的 , 因为 C 仅仅 是 任意 常数 . ) 
那么 当 a = -1 时 , 情况 又 是 怎样 呢 ? 上 述 的 方法 并 不 适用 于 


| dz 
另外 , 从 9.3 节 可 知 


d 1 


去 (ne ) 小 三 本 因此 本 Lg = 1ln(x)+C. 
这 很 好 , 但 实际 上 我 们 可 以 做 得 更 好 . 你 看 , 除了 在 x =0 点 外 , 1/z 在 任意 一 点 都 
有 意义 , 而 In(x) 仅仅 当 x >0 时 才 有 意义 . 我 们 可 以 这 样 改写 来 弥补 这 个 不 足 : 
i a 三 ]nlz| 十 C. 
让 我 们 检查 一 下 刚才 的 计算 是 否 正确 . 我 们 需要 证 明 
az I?| = = 
对 于 所 有 的 xz 关 0 都 成 立 . 当 x >0 时 , 左边 就 是 In(x), 符合 要 求 ; 当 x <0 时 , |z| 
实际 上 等 于 -zx, 所 以 这 时 左边 为 
d 
元 了 (2 
它 看 起 来 很 奇怪 , 但 请 记 住 当 x <0 时 , -z 为 正 . 在 这 种 情况 下 , 通过 链 式 求 导 法 
则 , 上 述 的 导数 为 
d 1 1 
二 WS x 
所 以 我 们 已 经 证 明了 : 
| Tde 三 jn|lz| 十 C. 
参见 17.7 节 关 于 使 用 这 个 公式 的 技巧 . 与 此 同时 , 我 们 要 用 基本 的 求 导 公式 总 结 


相应 的 积分 公式 . 


d 
元 cosh(2) 一 Sinh(z) 


sinh(z)dz = cosh(z) 十 C 
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导数 和 积分 公式 
qd Gs Q 一 1 ad7z = Bet 十 C (如 四 天 一 1) 
a 一 QAX rT Qu 一 1 不 
d 1 1 
元 了 (z) 二 这 | 了 dz =lnlz|+C 
Ua [eu=e+o 
dz 
d T TX 人 这 b” 
d . 
二 sin(Z) 一 cos(Z) | cos(Z)dz = sin(x)+C 
化 
d 
cos(Z) = 一 sin(Z) | sin(Z)dz = 一 cos(Z) 十 C 
d 2 2 
本 tan(Z) = sec’ (zx) sec“(Z)dz = tan(Z) 十 C 
d 
二 sec(2) 一 Sec(Z)tan(Z) | sec(7X)tan(z)dz 一 sec(Z) 十 C 
d 2 2 
元 cot(z) = 一 CSC“ (2) csc (x)dz = 一 cot(Z) 十 C 
a 
d 
元 csc(2) = —csc(7X) cot(Z) | csc(Z)Jcot(Z)dz = 一 csc(Z) 十 C 
沁 
d 二 1 1 ey 
到 和 (x) = > | a (Z) 十 C 
d 1 I 
二 tan (7) I 二 训 [= (Z) 十 C 
中 1 1 _1 
一 -Sec 过 dz = Sec +C 
a | i (2) 
d 
元 sinh(2z) = cosh(7x) | cosh(x)dz = sinh(z) 十 C 
化 
有 


也 


如 我 们 所 知 , 在 上 述 微 分 公式 
乘 以 a 就 可 以 了 . 例如 : 


] az 替代 z， 那么 把 每 一 个 相应 的 公式 


汀 


巧 


二 tan(7Z) = 7sec2(77). 
但 如 果 是 积分 呢 ? 现在 这 个 规则 是 这 样 的 : 如 果 你 用 az 替代 x, 这 时 需要 把 相 
© wps 


式 除 以 a. 例如 : 
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1 
sec2(7zZ)dz = tan(7z) 十 C. 


从 这 个 例子 被 7 除 可 以 直接 看 出 这 个 说 法 是 正确 的 . 这 有 另 一 个 例子 ， 
ez/3dz， 


你 可 以 把 x 看 作 被 -1/3 倍 的 z 替代 ; 所 以 除 以 -1/3 可 得 
| e-*/3dx = es ee +CO=-—3e ?3+4+0. 


再 多 练习 一 个 怎么 样 ? 考虑 
1 
| 


1 
| Ey 
现在 可 以 把 «看 作 被 V 如 普 代 -所 以 除 以 v 可 得 
iT 3 - 访 o 了 

在 后 两 章 中 , 我 们 将 会 看 到 更 多 更 复杂 的 计算 反 导 数 的 技巧 , 但 也 要 先 记 住 这 
个 简单 的 , 因为 常数 作 倍数 是 积分 中 常见 的 现象 
17.6.2 计算 定 积分 

微 积 分 的 第 二 基本 定理 告诉 我 们 , 为 计算 

b 
| f(z)dz, 

最 后 求 它们 的 差 


仅仅 需要 先 找到 它 的 反 导 数 , 然后 把 zx = a 和 xz = 分 别 代入 ， 
在 17.3 节 中 , 我 们 已 经 看 到 了 一 些 例子 , 现在 再 看 5 个 例子 . 首先 , 考虑 


2 
| Z4dz. 
一 1 


zott 
zdz= 十 C， 
Q 十 工 


我 们 知道 z4 的 反 导 数 是 xz5/5. 没有 必要 考虑 这 个 常数 , 你 可 以 选择 任何 反 导 数 ， 
我 们 简单 地 选取 C = 0 这 个 反 导 数 . 所 以 有 
|- 引 人 的 -(G)- 人 的 -( 动 - 
加 5 | 5 5 5 5 5 
使 用 括号 很 重要 , 因为 这 样 可 以 避免 丢掉 负 号 ! 现在 你 可 能 会 考虑 , 如 果 我 们 使 用 
不 同 的 反 导 数 情况 会 是 怎样 . 这 个 想法 很 好 , 但 常数 最 后 是 会 被 抵消 的 . 例如 , 如 
果 你 选 x5/5 一 1001 作为 它 的 反 导 数 , 这 样 会 得 到 


这 个 积分 可 以 改写 为 


a 


通过 使 用 公式 
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2 


| zdz = (5 1o0! ) = (S = to0! ) (= 一 wo0! ) 
3 (GS) 1001 (二 ) 十 1001. 


注意 -1001 和 +1001 这 两 项 相互 抵消 了 , 我 们 得 到 的 正 是 之 前 的 结果 . 这 个 方法 
给 我 们 的 启迪 是 , 当 计算 定 积 分 时 可 以 忽略 常数 C. 
第 二 个 例子 是 : 
= 二 4 
| 一 dz. 
一 e2 仑 


常数 4 可 以 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 我 们 需要 使 用 公式 
| Tde = lnlz|+C. 
述 总 结 的 公式 表 中 可 以 看 出 , 4in|z| 是 4/z 的 反 导 数 . 所 以 有 
一 1 


述 
= 
| 2 = 4ln|z 


= (4ln|—1|)— (4nl -ee2) = 4In(1) — 4In(e’?) = 一 8. 


元 oa 


在 这 儿 , 我 们 使 用 了 1n(1) = 0,In(e?) = 2ln(e) = 2. 


第 三 个 例子 是 
上 (sec?(z) — 5sin (3)) dz. 


你 应 该 马上 就 能 看 出 来 , 应 该 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 : secz(z) 和 sin(z/2), 不 
考虑 第 二 个 积分 外 面 的 常数 .根据 公式 表 可 得 ,sec2?(z) 的 反 导 数 为 tan(z); 对 于 
sin(z/2), 它 的 反 导 数 是 一 cos(z/2) 除 以 1/2, 因为 x 可 以 被 它 的 常数 倍 z/2 所 蔡 
代 . 这 样 结果 为 -2cos(z/2)( 因 为 除 以 1/2 和 乘 以 2 是 等 价 的 ). 综合 在 一 起 , 我 们 


sec? (2) — 5sin (5)) dx = (tan(s) 5 x ( 2 cos (5))) 
(an 十 10 cos (全)) 一 (ma 十 10 cos (3)) % 


你 可 以 发 现 最 终结 果 为 6V3 - 10， 
这 是 第 四 个 例子 : 


nx/3 


0 


9 
1 


TVT 
解 这 道 题 的 技巧 是 把 被 积 函 数 写 为 -3/2 的 形式 . 确信 你 理解 这 种 写法 ! 现在 我 们 
可 以 使 用 公式 表 里 的 | x*dz 解决 这 个 问题 . 
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| | £3/2dz = — 0 


这 区 的 最 后 一 个 例子 为 


| 十 一 A 
不 要 因为 把 dz 写 在 分 子 的 位 置 就 看 不 懂 了 , 其 实 就 是 换 了 一 个 写法 , 它 与 下 式 等 


1 
| VIT 一 9zZ2 
我 们 用 (3z)2? 蔡 代 9z2， 0 有 


1/6 


了 -| VIT 一 (3z)? 3 
从 上 面 的 公式 表 可 知 
E = sin-1(z 
a 一 S (Z) 十 C. 
昌 我 们 需要 除 以 3, 因为 z 被 3z 替代 . 现在 计算 这 个 定 积分 的 值 : 


(Ba x))- (BonneGxon) (8x 


这 里 我 们 利用 了 sin-! ( 


> 


17.6.3 面积 和 绝对 值 
在 16.1 节 中 , 我 们 见 过 


| sin(Z)dz = 0, 
因为 坐标 轴 上 下 的 面积 可 以 互相 抵消 . 图 17-5 是 这 个 
积分 的 图 像 . 
我 们 可 以 用 反 导 数 的 方法 来 计算 这 个 定 积 


图 17-5 | sin(x)dz = 一 cos(Z) = (一 cos(T)) — (— cos(—7)) 
了 =-(-D+(-D=0 


如 果 不 考虑 面积 的 正 负 , 也 就 是 只 计算 实际 面积 , 那么 刚才 的 例题 又 是 怎样 呢 ? 
在 16.4.1 节 中 , 我 们 看 到 了 解决 这 个 问题 的 例子 : 这 个 以 平方 为 单位 的 面积 等 于 


| |sin(z)|dz. 
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我 们 的 方法 是 把 这 个 原始 积分 在 它 与 x 轴 的 交点 处 分 成 两 部 分 , 这 时 再 取 每 一 部 
分 的 绝对 值 : 
工 0 开 
| |sin(x)|dz = | sin(Z)dz| 十 | sin(x)dz|. 
一 元 —n 0 


我 们 可 以 使 用 它 的 反 导 数 一 coszx 计算 这 两 个 积分 的 结果 , 它们 分 别 为 -2 和 
2, 我 把 这 个 计算 工作 留 给 你 .如 果 简 单 地 把 这 两 个 数 加 到 一 起 , 就 得 到 了 有 问 面 
积 为 0 平方 单位 ; 但 如 果 首 先 取 绝 对 值 , 那么 就 可 得 到 这 个 面积 的 实际 值 , 它 是 
| 一 2| 十 |2| = 4 平方 单位 . 
现在 来 看 看 求 两 条 曲线 间 的 面积 的 例子 . 我 们 在 16.4.2 节 中 已 经 说 明 该 怎样 
计算 , 但 现在 可 以 使 用 微 积分 的 第 二 基本 定理 这 个 强大 的 工具 来 帮助 我 们 解决 问 
题 . 我 们 可 以 求 图 17-6 所 示 的 不 规则 图 形 的 面积 . 
我 们 计算 由 y = zx、vy = 1/z 和 直线 z =2 所 围 成 的 面积 . 需要 找到 y = zx 和 
y 二 1/7 的 交点 : 设 z = 1/z 可 以 得 z2 = 1; 也 就 是 说 , z =1 或 x = 一 1. 在 这 个 图 
像 中 , 交点 的 横 坐 标 为 正 , 所 以 我 们 选择 z =1. 因为 y=z 在 y= 1/zx 的 上 边 , 我 
们 用 上 边 的 函数 减 下 边 的 函数 并 求 积 分 可 得 
2 
阴影 部 分 面积 = | (sa 
1 


化 


可 以 容易 地 使 用 1 zadz = zet1/(a 十 1) 十 C 求 xz 的 反 导 数 , 当 w = 1 时, 该 反 
导数 为 z?2/2; 并 且 我 们 也 知道 , 1/z 的 反 导 数 为 In|z|. 所 以 上 述 积 分 等 于 


刀 
2 2 2 
二 (5 mal) (5 mil) = 2—1n(2)— 3 十 ]n(1). 


2 
(§ — ln|lz ) 
2 1 


图 17-6 
化 简 后 为 3/2 一 In(2), 即 我 们 要 计算 的 这 块 面积 为 3/2 一 In(2) 平方 单位 .现在 


让 我 们 看 看 图 17-7, 如 果 计 算 这 个 面积 该 怎样 做 ? 
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2 
新 的 阴影 部 分 面积 | ke-3 
1/2 


但 实际 上 这 是 不 对 的 . 你 看 , 在 区 间 1/2 和 1 之 间 曲 线 y = x 不 在 函数 y=1/z 的 
上 边 . 在 16.4.2 节 中 我 们 讨论 过 这 个 问题 , 实际 上 需要 取 被 积 函数 的 绝对 值 ; 


2 
ummm | 
1/2 


0 


dz = 


1 
Tz— 二 
zr 


“ [CD fe 


我 们 已 经 求 过 第 二 个 积分 , 它 的 结果 为 3/2 一 1n(2), 因为 In(2) < In(e) = 1, 所 以 这 
个 值 是 正 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 有 


De 可 
生生 


= 了 on H+m (3) = =3 In) 
在 这 里 可 以 使 用 9.1.4 节 中 的 对 数 法 则 , 把 In(1/2) 改写 为 In(1/2) =ln(1)-ln(2) 或 
ln(1/2) = In(2-1), 这 样 就 可 以 说 In(1/2)= 一 In(2). 请 注意 3/8-ln(2) 的 值 为 负 . 当 
在 [1/2,1] 这 个 区 间 时 ,z 是 比 1/z 小 的 ,所 以 xz 一 1/z 的 积分 为 负 . 我 们 取 3/8 一 In(2) 
的 绝对 值 , 即 jn(2)--3/8. 所 以 有 


1 
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微 积 分 的 方法 . 请 看 图 , 我 们 可 


妈 


十 


1 
| (2- :) dz 
1/2 人 


我 们 要 计算 的 阴影 部 分 面积 是 9/8 平方 单位 . 实际 上 计算 这 个 面积 可 以 不 用 
以 发 现 y = z 和 yY =1/z 关于 直线 y =z 对称, 所 以 


[ 果 把 这 个 模 形 物 移动 到 直线 y = x 的 上 边 , 这 时 它 组 成 了 一 个 三 角形 , 如 图 17-8 
所 示 . 


图 17-8 


这 个 三 角形 的 底 和 高 都 是 3/2 单位 , 所 以 它 的 面积 为 9/8 平方 单位 , 同 我 们 刚 
才 计 算 的 结果 是 一 致 的 ! 


17.7 技术 要 点 


在 17.6.1 节 , 我 们 知道 


1 
| 一 dz = In|z| 十 C. 
也 


尽管 每 个 人 都 这 样 写 这 个 公式 , 但 从 技术 上 说 这 并 不 正 
有 的 1/z 的 反 导 数 . 虽然 对 于 每 个 不 同 的 常数 C, Inlz| - 


但 


实际 上 还 有 更 多 . 要 知道 原因 , 让 我 们 看 看 函数 y =In|zx 


. 你 知道 , 我 们 想 要 求 所 
C 都 是 它 的 一 个 反 导 数 ， 
的 图 像 , 如 图 17-9 所 示 . 


这 个 图 像 有 两 部 分 , 我 们 可 以 任意 上 下 移动 其 中 的 一 部 分 , 却 不 影响 它 的 导数 


上 


结果. 例如, 如 果 把 左边 的 图 像 向 上 移动 一 个 单位 , 把 右边 的 图 像 向 下 移动 1/2 
个 单位 , 图 像 将 会 如 图 17-10 所 示 . 
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y=1n|zl 
=IN| 太 


17-10 


该 函数 不 是 In|z|+C 这 种 形式 , 但 是 它 的 导数 仍然 是 1/z. 所 以 我 们 真 的 需要 
常数 项 , 这 两 项 是 不 同 的 , 每 一 项 对 应 这 两 个 函数 中 的 一 个 : 


| TL 二 十 Ol 如 果 z < 0， 
了 dz 一 


两 个 


Injz| 十 C。 如 果 z > 0. 
我 们 通常 只 写 一 个 而 不 写 两 个 常数 的 原因 是 , 在 一 次 计算 中 只 用 到 了 一 


数 . 考虑 以 下 三 个 积分 : 
e 一 工 e 
| dy | sie | i 
» —e 光 —1 


在 第 一 个 积分 中 , 我 们 只 用 到 了 y =1/z 图 像 的 右 侧 分 支 . 同样 , 我 们 对 第 二 个 积分 
只 用 了 图 像 的 左 侧 分 支 . 通过 计算 可 得 , 这 两 个 积分 的 结果 分 别 为 1 和 -1. 至 于 
第 三 个 积分 , 我 们 需要 使 用 这 个 图 像 的 两 个 分 文 了 , 但 出 问题 了 : 在 区 间 [-1, el 有 
条 垂直 渐 近 线 x =0, 我 们 不 知道 怎样 去 做 . 事实 上 , 在 第 20 章 的 反常 积分 中 , 我 

们 将 学 习 如 何 处 理 这 种 类 型 的 积分 . 而 本 例 中 , 由 于 这 条 垂直 渐 近 线 使 得 第 三 个 积 
分 看 起 来 没有 意义 . 所 以 对 于 

b 

| dl 

,TY 


这 种 类 型 的 定 积分 有 意义 的 情况 是 当 a 和 同时 为 正 或 同时 为 负 . 在 任何 一 种 情 
况 下 , 我 们 只 需要 使 用 其 中 的 一 个 分 支 , 没有 必要 考虑 两 个 常数 的 问题 了 . 


SB 
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在 17.2 节 中 , 我 们 给 出 了 微 积 分 第 一 基本 定理 的 大 致 证 明 . 现在 , 我 们 要 使 这 
个 定理 更 加 严谨 . 回顾 这 个 式 子 : 


F(z) | f lt)dt, 
我 们 要 计算 F(zx). 我 们 已 经 看 到 


346 第 17 章 微 积分 基本 定理 


z+h 
F(z+h)— F(z) = | f(b)dt. 


假设 h >0. 根据 积分 学 的 中 值 定理 有 (参见 16.6.1 节 ), 在 区 间 [zx,z+ 首 上 有 个 党 
数 c 使 得 


成 立 . 这 样 , 我 们 有 


了 十 几 
Fe+D-ea=| f(t)dt = hf(c) 


对 于 某 个 在 区 间 [x,z 十 四 内 的 常数 c 成立 . 实际 上 对 于 <0, 这 个 等 式 也 是 成 立 
的 , 这 时 的 区 间 就 变 为 |[z 十 有 ,2z], 因为 在 这 种 情况 下 x 十 h < z. 而 等 式 的 两 端 同时 
除 以 及 有 


F(z+h)— F(z) 
一) yo) 
关键 点 是 : 当 z 是 一 个 固定 数 时 (暂时 ), 数 e 的 变化 是 由 决定 的 , 而 且 它 在 
Zz 和 zz 十 h 之 间 . 可 能 我 们 需要 重 写 这 个 方程 为 : 
F(z — F(x) a 


这 样 写 就 强调 了 c 是 由 决定 的 . 当天 一 0 时 情况 又 怎样 呢 ? 这 个 值 cj 被 夹 在 了 

Zz 和 Zz 十 hh 之 间 , 所 以 当 有 hh 一 0 时 , 根据 三 明治 定理 (参见 3.6 节 ) 我 们 有 cn 一 zZ. 

另 一 方面 , 因为 函数 f 是 连续 的 , 当 h 一 0 时 ,一定 有 f(cs) 一 f(x). 也 就 是 说 ， 
bm + = ji (6) = J) 

这 足以 说 明 严 (z) = f(x), 这 就 完成 了 这 个 定理 的 证 明 . 至 于 微 积 分 的 第 二 基本 定 

理 , 实际 上 已 经 在 17.3 节 中 证 明 过 了 , 所 以 我 们 可 以 进入 下 一 章 的 学 习 了 ! 


第 18 章 ”积分 的 方法 I 
让 我 们 开始 发 展 一 套 求 反 导数 的 技巧 . 在 这 一 章 中 , 我 们 将 要 学 习 以 下 方法 : 
。 换 元 法 (也 可 以 叫 变 量 替 换 ); 
@ 分 部 积分 法 ; 
。 使 用 部 分 分 式 对 有 理 函 数 求 积分 . 
在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 关于 三 角 函 数 的 更 多 技巧 
18.1 换 元 法 


对 


村 


用 链 式 求 


到 


对 于 任意 
多 少 呢 ? 


你 可 


是 很 容易 的 . 这 个 积 


法 则 , 我 们 可 以 很 容易 地 求 出 er 


| 


常数 C 成 立 . 所 以 我 们 求 得 
能 认为 求解 积分 


d 
元 (e” ) = 2zez . 


总 2 
2xe” dz =e” 十 C 


了 27zez 


| ez dz 


分 好 像 3 


实 上 ee” 


的 反 导 数 表达 式 


=} 


是 很 复杂 


积分 或 一 些 其 他 方法 


.) 你 会 不 会 


不 难 


求 , 但 这 是 不 可 能 的 ! 


的 . (要 1 


x 


十 算 这 个 积 4 


因子 2z 是 出 现在 指数 位 置 的 x? 的 导数 . 现在 , 像 我 们 在 17.4 节 


”关于 z 的 积分 . 那么 


关于 z 的 导数 , 请 看 


1 中 见 过 


的 , 可 以 得 


ez ”的 积分 为 


所 
日 


里 然 不 是 完全 不 可 能 


能 ， 
尔 需 要 


求助 无 穷 级 数 、 


但 事 


-x 


A 


认为 , er /2z 为 这 个 函数 的 反 导 数 呢 ? 不 是 . 你 可 


以 使 用 除法 规则 对 这 个 函数 求 导 (关于 x), 求 导 后 的 结果 和 e* 有 天 壤 之 别 . 


能 让 我 们 解 出 /2zer dz, 是 
E 考 虑 从 下 面 


导 法 则 之 后 的 x? 的 


要 求 这 个 带 着 z3 的 余弦 函数 的 反 导数 , 我 们 有 


于 2z 这 个 基 


导数 . 现 如 


这 几乎 和 被 积 函 数 纪 


的 一 个 因子 


只 


来 有 些 难 了 . 但 是 常 娄 


让 我 们 从 设 上 = z3 开 


可 0 ! 分 符 


台 , 所 


| 2Z2 cos(Z3)d7z. 


因子 的 存在 , 该 


子 


恰 , 


丛 就 是 链 式 求 


的 不 定 积分 开始 : 


线 希望 : 


22 相 匹配 一 一 这 上 


以 cos(z3 


) 变 为 cos(t). 我 人 


=} 


不 是 一 个 问题 


里 面 的 z3 的 导数 是 3z2. 
EE 仅仅 是 常数 3 使 得 问题 看 起 
号 的 外 边 去 , 所 以 这 3 


] 的 目的 是 : 要 月 


蔡 


有 Bit 
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代表 达 式 中 的 每 一 个 z. 你 可 能 会 说 上 述 积 分 是 变量 x 统治 的 领地 , 但 我 们 要 把 它 
变 成 t 的 领地 . 我 们 已 经 把 cos(z3) 替换 掉 , 但 还 需要 考虑 替换 z? 和 dx. 

事实 上 , dz 是 很 重要 的 .你 不 能 随便 地 把 它 改 为 dt! 因为 t+ = x3, 所 以 有 
dt/dz = 3z2. 我 站 可 以 把 dz 移 到 等 式 的 右 侧 , 这 样 有 dt = 3z2dz， 先 不 要 考虑 
这 意味 着 什么 , 我 们 将 会 在 18.1.3 节 中 讨论 . 好 , 现在 把 等 式 两 端 同时 除 以 3 得 
es 这 样 , 对 于 原 积分 函数 , 我 们 可 以 去 掉 xz? 和 dz, 而 用 dt 去 赫 代 , 像 


3 
| Z2 cos(Zz3)dz = | cos(Z3)(z2dz) = | cos(t) (ia 


这 样 : 

中 间 的 过 程 不 是 很 必要 , 但 把 zz 和 dz 放 到 一 起 可 以 帮助 我 们 更 清楚 地 看 到 它们 
被 dt/3 所 代替 . 无 论 如 何 , 现在 我 们 都 可 以 把 1/3 移 到 积分 符号 的 外 边 , 然后 再 求 
积分 ; 所 以 有 


22 cos(z3)dz = | cos(t) 3dt = ;| cos(t)dt = 3 sin() +C. 


如 采 仅 仪 把 答案 写 为 3 sin(D) 1 C, 这 样 未 免 有 些 懒 . 我 们 从 变量 z 开始 , 然后 变 为 
2 t, 现在 让 我 们 再 变 回 z. 这样 做 并 不 难 : 仅仅 用 za 替代 t 即 可 . 所 以 最 后 的 
案 为 


1 
| Z2 cos(Zz3)dz = 下 sin(zZ3) 十 C. 


我 们 可 以 通过 求 3 sin(za) 对 z 的 导数 来 校 验 这 个 结果 是 否 正 确 

让 我 们 再 来 看 些 例子 . 首先 , 考虑 

e2zsec2(e2z)dz。 
因为 sec? 里 面 的 变量 是 讨厌 的 ez, 所 以 我 们 用 t 去 蔡 代 它 . 假设 t= e2. 求 
导 可 得 dt/dz = 2e22. 现在 把 dz 移 到 右边 可 得 dt = 2e2*dz. 从 全 号 里 
面 的 样子 , 我 们 re 2 所 以 两 端 同时 除 以 2 可 得 2dt = czrdz. 把 刚 
才 的 积分 变 为 以 上 为 变量 , 我 们 有 
| e2zsec2(e27)dqz = | sec?(e**)(e2*dz) = | sec?(t) (ia 

现在 把 因子 1/2 移出 积分 符号 , 然后 积分 可 得 tan(t) + C. 最 后 再 回 到 以 xz 为 

变量 的 状态 , 只 要 用 e2? 蔡 代 上 这 样 我 们 证 明了 
ezsec2(e27)dqz = 3 tan(e™”) +C. 

次 提醒 , 你 可 以 通过 对 右边 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 正确 . 
来 看 男 一 个 例子 : 


18.1 换 元 法 
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3z2 十 


| 


2Z3 十 7X 一 9 


水 
7. 


这 个 例子 看 起 来 很 难 . 幸运 的 是 , 如 果 我 们 对 分 母 z3 + 7z 一 9 求 导 可 得 3z2 十 7. 
因此 可 以 通过 设 t = x3 十 7z 一 9 来 求解 . 因为 dt/dx = 3z2 + 7, 所 以 可 以 写 为 
dt = (3x2 十 7)dx. 用 上 做 变量 , 积分 的 结果 为 
3z2 十 7 1 1 
现在 用 xz3 十 7z 一 9 来 替代 可 以 回 到 以 xz 为 变量 的 状态 . 这 样 结果 为 
3z2 十 7 
实际 上 , 这 是 一 种 特殊 情况 : 如 果 f 是 可 导 函 数 , 那么 
f'(7) 
dz = ln CO. 
[| 否 [f(z)|++ 
所 以 如 果 分 子 为 分 母 的 导数 , 这 时 的 积分 结果 恰恰 是 分 母 的 对 数 ( 分 母 要 取 绝 对 值 
并 加 C)， 我 们 可 以 通过 设 t = f(x) 来 证 明 . 这 时 dt/dz = f(z), 所 以 有 dt 
了 (zx)dz. 如 果 用 链 式 法 则 把 由 x 为 变量 变 为 由 t 为 变量 的 状态 , 这 时 就 回 到 
| 名 | 3 | Lal si oat 
这 事实 上 是 说 , 在 上 述 例子 
3z2 十 7 
2Z3 十 72 一 9 
中 , 可 以 把 答案 写 为 In|x3 十 7x 一 9| 十 C0, 因为 分 子 恰恰 为 分 母 的 导数 . 有 时 分 子 是 
分 母 导 数 的 倍数 , 像 这 样 : 
| 
22 二 8 
分 母 的 导数 是 2z, 但 在 分 子 的 位 置 仅 有 z. 没 问 题 , 乘 以 一 个 2 再 除 以 一 个 2, 像 这 
样 : 
也 1 27 
| #3 | se 
现在 你 可 以 把 答案 写 为 了 hlz? + 引 + C 了 , 因为 分 子 (2z) 恰恰 是 分 母 (2 上 +8) 的 
导数 . 最 后 考虑 
1 
dz. 
| zln(z) 


做 这 道 


题 的 最 好 方法 是 把 这 个 积分 重 写 为 
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Veo, 
[2 


请 注意 分 母 m(z) 的 导数 就 是 分 子 1/z. 根据 刚才 方 框 里 的 公式 , 这 个 积分 的 结果 
为 n|In(zx)| +C, 这样 有 


1 
| — dz=ln|ln(z)|+C. 


zln(x) 

18.1.1 换 元 法 和 定 积分 

在 定 积分 中 也 可 以 使 用 换 元 法 . 解决 这 样 的 问题 有 两 种 方法 . 例如 , 计算 
/x/2 


2Z2 cos(Z3)dz， 


0 
可 以 先 计算 不 定 积 分 | x? cos(zs)dz, 然后 把 积分 上 下 限 写 上 . 在 上 一 节 中 , 我 们 已 
经 计算 过 这 个 不 定 积 分 了 . 为 了 简便 , 我 们 用 t+ = x3 做 换 元 , 注意 dt = 3z2dz, 所 
以 jd 二 zx2dx, 这 时 为 


1 1 1 
| Z2 cos(Z3)dz = | cos(t) T 到 全 | cos(t)dt = 5 sin(t) 十 C = sin(Z3) 十 C. 


事实 上 最 后 一 步 换 回 到 z 很 重要 . 无 论 如 何 , 关键 是 我 们 已 经 找到 了 它 的 导数 为 
z2 cos(z3), 并 且 可 以 使 用 17.3 节 中 微 积分 的 第 二 基本 定理 去 解决 问题 : 

| 三 sin(zal& 三 (Ssn(( ‘ 3)’) ) = (sn ， 

0 
通过 计算 可 得 结果 为 1/3. 所 以 使 用 换 元 法 计算 定 积分 的 一 个 方法 是 : 先 求 不 定 积 
分 , 然后 分 别 代入 积分 上 下 限 去 求 定 积分 . 

这 里 还 有 一 个 方法 ! 在 整个 计算 过 程 中 你 都 一 直 计 算 定 积 分 , 但 一 定 要 记 住 
把 积分 的 上 下 限 也 用 变量 t 来 表示 . 我 们 在 例子 中 , 用 上 = z3 去 换 元 , 然后 使 用 
dt = z2dz 换 到 以 变量 为 + 的 积分 . 现在 当 z =0 时 , 我 们 有 += 03 = 0, 所 以 积分 
下 限 为 0. 但 对 于 积分 上 限 , 当 z= R73 时 , 我 人 有 + 二 (3/573) = x/2. 这 就 是 
说 , 我 们 必须 把 积分 上 限 换 为 x/2. 综 上 所 述 , 这 道 题 换 元 后 的 结果 为 : 

| 


1 x/2 
2Z2cos(Zz3)dz = = | cos(t)dt. 
0 


我 们 很 快 就 会 完成 这 道 题目 , 但 请 注意 如 果 把 积分 上 限 写 成 这 样 就 大 错 特 错 了 : 
二 
| 
因为 我 们 现在 正在 对 t 而 不 是 x 求 积分 , 因此 积分 上 下 限 也 是 以 t 为 变量 . 事实 上 
我 们 可 以 以 被 积 函 数 的 变量 为 积分 上 下 限 的 变量 , 从 而 使 该 积分 更 容易 求解 , 像 这 


cos(t)dt， 


4 


样 
7 一 Am/2 1 t=n/2 
| zZ2 cos(Z3)dz = ;| cos(t)dt 
z=0 t=0 
这 真 的 强调 了 我 们 正在 做 的 事 : 当 z =0 时 ,上 也 为 0; 当 z = /rt/2 时 ,t= /2. 所 
以 我 们 总 结 一 下 , 实际 上 有 三 次 换 元 : 
(1) dz 一 一 要 用 dt 来 表示 它 , 可 以 借用 被 积 函 数 里 的 其 他 带 有 >z 的 项 来 做 相 
应 的 变化 ; 
(2) 把 被 积 函 数 里 所 有 带 有 z 的 项 都 用 t 来 表示 ; 
(3) 积分 上 下 限 也 用 t 来 表示 . 
让 我 们 来 完成 这 道 题目 . 最 好 的 方法 是 把 计算 过 程 写 在 左边 , 像 这 样 : 
8/1/2 /2 1 
上 一 23 | Z2 cos(Z3)dz = | 3 cos(t)dt 
dt = 372dzx, 所 以 xz?2dz = 5dt 1 . /2 
当 z = 二 0,t=0 二 
当 z = Yr/2,t = 1/2 (Bsn )- (3 sin(0 0)= 最 
注意 , 在 开始 计算 右边 之 前 要 先 把 左边 的 准备 工作 做 完 , 因为 我 们 要 使 用 左边 所 有 
的 信息 完成 以 t 为 变量 的 转换 . 
这 里 还 有 一 个 看 起 来 更 复杂 的 例子 : 
V3/2 
a dz 
| sin 1(z)VI1 一 zZ2 
先 问 间 你 自己 ， 在 这 个 被 积 函数 中 ， 有 哪 一 项 是 另 一 项 的 导数 吗 ? 我 们 很 幸运 ， 
sin~1(z) 的 导数 为 1/V1- z2， 所 以 试 着 做 替换 上 = sin-1(z)， 的确 , dt/dx = 


1/V1 一 22, 所 以 有 


1 
dt = a 

我 们 还 需要 把 积分 上 下 限 用 t 来 玲 代 , 把 x = 1/V2 和 xz = V3/2 分 别 代 入 t= 
sin !L(z), 分 别 得 到 t= x/4 和 t= x/3, 只 要 你 还 记得 反 三 角 函 数 的 基本 知识 ! ( 参 
见 第 10 章 复 习 这 方面 的 知识 .) 我 们 把 这 些 东 西 综合 在 一 起 , 可 得 : 

t= sin !(z) V3/2 1 

1 dz 
dt = i b sin 1(z)VI 一 2Z2 
当 z = 全 ( 方 ) = 三 a In|t| 请 
V2 V2 4 nx/4 t A/4 
= ,t= in (2) -3 = ln 引 -| 下 =m (外 ) 


全 EP 
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为 得 到 这 个 最 后 的 化 简 结果 , 我 们 需要 知道 基本 的 对 数 运算 法 则 (参见 9.1.4 节 ). 
最 好 你 能 记 住 这 些 . 

顺便 说 一 下 , 如 果 你 目光 锐利 , 会 注意 到 上 述 换 元 实际 上 是 上 一 节 最 后 例子 的 
特例 . 这 给 了 我 们 一 个 新 方法 去 求解 积分 


3/2 
| Tr 
让 我 们 从 不 定 积 分 开始 , 把 它 重 写 为 
1 a 
sin™ 1(z i Sin 
注意 分 子 正 好 是 分 母 的 导数 ， 下 雇 汽 们 要 到 分 得 的 绝对 人 的 对 数 , 得 到 最 后 的 答案 
为 


| 站 =1ln|sin '(z)|+C. 
现在 为 了 计算 这 个 定 积分 , 可 以 把 原始 的 积分 上 下 限 1/V2 和 V3/2, 一 次 一 个 地 代 
入 In|sin (zx)| 表达 式 , 然后 再 求 差 . 我 把 计算 的 细节 留 给 你 去 做 . 

这 儿 有 一 个 关于 换 元 法 的 不 同 的 问题 . 在 16.1.1 节 中 , 我 们 说 过 


如 果 三 是 一 个 奇 函 数 , 这 时 对 于 任何 a 都 有 | i 
你 怎样 证 明 这 是 正确 的 呢 ? 我 们 从 在 z 0 点 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 开始 : 


| ie- 人 i flz pat | oe 


对 于 等 式 右边 的 第 一 个 积分 , 用 上 = -z 去 替代 . 这 时 dt = -dz. 并 且 我 们 看 到 当 
t=-a 时 ,z=a; 当 t=0 ef 所 以 有 


0 0 a 


| re =-| f(—t)dt = je t)dt. 
在 最 后 一 步 , 我 们 用 负 号 切换 积分 上 下 限 . 因为 函数 f 为 奇 函数 , 所 以 f(-t) = 


一 f(#), 这 表明 了 
| f(-t)dt = -| f(t)dt. 
现在 , 如 果 我 们 把 虚拟 变量 变 回 x, 那 就 证 明了 随后 的 这 个 结果 : 
[em 
这 个 等 式 只 有 在 函数 f > 总 之 , 我 们 可 以 回 到 最 初 的 方程 并 使 用 
刚才 的 这 个 结果 : 


Q 0 Q Q Q 
| f(x)dz = | f(z)dz+ | f(x)dz = -| f(x)dz+ | f(x)dz = 
三 吉 一 Q 0 0 0 


我 们 的 任务 完成 了 ! 
18.1.2 ”如何 换 元 

你 怎样 选择 被 奉 代 的 函数 呢 ? 这 是 个 很 好 的 问题 . 基本 思想 是 寻找 其 导数 也 在 
被 积 函 数 中 的 那些 部 分 . 在 积 4 


1 
| sin 1(z)VI 一 22 
中 , 我 们 选择 t= sin :(z) 换 元 , 因为 它 的 导数 1/V1 一 z2 也 恰恰 在 被 积 图 数 中 . 在 
下 列 积分 中 这 个 方法 也 适用 : 
| sin (7) a esin (2) a | 1 

VI- Vi-? Vsin-!(z)(1 — 2) 

在 以 上 为 变量 的 情况 下 , 这 些 积分 分 别 变 为 : 
| | etdt 和 | Ft 


前 两 个 积分 很 容易 观察 出 来 , 但 第 三 个 就 不 那么 容易 了 , 需要 把 平方 根 拆 开 并 观察 
使 用 换 元 法 怎样 计算 


1 1 1 
dz 三 | dx. 
Vsin-1(z)( 一 2Z2) Vsinrllz) VI 一 2 
现在 确定 你 能 准确 计算 出 上 述 以 + 为 变量 的 积分 , 然后 可 以 再 把 它们 替换 回 以 z 为 


变量 的 积分 . (对 于 第 三 个 积分 , 如 果 把 1/VE 写 为 {7172 会 方便 我 们 计算 . ) 无 论 怎 
样 计算 , 你 都 会 分 别 得 到 


:一 工 
人 +C，esm TO 和 2Vsinrlz)+C， 
把 得 到 的 每 一 个 结果 求 导 以 校 验 我 们 的 计算 是 否 正确 . 
有 时 怎样 换 元 并 不 很 明显 . 例如 , 怎样 计算 积分 


| Td 
可 能 想象 出 来 的 罕 代 为 + = ez,t = e2z,t = e2z 十 1 后 两 个 换 元 并 不 能 解决 问题 ， 
因为 在 这 两 种 情况 中 dt = 2e??dz, 但 被 积 函 数 的 分 子 中 没有 e2z 这 项 . 所 以 我 们 设 
t = ez, 这 时 有 dt = ezdz, 该 项 正好 出 现在 分 子 . 至 于 分 母 , 我 们 可 以 把 e2? 改写 为 
(ez)2, 这 就 是 妇 . 所 以 
| iu = | 一 
这 个 积分 的 结果 为 tan-1(t) 十 C. 再 把 它 换 回 以 z 为 变量 的 积分 , 有 


| 二 dz 一 tan 1(ez) 十 (> 


dzx. 
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对 于 任何 常数 C 都 成 立 . 我 们 可 以 对 等 式 的 右 端 求 导 来 校 验 这 个 结果 是 否 正 确 . 
我 们 再 看 一 个 例子 : 


| ZY3z 十 2d7z. 

关于 计算 Yaz 二 5 这 种 类 型 的 积分 , 我 们 有 一 个 非常 好 的 方法 . 可 以 简单 地 设 上 = 
Vaz 十 0, 在 求 dt 之 前 先 两 边 同 时 n 次 方 . 所 以 : 
在 换 掉 Waz 十 6 之前, 设 t= War 十 b 并 对 等 式 t? = az 十 b 两 端 求 
所 以 , 我 们 设 t= 37x 十 2. 为 找到 dt, 把 等 式 两 端 5 次 方 , 得 到 = 3x 十 2. 现在 把 
这 个 新 的 等 式 两 端 同时 对 合适 的 变量 (由 链 式 法 则 决定 ) 求 导 , 得 5t4dt = 3dzx. 5t4 
是 此 关于 t 的 导数 ,3 是 3z+2 关于 z 的 导数 . 所 以 , 我 们 找到 了 可 以 用 t 表示 3 
dz 的 表达 式 , 等 式 两 端 同时 除 以 3 就 得 到 了 dx 的 表达 式 . 在 本 例 中 有 

dz = td 


和 


(通过 写 出 关于 x 的 表达 式 z = 3 ( 嫩 - 3), 再 两 边 同时 对 + 求 导 也 可 得 上 式 .) 现在 
让 我 们 重新 看 看 这 个 积分 .该 积分 表达 式 有 三 项 : rz、857 二 5 和 dx. 第 二 项 就 是 
t, 我 们 已 经 找到 了 用 t 表示 第 三 项 的 表达 式 . 那么 第 一 项 x 该 怎么 处 理 呢 ? 我 们 知 
道 荡 = 3z + 2 所 以 可 以 重新 整理 这 个 等 式 得 = = 3 (上 5 一 2). 这 样 , 这 个 积分 表达 


| ZV37 十 2d7z = | GG — 2)(t) x at dt. 
现在 我 们 先 做 乘法 然后 再 积分 可 得 


5 10 5 5 11 5 6 
一 t —2t)dt= ~—t ——t s 
:| I Tp 
4 回 到 以 x 为 变量 的 积分 : 用 t= (3z + 2)75 再 其 换 得 
5 ] 11/5 5 | 6/5 J 


你 应 该 试 着 自己 解决 这 个 问题 , 把 你 的 解 题 思路 写 在 计算 过 程 的 左边 , 就 如 前 面 例子 
中 演示 过 的 那样 . 并 且 你 也 应 该 把 所 得 的 积分 结果 求 导 , 校 验 是 否 会 得 到 xz V3zx 十 2. 
顺便 说 一 下 , 你 是 否 注意 到 这 道 题 用 的 换 元 法 同 我 们 以 前 的 换 元 有 何不 同 ? 确实 有 
一 点 点 不 同 . 在 其 他 例子 中 , 我 们 用 的 方程 是 dt=( 关 于 z 的 函数 )dz, 然而 在 这 个 
例子 中 我 们 写 为 dz = tdt. 这 种 写法 对 于 计算 很 有 帮助 , 因为 我 们 可 以 直接 蔡 代 
dz. 在 所 有 的 其 他 例子 中 , 我 们 不 得 不 找到 一 个 已 经 存在 的 x 的 表达 式 的 常数 倍 才 
有 机 会 化 简 . 在 19.3 节 中 , 我 们 将 要 看 到 能 直接 奉 代 dz 的 其 他 例子 . 
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总 的 来 说 , 对 于 怎样 换 元 没有 硬性 规定 . 你 需要 跟着 直觉 走 , 这 个 直觉 只 有 在 
才 会 越 来 越 正确 . 可 以 尝试 任何 你 想到 的 换 元 . 如 果 换 元 后 
的 积分 比 原始 的 积分 更 糟糕 , 或 者 你 找 不 到 任何 方法 把 每 一 个 变量 都 化 成 t 变量 ， 


你 做 了 大 量 的 习题 之 后 


那 也 不 要 着 急 : 你 仅仅 需要 做 的 是 


了 回 到 原始 积分 , 然后 尝试 其 他 的 换 元 . 


现在 , 在 介绍 分 部 积分 法 之 前 我 需要 再 阐述 两 点 .第 一 点 是 换 元 方法 的 识别 ， 


我 将 在 下 一 节 介 绍 这 点 . 第 二 点 是 对 换 元 法 的 总 结 , 即 


。 对 于 不 定 积 分 ,用 上 和 dt 分 


。 对 于 定 积分 ， 


的 用 t 表达 的 积分 , 最 后 
用 t 和 dt 分 别 表示 带 有 z 的 表达 式 和 dz, 并 且 也 要 把 积分 上 


别 表示 带 有 z 的 表达 式 和 dz, 然后 再 求 这 个 新 


了 换 回 到 | x; 


下 限 换 为 与 t 相关 , 这 时 计算 这 个 新 的 积分 (没有 必要 再 回 到 以 x 为 变量 的 


状态 ). 当然 也 可 以 上 


18.1.3 换 元 法 的 理论 解释 

假设 你 想 在 某 些 积分 中 做 这 样 的 换 元 t= z2, 这 样 就 得 到 dt/dz = 2z, 改写 为 
dt = 2xdz. 在 某 种 意义 下 , 这 是 一 利 
际 意义 . 我 们 知道 dt/dz 是 导数 的 一 种 表示 , 但 在 第 13 章 中 dt 和 dz 仅仅 被 定义 
为 微分 . 所 以 dt = 2zdz 究竟 意味 着 什么 ? 一 个 好 的 解释 是 , 当 t 发 生 微小 变化 时 ， 


它 的 变化 量 是 它 所 对 应 的 x 的 微小 变化 量 的 2z 倍 . 实际 上 在 5.2.7 节 中 有 过 这 种 


] 男 一 个 方法 , 就 是 先 把 它 看 成 不 定 积分 去 计算 结果 , 然 
后 再 把 积分 上 下 限 分 别 代入 求 最 后 的 结果 . 


Fh 没有 意义 的 陈述 一 一 毕竟 dt 和 dz 没什么 实 


类 型 的 表达 式 . 你 可 以 采 


个 更 好 的 方式 : 仅仅 使 


用 这 种 方式 去 观察 它 , 看 怎样 用 黎 曼 和 解释 它 , 但 这 里 有 
链 式 法 则 . 


设想 你 已 经 做 了 一 个 换 元 t= 9(z), 我 们 用 以 上 为 变量 的 /f(t)qt 结束 求解 , 设 


因为 t= g(x), 所 以 
子 : 


我 所 做 的 就 是 分 别 月 


效 的 , 我 们 需要 证 明 


fa 


可 得 dt = 9(z) 


结果 为 R(t) 十 C(C 为 常数 ). 所 以 这 个 积分 以 t 为 变量 可 写 为 


tjdt = F(t)+C. 


dz, 这 样 上 述 方 程 可 以 转化 为 以 x 为 变量 的 式 


| f(g(x))g (x)dz = F(g(x))+C. 


日 g(x) 替代 ,月 


上 述 等 式 是 正确 的 , 设 h(x) = F(g(z)), 根据 链 式 法 则 (参见 


yg/(z)qz 替代 dt. 如 果 你 想 证 明 这 个 替代 是 有 


6.2.5 节 第 一 部 分 ), 1(z) = (g(x))g'(x) 是 正确 的 . 我 们 可 以 以 不 定 积分 的 形式 来 


表达 : 


| F'(g(z))g (2)dz = h(z) + C. 
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因为 h(x) = (g(x)), 我 们 有 
| F'(g(x))g (zr)dr = F(g(7))+C. 


现在 , 因为 (Ddt = PW) 二 ,所 以 PP(D) = f(D); 因为 4= 9(o), 我 们 有 P(g(z) = 
f(g(z)). 这 样 上 述 等 式 变 为 


| jg(z))g(z)dz = 下 (g(z)) 十 C 


这 正 是 我 们 要 证 明 的 ! 

顺便 说 一 下 , 这 个 漂亮 的 等 式 可 以 帮助 我 们 证 明 一 种 换 元 法 , 这 种 方法 恰恰 就 
是 我 们 在 上 一 节 最 后 例子 之 后 讨论 过 的 . ( 当 我 们 学 习 19.3 节 的 三 角 换 元 法 时 , 将 
会 一 次 又 一 次 地 见 到 这 个 方法 ). 第 二 种 换 元 法 是 , 不 设 t= g(x) 而 是 对 于 一 些 函 
数 g 设 z = g(t), 这 样 用 g'(t)qdt 替代 dx. 在 这 种 情况 下 , 最 初 的 积分 / f(z)dzx 现 
在 变 为 


| f(g(t))g (bdt. 


现在 可 以 计算 出 这 个 积分 了 , 然后 再 回 到 以 x 为 变量 的 积分 上 . 根据 我 们 刚才 证 明 
的 漂亮 的 等 式 , 其 中 用 t 将 代 了 x, 我 们 看 到 上 述 积分 等 于 F(g(t)) 十 C, 其 中 五 是 
f 的 反 导 数 . 这 时 的 结果 恰恰 就 是 F(z) + C, 这 正 是 我 们 想 要 的 . 所 以 这 个 方法 很 
有 用 , 我 们 证 明了 此 换 元 法 的 合理 性 . 


18.2 “分 部 积分 法 
我 们 已 经 看 到 换 元 法 是 怎样 道 用 链 式 求 导 法 则 的 . 还 有 一 种 方法 可 以 逆 用 乘 
积 法 则 , 我 们 称 之 为 分 部 积分 法 . 让 我 们 回忆 一 下 6.2.3 节 的 乘积 法 则 : 如 果 ww 和 
v 是 关于 z 的 函数 , 则 有 


dz dz dz 
让 我 们 重新 写 一 下 这 个 等 式 , 然后 两 边 同 时 再 对 x 求 积分 , 得 到 


dv d du 
| vz = | 去 (Co)dz 一 | vz de 
等 式 右 侧 的 第 一 项 是 函数 wo 导数 的 反 导 数 , 所 以 它 等 于 uv+C. 其 实 +C 是 不 必要 
的 , 因为 等 式 右 侧 的 第 二 项 已 然 是 个 不 定 积分 : 它 自 动 包含 一 个 +C. 所 以 我 们 已 


经 证 明了 
dv du 
| vzde 二 Uv 一 | vd 


这 就 是 分 部 积分 公式 , 这 种 形式 非常 实用 , 但 我 们 还 有 这 种 形式 的 简单 写法 , 更 方 
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泻 


便 . 如 果 我 们 用 


dv 替代 于 dz, 用 du 替代 Sdz, 会 得 到 公式 
a 


| 一 WO 一 | vdu. 


再 一 次 提醒 , 这 仅仅 是 公式 的 简写 形式 , 但 这 种 写法 确实 很 实用 . 让 我 们 看 看 它 怎 
样 帮助 我 们 解决 问题 . 假设 我 们 想 求解 


| Ze7"dz. 


换 元 法 看 起 来 不 管用 了 ( 试 试看 是 否 能 解决 问题 ), 所 以 我 们 尝试 使 用 分 部 积分 法 . 


首先 要 得 到 /wudv 形式 的 积分 , 这 样 才能 应 用 分 部 积分 法 .有 很 多 种 方法 可 以 化 


成 这 种 形式 , 但 有 一 种 很 管用 的 方法 : 设 wu = x 并 且 dv = er*dx. 这 时 我 们 有 
J zezdz = [udv. 


现在 我 们 使 用 分 部 积分 法 , 需要 找到 du 和 v. du 很 容易 找到 : 我 们 知道 == 


所 以 du=dz. 为 


bh 么 v 怎样 找 呢 ? 我 们 有 dv = erdz, 所 以 v 究竟 是 多 少 呢 ? 仅仅 对 


这 个 等 式 两 侧 同 时 求 积 分 : / dv = J erdz. 这 就 是 说 v = ez + C. 实际 上 我 们 并 不 


需要 这 样 的 v， 
仅仅 设 v = ez. 


我 们 现在 要 开始 应 用 分 部 积分 公式 了 , 其 中 必 = zx, du = dz, v = ez, 并 且 
dv = ezdz. 使 用 这 个 公式 的 最 简单 方式 是 


行 如 下 蔡 代 ; 


仅仅 需要 能 给 出 dv = e*dz 这 种 形式 的 v 所 以 我 们 可 以 忽略 +C 


留 有 一 定 间 隔 地 写 下 这 个 公式 , 然后 进 


| dv =uv -| v du 
一 一 
| = 


现在 仍然 有 一 个 积分 被 简 下 了 , 唯一 被 剩 下 的 1ezdz 的 结果 为 ez + C. 把 这 个 加 进 
去 , 就 得 到 / zerdz = zer - er +C，( 从 技术 角度 来 说 应 该 是 ~C, 而 不 是 +C; 但 


减 一 个 常数 也 就 是 加 这 个 常数 的 相反 数 , 区 分 这 个 是 没有 必要 的 .) 
为 了 能 计算 出 du 和 vw, 我 建议 你 这 样 来 写 : 


UU 二 多 :一 


du = dv = e®dzx, 


这 时 通过 对 求 导 和 对 dv 求 积 分 来 填写 空白 处 : 


你 能 很 容易 地 月 


uU= 7 v= ee? 
d = dz dv = edz. 
分 部 表达 式 奉 代 这 个 积分 , 因为 我 们 已 经 做 好 了 所 有 的 准备 工作 . 


你 究竟 为 什么 决定 选择 w =x 和 dv = ezdz 呢 ?” 为 什么 我 们 不 设 = ez 和 
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dv = zdz 呢 ? 我 们 可 以 这 样 做 的 . 在 这 种 情况 下 , 会 有 


v= ee? 1 一 2 
du 一 ezdz dv = zdz; 
注意 我 们 通过 对 dv = zdz 求 积 分 得 到 wv = =z2 ( 记 住 我 们 不 需要 +C). 这 时 , 通过 


分 部 积分 法 有 


| dv 一 人 wv | 人 du 
| ea=| ez wdz 二 -| 37 


整个 解 题 过 程 没有 任何 错误 , 但 它 很 不 实用 . 你 看 , 最 后 这 个 积分 是 比 原始 积分 更 
2 的 积分 ! 所 以 我 们 最 好 使 用 第 一 种 方法 . 通常 来 说 , 如 果 你 在 表达 式 里 面 见 到 

”好 好 待 它 , 它 是 你 的 朋友 , 因为 它 的 积分 是 它 自 己 . 这 里 的 规则 是 : 如 果 e 存 
i 通常 让 dv = erdz, 因为 这 样 可 以 很 简单 地 得 到 w 即 为 ex. 


里 面 有 很 多 复杂 的 情况 . 有 时 你 需要 多 次 计算 分 部 积分 . 例如 , 你 怎样 计算 
| 2Z2sin(z)dz? 


是 一 个 乘积 的 形式 , 所 以 换 元 法 不 适用 , 我 们 试 着 用 分 部 积分 法 . 这 里 没有 
有 sin(z), 这 也 非常 好 . 让 我 们 设 w = zZ2, 并且 dv = sin(z)dz. 我 们 得 到 
u= 72 v = — cos(z) 
du 一 2zdz dv = sn(Z)dz; 
我 们 通过 对 dv = sin(z)dz 求 积分 可 得 v = 1sin(z)jdz = 一 cos(z)( 记 住 没 有 必 
十 0O). 所 以 我 们 有 


| dv = VU 一 人 du 


pe 一 一 一 一 
| 2Z2 sin(z)dz = Z2 (一 cos(z)) 一 | (— cos(7x)) 2zdz 


一 一 z2 cos(z) +| cos(Z) :2xdx. 


现在 我 们 把 2 从 最 后 的 积分 中 提出 来 , 我 们 将 要 完成 这 个 积分 , 只 要 知道 /zcos zdz 
的 积分 结果 . 这 比 我 们 的 原始 积分 表达 式 要 简单 , 原始 表达 式 里 是 z2 而 现在 仅仅 
为 z 了 , 毕 苋 余 弦 函 数 和 正弦 函数 是 非常 相似 的 . 所 以 再 一 次 用 分 部 积分 法 . 我 们 
假设 U=z 并且 dV = cos(z)dz; 这 次 我 使 用 大 写字 母 是 因为 前 面 已 使 用 了 小 写字 
母 . 现在 我 们 有 


18.2 ”分 部 积分 法 359 


以 三 这 V = sin(z) 
dU=dx dV = cos(Z)dz， 


ra vv -| vo 


一 一 ~ 
2 cos(zjdz = x sin(z) 一 | sin(z) dz. 
我 们 已 经 知道 | sin(z)dz = - cos(z) + C, 所 以 有 
| 2 cos(Zz)dz = zsin(z)+ cos(z)+ OC. 
我 们 几乎 快 完 成 了 , 仅仅 需要 做 的 是 把 这 些 代入 最 开始 的 表达 式 里 : 
| Z2sin(z)dz = 一 Z2 cos(z) + 2x sin(z) 十 2cos(z) 十 C. 
次 强调 , 我 不 写 +2C 因为 它 只 是 一 个 常数 . ) 

有 时 在 两 次 分 部 积分 之 后 情况 并 未 好 转 . 在 这 种 情况 下 , 如 果 你 运气 好 , 那 
将 会 得 到 原始 积分 的 倍数 . 如 果 你 很 不 走运 , 那 只 有 把 刚才 的 计算 扔 到 一 边 , 重 
再 来 了 . (如 果 你 很 不 走运 , 那么 原始 积分 就 可 能 会 被 正好 约 掉 , 这 样 就 一 点 忙 也 帮 O 
不 上 了 !) 这 种 情况 到 底 是 什么 样 的 , 这 里 有 一 个 例子 : 

cos(z)e2zdz， 


这 个 被 积 函 数 既 包含 余弦 函数 又 包含 指数 函数 , 但 我 更 倾向 于 用 指数 函数 , 所 以 , 我 
们 设 w= cos(z), dv = e2zdz. 得 到 


一 、 
| 


1 
u = cos(z) v 二 Se 


du = — sin(x)dz dv = J 


( 当 你 对 ex? 求 积 分 以 求 v 时 , 别 息 记 要 除 以 2. ) 这 样 , 我 们 有 
u dv v v du 
A 和 
| cos(Z) e2zdz = cos(z a | i sin(Z))dqz 
1 a el z 
= cos(Z)e27 十 ;| sin(z)e2zdz. 


IB Ld eh la ne 是 等 同 的 , 所 以 我 们 
选择 的 这 种 计算 方法 是 否 合适 还 不 是 很 清楚 . 无 论 如 何 , 我 们 先 坚持 这 种 方法 , 再 
次 用 分 部 积分 法 . 这 次 我 们 设 U = sin(z), dV = ezzdz. 我 们 看 看 得 到 什么 : 
U = sin(z) V= 5ez 
dU = cos(zJjdrz dV = e2*dz. 


通过 分 部 积分 法 , 我 们 有 
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| rr w= 


-一 ~ . 
sin(z) ezzdz = sin(z) Be — 


把 这 两 次 计算 合并 到 一 起 , 有 


1 1/1 1 
| cos(z)e27dz = 3 cos(Z)e2z 十 (3 sin(Zje2z 一 = | cjewdz] 


2 2 


1 TX 1 3 rT 1 化 
cos(Z)e2z 十 林 sin(Z)e2z 一 ;| cos(Z)e27dz， 
这 能 帮助 我 们 计算 吗 ? 是 的 . 我 们 注意 到 等 式 两 端 出 现 了 同样 的 积分 , 有 


了 把 这 两 个 


积分 都 移 到 等 式 的 左边 . 事实 上 ， 我 们 可 以 在 等 式 两 侧 同 时 加 上 原始 积分 的 1/4, 这 


样 可 以 把 等 式 右边 的 积分 消 掉 , 再 加 上 一 个 常数 C 得 到 
cos(Zje2dz = 3 cos(z)ez 年 sin(zjez 0. 

现在 我 们 在 等 式 两 侧 同 时 乘 以 4/5 得 到 

cos(z)e"dz = 2 cos(2)e” 十 ssin(z)e” +C. 


次 提醒 , 我 们 不 写 +S0, 仅仅 写 +C 来 表示 常数 .) 


a 


种 情况 下 , 这 种 类 型 的 积分 没有 乘积 的 形式 . 这 种 类 型 的 积分 有 : 


种 情况 下 , 应 该 设 v 为 这 个 函数 本 身 , 并 让 do = dx. 例如 , 计算 


tan™! (zx)dzx, 
0 
我 们 设 u = tan-1(7x), dv = dz, 这 时 有 
u = tan™!(z) = 
1 
一 一 一 dz dv 一 
1 ， 2 a 


并 且 有 (我 们 暂时 忽略 积分 上 下 限 


a du 
1 
1 a 1 a 
Es (Z)dz = tan  (Z)2 | si 


= xtan !(z)— | Td 
x 


ln(z)dz， | ayan [Ee | war 
这 就 是 说 , 如 果 积 分 是 反 三 角 函 数 或 In(z) 的 窜 的 形式 , 可 以 用 分 部 积分 法 . 在 


这 里 有 为 一 种 > 类 型 的 各 ! 分 也 需要 用 到 分 部 积分 法 , 但 是 它 的 计算 更 复杂 . 在 这 
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使 
以 我 们 有 


nt 


? 我 们 知道 对 数 和 反 三 角 函 数 ! 8 
以 便 计算 定 积分 (我 
也 六 


你 怎么 得 到 这 个 最 后 答案 的 呢 


是 正确 的 . 同时 注意 , 我 们 先 计算 不 定 积 
转移 到 以 wu 和 w 为 变量 上 来 ). 这 
分 法 求解 一 个 定 积 分 的 表达 式 时 , 先 寻 找 它 的 不 定 积分 , 最 后 再 提 


让 我 们 下 


忆 
Gy 
一 


中 p 和 9 为 多 项 式 . 这 种 类 


22 十 9 


用 18.1 节 最 后 的 方法 , 右 侧 的 积分 等 


: 样 对 一 个 有 理 函 数 


£7) 1 


) 生 消 ? 日 


1 


0 


坦 吊 契 


法 
澡 
立 


个 很 好 


的 方法 . 


分 式 
}. 我们 将 要 


计 


TT 


1 
7 — in(2). 
确保 你 相信 上 述 答 案 
们 要 先 把 积分 变量 


是 说 , 当 用 分 部 积 


书 积 分 上 下 限 代 入 . 


算 积 分 


0 


化 


7d7: 


dz A 


Z3 十 1 


这 些 题目 看 起 来 有 些 复杂 . 也 有 一 些 简单 的 例子 


1 
| 二 [€ 


1 
Tr | od 和 | 


后 面 这 四 个 积分 也 是 有 
换 元 法 求解 这 些 积 分 ，( 这 
t= x +9.) 
式 分 解 . 

基本 方法 : 


首先 


个 


理 函 
前 面 两 个 积分 的 分 母 是 线性 方程 的 窜 , 而 


会 看 怎样 处 理 
更 简单 的 有 理 函数 的 和 的 形式 ; 然后 将 看 到 如 何 对 这 些 简 和 


数 的 积分 , 但 相对 简单 


2Z2 十 9 
些 ， 我 们 可 以 尽量 使 用 
这 四 道 题 的 换 元 分 别 是 上 = xz 一 3,t = x 十 5,t = x/3 和 


一 二 十 37z 一 


2 dz. 


有 理 


后 两 个 是 


函数 , 我 们 通过 一 些 代数 运算 把 


不 能 医 


二 次 函数 


它 分 解 成 几 


我 们 

一 个 常数 除 以 一 个 线性 函数 , 要 

研究 这 些 代 数 运算 , 然后 

完整 的 例子 . 

18.3.1 部 分 分 式 的 代数 运算 
我 们 的 目的 是 把 一 个 有 下 


数 的 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 . 如 果 不 是 这 样 ， 


所 以 在 下 面 这 些 例子 中 : 


提 到 的 这 些 更 简单 的 有 理 函 数 就 


象 刚才 最 后 那 四 个 一 样 : 
个 线性 函数 除 以 一 


么 像 一 


函数 分 成 许多 更 简单 的 部 分 . 第 一 


和 的 有 型 


个 二 次 函数 . 我 们 将 首先 
再 用 微 积 分 的 方法 . 最 后 我 将 总 结 这 种 方法 , 并 给 出 一 个 


EE 了 疯 数 求 积分 . 
它们 看 起 来 要 么 像 


步 是 确保 这 个 函 


我 们 需要 先 做 


个 多 项 式 的 除法 . 
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2 eR 
Ee 
Xz2—1 ZL 


第 一 例 很 容易 , 因为 很 显然 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 . 但 第 二 个 例子 就 不 那么 容 
易 了 , 因为 分 子 的 次 数 同 分 母 的 次 数 是 一 样 的 (都 是 2). 如 果 分 子 是 三 次 或 更 高 次 ， 


那 我 们 会 有 同样 的 麻烦 . 这 样 的 话 , 我 们 要 做 一 个 多 项 式 的 除法 . 为 此 , 将 其 写 为 
分 母 ) 分 子 . 
人 来 看 我 们 的 例子 
2 po 3] 
7z2—1 ? 
这 道 题 的 除法 算式 如 下 : 
22 一 1 入 z2 十 和 一 3 
52Z2 一 5 
你 十 2 
这 个 除法 告诉 我 们 , 商 为 5, 余数 为 z+2. 所 以 有 
5z2 二 7 一 3 2 十 2 
Z2-1 ”22 一 1 


如 果 等 式 两 边 同 时 对 zx 求 积 分 , 我 们 有 


5z2 十 Z 一 3 2Z 十 2 
| 一 u=| (s+ A ) a 


现在 , 我 们 能 把 这 个 积分 分 成 了 两 部 分 , 并 且 对 第 一 部 分 求 积分 , 我 们 看 到 原始 的 


积分 变 为 
z+ 二 2 Zz 二 2 


这 个 新 积分 的 分 子 次 数 为 1, 分 母 次 数 为 2, 这 正 是 我 们 想 要 的 结果 . 现在 我 们 可 以 
继续 计算 了 . 

接 下 来 , 我 们 将 要 分 解 分 母 中 的 因 式 . 如 果 分 母 是 一 个 二 次 函数 , 请 检验 它 的 
判别 式 : 像 在 1.6 节 中 那样 , 如 果 判 别 式 为 负 , 你 不 能 对 它 进 行 因 式 分 解 . 否则 , 可 
以 手动 进行 因 式 分 解 或 使 用 二 次 公式 . 如 果 分 母 很 复杂 , 你 就 不 得 不 猜想 一 个 根 ， 
然后 再 用 多 项 式 的 除法 . 
贱 在 因 式 分 角 分 8 之 后 下 一步 本 下 的 不 本 作 "分 部 这 是 通过 把 分 的 一 
个 或 更 多 的 因 式 加 到 一 起 构成 的 , 它 依据 如 下 的 规则 . 

(1) 如 果 有 线性 式 (zx + a), 那么 这 个 分 部 有 如 下 形式 : 
4 
Z 十 Q 
(2) 如 果 有 线性 式 的 平方 (z 十 a)?, 那么 这 个 分 部 有 如 下 形式 : 
4 B 
(z+ a)? 让 十 Q 


上 
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(3) 如 果 有 二 次 多 项 式 (z2 + az 十 中 , 那么 这 个 分 部 有 如 下 形式 : 
Az+B 
X22 二 +ar+t+b 

这 些 都 是 很 常见 的 例子 . 也 有 一 些 不 常见 的 例子 . 

(4) 如 果 有 线性 式 的 三 次 方 (z + ao)3, 那么 这 个 分 部 有 如 下 形式 : 

4 B C 
(z+a)3 (Zz +a)? z+a 
(5) 如 果 有 线性 式 的 四 次 方 (z 十 a)4, 那么 这 个 分 部 有 如 下 形式 : 
4 B CO D 
(z+ a)4 (z+a)3 (z+a)? z+a 

注意 : 分 部 仅仅 由 分 母 决定 , 同 分 子 没有 关系 ! 并 且 当 我 们 使 用 常数 A、B、C、D 
时 , 记 住 不 能 在 不 同 的 表达 式 里 重复 使 用 这 些 字母 . 所 以 , 你 需要 使 用 字母 表 中 后 
续 的 字母 . 在 刚才 的 例子 O 


十 2 
| 记 和 Idz 
中 , 分 母 是 (z 十 1)(z 一 1); 所 以 我 们 有 两 个 线性 因子 , 分 部 为 : 
4 万 
2 一 1 和 Z 十 1 
我 们 不 能 两 次 使 用 4, 所 以 在 第 二 项 使 用 B. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 使 用 字母 Cl 、 Co 、Cs 


或 其 他 字母 , 而 不 是 使 用 4、B、C 等 字母 , 那么 是 在 玩 火 自焚 . 如 果 这 样 做 , 那 你 
会 经 常 犯 一 些 不 经 意 的 错误 , 除非 你 能 注意 到 这 些 字母 下 脚 标的 不 同 . 
这 里 还 有 男 一 个 例子 . 


任意 陈旧 形式 


(z 一 1)(z 十 4)3(z2 十 47 十 7)(3z?2 一 x 十 1) 
这 种 形式 会 怎样 呢 ? 答案 是 
4 B C D Ez+t+rF Gz 


zl (z+43 (z+42 z+4 v2+4r+7 3x2—Zz+1 
你 可 能 会 以 不 同 的 顺序 写 下 这 些 项 , 或 交换 从 4 到 五 这 些 字 母 的 顺序 ; 这 都 可 以 . 
一 旦 写 下 这 种 形式 , 你 也 应 该 写 下 被 积 函 数 等 于 这 种 形式 , 然后 再 使 用 等 式 两 
端 同时 乘 以 分 母 的 方法 . 例如 , 我 们 发 现 积分 O 


Z 十 2 
| 二 二 Idz 
的 被 积 函 数 可 以 写 为 
4 B 
zl z+il 
所 以 我 们 有 
2 十 2 4 B 
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实际 上 , 最 好 把 等 式 左 侧 的 分 式 写 为 
Zz 二 +2 号 A B 
(z—1)((z+1) zl z+l 


现在 等 式 两 侧 同 时 乘 以 分 母 可 得 
z+2= A(z+1)+B(z—1). 
注意 , 等 式 右 侧 的 第 一 项 消 掉 了 (z-1T) 因子 , 第 二 项 前 掉 了 (x+1) 
. 第 一 个 方法 
这 项 就 消失 了 , 这 时 我 们 有 


因子 . 无 论 如 何 ， 
是 替代 z. 如 果 设 x =1, 这 时 B(x 一 1) 


1+2= A(1+1). 
二 = 3 现在 如 果 你 把 x = 一 1 代入 原 


是 


也 就 
失 : 


说 4 


6 方程 , 那么 A(z+1) 这 项 将 会 消 
—1l+2= B(-1—1). 

所 以 巨 = -了 另 一 个 求解 4 和 有 B 的 方法 ,是 将 原始 方程 z+2 = A(z+D)+B(z-1) 

重 写 为 


r+2=(A4+B)z+(4-B). 

z 的 系数 相等 可 得 1 = 4 + B, 通过 常数 项 相等 可 得 2 = 4 B. 同时 解 
这 两 个 方程 , 可 得 4 =3, B= >, 同 刚才 的 答案 是 一 样 的 

你 可 能 已 经 注意 到 , 计算 4 和 B 的 两 种 方法 都 需要 两 个 条 件 : 对 于 替代 法 , 把 

等 的 方法 , 让 z 的 系数 相等, 也 让 常数 项 相 


z==1 和 z= 一 1 分 别 代 入 ; 对 于 系数 相 
等 . 我 们 可 以 选择 其 中 的 任意 一 种 方法 . 例如 , 如 果 代 入 x =1 会 得 到 4 = 5; 如 采 


中 未 

取 x 的 系数 相等 , 会 发 现 1= 4 十 B, 所 以 B Mh 
需要 求 出 , 就 需要 应 用 多 少 次 刚才 的 某 种 方法 , 或 省 你 也 可 以 混 着 使 用 两 种 方法 . 
我 们 剩 下 的 工作 是 重 写 积分 表达 式 (用 分 部 的 形式 ) 但 这 次 需要 把 常数 代 进 
所 以 我 们 的 例子 为 

Z 十 2 | 

221 zl ril . 
祷 丙 六 同时 炽 分 并 把 天数 项 移 到 导 式 的 外 过 

| 至 sae= 引 | 1 ;| 
Xz2—1 2 zz—1 2 
我 们 已 经 成 功 地 把 原始 复杂 的 积分 化 成 了 两 个 很 简 六 
两 个 积分 的 . 


现在 通过 


i 
吊 


Ry 
A a 一 1/2 
2 十 工 
, 可 得 
1 

2 十 工 


的 积分 ， 我们 


现在 对 等 


dz dx. 


会 很 快 求解 这 


到 目前 为 止 , 我 们 看 到 除非 分 子 的 次 数 小 于 分 母 的 次 数 ， 


式 的 除法 , 然后 对 分 母 进行 因 式 分 解 , 写 下 它 的 每 
一 个 计算 这 些 未 知 的 常数 . 最 后 我 们 写 下 这 些 


职 分 的 各 个 


否则 都 要 做 一 个 多 项 


个 分 部 , 再 使 用 上 述 两 种 方法 中 


部 分 . 我 们 将 在 18.3.3 
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节 中 看 到 另 一 个 解决 这 类 问题 的 例子 . 与 此 同时 , 让 我 们 做 一 些 积分 . 
18.3.2 对 每 一 部 分 积分 
我 们 需要 知道 在 把 原始 积分 分 成 小 部 分 后 怎样 求解 每 一 部 分 的 积分 .简单 的 
积分 形式 是 
1 
| az 这 


为 此 , 我 们 可 以 设 上 = az 十 2. 例如 在 上 一 节 的 最 后 , 我 们 看 到 


让 ny 
| =? | a ;| hie 


对 于 第 一 个 积分 表达 式 , 可 以 通过 设 t= x 一 1 求解, 而 第 二 个 可 设 t= x 十 1. 在 这 
两 种 情况 下 dt=dz, 所 以 很 容易 得 到 


2 3 1 
| 车 dz =3Inl 1| 5 也 他 十 十 十 CC 


xz2—1 
1 
dz. 
| 


还 有 男 一 个 例子 , 求解 
我 们 设 t 一 4z 十 5 所 以 有 dt=4dx; 这 时 积分 转移 到 了 以 t 为 变量 的 状态 , 变 为 
了 IJ 1/tdt, 它 的 结果 大 了 也 合十 C 最 后 再 用 x 蔡 代 t, 上 述 积分 结果 头 了 了 |4z 十 


若 分 母 是 线性 因 式 的 宕 , 这 种 方法 也 是 适用 的 . 例如 , 计算 
1 
| Cr 
可 以 再 一 次 用 上 = 4z +5 换 元 ， 这 样 , 这 个 积分 变 为 上 7 1/t2df, 它 的 积分 结果 为 
44/4) + Cs 再 换 回 到 以 x 为 变量 的 状态 , 这 样 就 证 明了 


1 1 1 1 
| = 了 
当 分 母 是 一 个 二 次 函数 时 , 情况 会 变 得 很 复杂 , 像 这 样 : 


Az+B 
一 一 一 dz 
a22 十 DZ 十 c 


如 果 分 母 可 以 因 式 分 解 , 那么 就 转化 为 了 第 一 种 情况 . 下 面 是 前 面 的 一 个 


ZX++2 
| 至 Su 
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我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 (x 一 1)(z 十 1), 这 样 可 得 两 个 被 积 函数 的 分 母 为 线性 式 的 
积分 . 如 果 是 这 种 情况 , 我 们 就 没有 必要 对 分 母 为 二 次 多 项 式 的 被 积 函 数 求 积分 了 . 
即使 上 一 个 例子 的 分 母 为 (4z 二 5)2, 我 们 也 没有 必要 对 二 次 多 项 式 求 积 分 , 因为 它 
是 线性 式 的 平方 . 
还 有 什么 情况 没有 考虑 到 呢 ? 可 能 的 情况 是 分 母 的 二 次 多 项 式 不 能 因 式 分 解 . 
O 也 就 是 说 , 它 的 判别 式 太一 4ac 为 负 . 这 类 积分 的 一 个 例子 是 
| Z 十 8 全 
Z2 十 6z 十 13 
它 的 分 母 是 二 次 多 项 式 且 它 的 判别 式 为 62 一 4 x (13), 结果 为 负 . 因为 这 个 分 母 不 
能 因 式 分 解 , 所 以 对 于 这 道 题 不 能 使 用 刚才 的 代数 运算 方法 . 我 们 没有 必要 去 使 用 
任何 分 部 , 所 要 计算 的 就 是 求 这 个 积分 . 其 做 法 是 : 把 分 母 写 成 平方 的 形式 , 然后 
再 换 元 . (参见 1.6 节 关 于 配方 的 讲解 .) 在 这 个 例子 中 , 让 我 们 完成 配方 : 
2Z2 十 6z 十 13=2Z2 二 6z 二 9 十 13 一 9=(z 十 3)2 十 4 


Re | 
z2+6z+13” | (z+3)2+4 
现在 换 元 t= xz 十 3, 所 以 有 x =t 一 3 并且 dz=dt: 


2 十 8 2 十 8 (一 3) 十 8 t+5 
| | -| 如 十 4 du | 全 和 


第 二 步 是 把 这 个 积分 分 成 两 个 积分 , 并 把 常数 5 移 到 积分 符号 的 外 边 , 所 以 上 述 积 


t 1 
[a | 石和 
第 一 个 积分 就 像 18.1 节 末 尾 的 那个 例子 . 分 母 分 子 同时 乘 以 2, 可 以 发 现 分 母 的 导 
数 恰恰 为 分 子 , 所 以 我 们 得 到 了 一 个 以 分 母 为 对 数 的 结果 : 
t 1f 2t 1 
| a | a nte F 4 十 C 


实际 上 , 因为 如 十 4 一 直 为 正 , 所 以 可 以 把 绝对 值 符号 去 掉 . 现在 开始 计算 第 二 个 


1 
| i 
仅仅 需要 记 住 这 个 有 用 的 公式 : 


1 1 /ft 


(你 应 该 通过 对 等 式 的 右 侧 求 导 证 明 这 个 结果 , 或 对 等 式 左边 进行 换 元 t=au.) 无 论 
纪 ” 如 何 , 当 a =2 时 , 这 个 公式 为 


所 以 有 


so 
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1 1 
所 以 , 我 们 的 积分 结果 为 
i 十 4) 十 5 tan-1 (3) +C. 
2 2 
现在 用 z+3 蔡 代 纪 得 到 最 后 的 结果 为 


1 
地 mn(( 十 3)2 十 4) 十 tan-1 (于 ) +C. 


表达 式 (z +3)? 十 4 可 以 化 简 为 z? 十 6z 十 13, 这 正 是 我 们 最 初 的 分 母 . 实际 上 没有 
必要 展开 它 , 仅仅 回 到 我 们 配方 的 地 方 , 你 就 会 发 现 需要 的 方程 了 . 所 以 , 我 们 最 终 


证 明了 
2 十 8 1 5 Z 十 3 
= ln(z2 + +- 13)+=tan-! 
| n(Z“ 十 6z 十 13) 5 tan ( )+e 


如 果 分 母 的 最 高 项 的 系数 不 是 1, 我 建议 你 在 配方 之 前 把 这 个 系数 提出 去 . 所 
以 , 计算 


| 。 
272+12z+26 
把 2 提出 来 , 把 这 个 积分 表达 式 写 为 
L | Se dz. 
2 2z2+6z 十 13 
这 同 我 们 以 前 的 积分 是 一 样 的 , 只 是 在 积分 符号 外 边 放 置 了 1/2, 所 以 它 的 结果 为 
了 Do H 6z 十 13) + tan-1 (于 ) +C. 
现在 , 我 们 总 结 部 分 分 式 法 , 然后 看 一 个 更 完整 的 例子 . 
18.3.3 方法 和 一 个 完整 的 例子 
这 是 一 个 关于 有 理 函 数 积分 的 完整 方法 . 
第 一 步 先 看 分 子 分 母 最 高 项 的 次 数 , 如 有 必要 请 做 除法 . 查看 分 子 的 次 
数 是 否 小 于 分 母 次 数 . 如 果 是 , 那 你 运气 好 , 直接 进入 第 二 步 ; 如 果 不 是 , 就 要 做 一 
个 多 项 式 的 除法 了 , 然后 再 进入 第 二 步 . 
第 二 步 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 使 用 二 次 公式 或 猜想 一 个 根 , 然后 再 做 除 
法 , 以 便 因 式 分 解 被 积 函数 的 分 母 . 


第 三 步 一 分 部 . 像 之 前 描述 的 那样 , 分 别 写 出 带 有 未 知 常数 的 “分 部 ”. 写 下 
一 个 像 这 样 的 等 式 
被 积 函 数 = 分 部 
第 四 步 一 计算 常数 的 值 . 把 方程 的 两 边 同时 乘 以 分 母 , 通过 任 一 方法 计算 
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常数 的 值 : (a) 换 掉 x 的 值 ; (b) 系数 相等 法 ; 或 者 结合 使 用 (a) 和 (b) 两 种 方法 . 现 
在 你 能 用 儿 个 有 理 函数 的 和 来 表示 这 个 被 积 函 数 , 这 些 有 理 函 数 可 能 是 分 子 为 常数 
分 母 为 线性 函数 的 暴 , 或 者 分 子 为 线性 函数 分 母 为 二 次 函数 . 

第 五 步 求解 分 母 为 线性 项 次 里 的 积分 . 求解 分 母 是 线性 函数 次 宕 的 积分 ; 
答案 将 会 是 对 数 形式 或 该 线性 项 的 负 次 圭 . 

第 六 步 一 一 对 分 母 是 二 次 函数 的 被 积 函数 求 积 分 . 对 于 分 母 是 二 次 函数 旦 不 
能 因 式 分 解 的 被 积 函 数 求 积 分 , 先 配 方 , 然后 换 元 , 再 把 它 尽 可 能 分 解 为 两 个 积分 . 
前 者 会 涉及 对 数 , 而 第 二 个 会 涉及 正切 函数 的 反 函 数 . 如 果 仅仅 有 一 个 积分 , 它 可 
能 是 对 数 形式 又 可 能 是 正切 函数 的 反 函 数 形式 . 这 个 公式 通常 是 非常 实用 的 : 


下 
记 住 你 不 需要 每 次 都 经 历 完 整 的 六 步 . 有 时 可 能 直接 跳 到 最 后 一 步 , 比如 上 一 


节 的 例子 : 
2Z 十 8 d 
Z2 十 6z 十 13 人 


在 此 还 有 一 个 很 复杂 的 例子 , 它 用 到 了 所 有 的 六 个 步骤 : 
| X75 一 7z4 十 19z3 一 10z2 一 19z 十 18 i 


24 一 523 十 9272 
下 面 详细 介绍 怎样 应 用 上 述 方法 解决 这 个 问题 . 
第 一 步 一 一 先 看 分 子 分 母 最 高 项 的 次 数 , 如 有 必要 请 做 除法 . 在 上 面 的 积分 
表达 式 中 , 分 子 最 高 次 数 为 5, 分 母 最 高 次 数 为 4. 很 讨厌 , 我 们 要 做 多 项 式 的 除法 
J: 


ZX—2 


X57 + 9r2) 7 —77r +197 3 —10r2—19x+18 
X57 + 973 
—271+1073— 10x2 
一 224 十 10z3 一 18z2 
8z2 — 19z+18 


今 查 细节 ! 无 论 如 何 , 我 们 已 经 看 到 
25 一 7z* 十 19z3 一 10z —19r+18 8z2 一 19z 十 18 
2Z4 一 573 十 972 SS 24 一 573 十 9z2- 


现在 对 两 边 同 时 求 积 分 可 得 
[= 7z4 十 19z3 -~ 10z2 -19z 十 18 | ( 交合 
dz = TX—24 dz. 
1 
2 


24 一 573 十 972 Z4 一 573 十 972 


已 


等 式 右 侧 前 两 项 的 积分 很 容易 求 , 其 积分 结果 为 


22 一 2x (我 们 将 在 最 后 的 结果 


18.3 部 分 分 式 369 


中 +C). 所 以 现在 我 们 要 求解 积分 
8z2 一 19z 十 18 

分 子 的 次 数 仅仅 为 2 这 个 数 低 于 分 母 的 次 数 4. 我 们 准备 好 进入 下 一 步 了 . 

第 二 步 对 分 母 进行 因 式 分 解 . 在 分 母 中 我 们 有 一 个 四 次 项 , 很 显然 可 以 
把 z2 提出 来 . 所 以 我 们 把 分 母 因 式 分 解 为 

2Z4 一 573 十 9z2 一 2Z2(z2 一 57 十 9). 

这 个 二 次 项 z2 -5z 十 9 的 判别 式 为 (-5)? 一 4 x (9) = 一 11; 因为 它 是 负 的 , 所 以 这 
个 二 项 式 不 能 因 式 分 解 . 我 们 完成 了 第 二 步 . 

第 三 步 一 一 分 部 . 我 们 已 经 有 两 个 因子 x? 和 z2 - 5x 十 9. 不 要 把 第 一 个 因子 
22 看 作 二 次 函数 , 而 应 看 作 一 个 线性 函数 的 平方 . 为 了 证 明 这 个 观点 , 它 可 以 写 为 
(x 一 0)?. 所 以 因子 x? 产生 分 部 : 


另外 , 因子 z2 一 5x 十 9 产生 分 部 


将 两 者 放 在 一 起 , 我 们 有 
87*—19z+18 A B Cr++D 


Z2(z2 一 5r 二 9) x2 x 22—57+9 
第 四 步 计算 常数 的 值 . 现在 不 得 不 求 常数 A、B、C、D 的 值 了 . 首先 把 
上 述 等 式 的 两 边 同时 乘 以 分 母 z2(z2 - 5z 十 9) 得 到 
8zZ2 — 197z+18= A(z?— 5z+9)+ Br(x?— 5rz+9)+ (Cr+ D)zr?. 
注意 , 出 现在 等 式 右 边 每 一 项 的 分 母 部 分 恰恰 没有 出 现在 该 项 所 对 应 的 分 部 里 . 例 
如 , 当 用 z2(z2 一 5z 十 9) 乘 以 B/z 时 , 约 掉 了 一 个 z 得 到 Bz(z2 一 5x 十 9). 
让 我 们 用 一 个 值 符 代 上 述 等 式 的 x. 能 消 掉 这 个 等 式 里 的 大 多 数 项 的 唯一 的 x 
值 是 z =0. 如 果 把 xz =0 代入 上 述 等 式 , 则 
18 = A(9), 
所 以 我 们 马上 就 知道 4 =2. 我 们 仍然 需要 求解 男 外 三 个 常数 的 值 , 所 以 最 好 找到 
这 些 x 窜 项 所 对 应 的 系数 . 让 我 们 从 扩展 上 述 方程 开始 , 再 把 x 的 不 同 次 窜 合 并 
可 得 : 
872 — 19z+18= Ax?— 5Azr+9A+B2x?— 5Br?+9Br+OCr+ Dr? 
=(B+C)za+(4-5B+D)z2+(-54 二 9B)z 十 94. 
现在 可 以 把 za、z2 、z 的 系数 分 别 写 出 了 : 
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如 的 系数 :0 二 B+C 
2 的 系数 :8 二 A-5B+D 
Zz! 的 系数 : -19 = 二 -5A ++ 9B. 


注意 zx3 的 系数 在 等 式 的 左 侧 为 0, 因为 等 式 左边 的 8x? 一 19z + 18 并 没有 x3 项 . 


2 


结果 是 一 样 的 . 你 能 说 出 为 什么 是 这 样 吗 ? ) 


表达 式 中 有 
8x7*—19z+18 2 = 外 十 寺 
Z2(Z2 一 57 二 9) 7X2 x 22 一 5r 十 9 


8z2 一 19z 十 18 1 1 Z 十 1 
一 -一 一 一 47Z 一 2 d dz + dx. 
| 2 十 9) EE i | 22 二 5 十 9 


顺便 说 一 下 , 如 果 你 用 系数 相等 法 , 可 得 到 18=94, 这 同 我 们 把 x =0 代入 得 到 的 


无 论 怎样 , 我 们 得 到 一 些 方程 去 求解 ; 从 最 后 一 个 开始 , 然后 把 4 =2 从 后 向 
前 代入 , 很 容易 就 可 得 到 B = -1D=1C = 1 把 这 些 值 代入 第 三 步 的 最 后 一 个 


这 样 我 们 把 一 个 很 复杂 的 积分 化 简 成 了 三 个 简单 的 积分 . 让 我 们 分 别 对 它们 求 积 


第 五 步 一 一 求解 分 母 为 线性 次 早 的 积分 . 前 两 个 积分 是 很 容易 求 的 : 


1 2 
sdx i dz = In|lz| 二 C. 
bg bg 


ns a 五 步 真 的 不 肤 烦 . 但 很 不 走运 , 第 六 步 却 很 烦琐 .……. 


性 


它 是 


2 十 工 d 
Z2 一 5 十 9 和 


现在 让 我 们 重 写 积分 


油 
全 


我 们 能 i 做 换 元 . 这 时 x = +4 


这 里 以 t 为 变量 . 现在 把 它 分 成 两 个 积分 : 


母 是 二 次 函数 的 被 积 函 数 求 积分 . 我 们 需要 计算 第 三 个 积分 ， 
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7 1 
dt 和 ;| 一 一 dt. 
| a 2 如 十 译 
先 计 算 这 两 个 积分 中 的 第 一 个 , 分 子 分 母 同 时 乘 以 2 可 得 
| 2t _1 2 11|, 
Ee /rr TV » 11 9 » 光 
次 提醒 , 这 个 绝对 人 Co 要 的 , 因为 如 十 一 一 定 为 正 . 为 把 它 换 回 以 z 
为 变量 的 状态 , 我 们 需要 用 x 一 二 替代 二 
ee | 5\N” 11 


不 要 把 这 个 乘法 算式 展开 一 一 ty (**) 的 方程 , 当时 我 们 
正在 配方 , 可 知 这 个 结果 可 以 化 简 为 ln(z2 — Se 9) + C. 这 样 , 我 们 完成 了 这 个 
积分 的 第 一 部 分 . 

我 们 仍然 需要 考虑 第 二 部 分 , 即 

7 1 
本 本 
我 们 使 用 公式 
t 
| ae = Lian (£)+o 

其 中 a = V11/4, 事实 上 它 等 于 V11/2: 

7 1 i -1 re 

| a x yi (3 十 C 一 en ( 芒 ) +C. 
现在 把 上 = > 再 次 代入 可 得 

7 _1127 一 5 
J tan ( x ) +C. 
最 后 两 个 积分 给 出 了 第 六 步 的 最 终 答案 : 
2 十 工 加 1 2 | 史 7 _1/27—5 
[ss +=3n( 5z + 9) en (Sa)+e 
猜想 我 们 将 要 做 什么 ?我们 正 准备 把 得 到 的 所 有 结果 放 到 一 起 ! 前 4 步 中 我 们 得 到 
724 十 19z3 -10z2 一 19z 十 18 


| 
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1 ， 7 十 工 


) 


2Z2 一 5 十 9 
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这 是 完整 的 部 分 分 式 分 解 形式 . 现在 再 用 


分 结果 为 


2 


2 1 | 
5 Z 一 工 n |z| 5 ln(z 


我 们 终于 解决 了 这 个 复杂 的 例子 


几 页 是 否 能 独立 做 出 这 道 题目 . 


和 第 六 步 计算 这 个 积分 , 上 述 的 积 


27 一 5 

2 十)+c 

有 实 是 很 复杂 的 , 但 是 如 果 你 能 解答 这 么 
难 的 问题 , 那么 对 于 简单 的 问题 你 就 游 轧 有 余 了 . 作为 一 个 练习 , 看 你 明天 不 看 这 


有 时 , 我 们 需要 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 继续 介绍 积分 方法 
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SA 


求解 涉及 三 角 函 数 的 积分 方法 . 
使 用 三 角 恒 等 式 解决 一 些 问题 有 时 题目 中 没有 三 角 函数 , 而 在 计 


算 过 程 中 需要 使 用 三 角 换 元 法 . 介绍 完 三 角 函 数 的 积分 方法 之 后 , 我 们 将 要 总 结 一 


下 本 章 和 上 一 章 讲 述 的 积分 方法 . 所 以 , 在 这 一 章 中 我 们 将 要 学 习 如 下 知识 点 


MA 


恒等式 的 积分 ; 


函数 的 宕 以 及 约 化 公式 的 积分 ; 


。 关 于 三 角 
。 关 于 三 角 
。 关于 三 

。 关于 所 学 


9 换 元 法 的 积分 ; 


习 过 的 所 有 积分 方法 的 总 结 . 


19.1 应 用 三 角 恒等式 的 积分 


有 三 大 类 型 的 三 角 恒 等 式 , 它们 在 积分 计算 中 非常 有 用 .第 一 大 类 型 是 关于 


cos(2z) 的 倍 角 公式 . 在 2.4 节 中 ,我们 知道 cos(2z) = 2cos?(z) 一 1, 也 知道 cos(2z) = 


1 一 2sin*(x). (请 


出 来 .) 该 公式 在 


4 记 住 , 其 中 的 一 个 可 以 由 另 一 个 应 用 公式 sinz(z)+eos?(z) = 1 推导 


积分 计算 中 最 好 的 应 用 地 方 是 当 被 积 函 数 中 出 现 sin2(z) 和 cos2(z 


时 . 所 以 , 我 们 有 


cos2(Z) = 250 十 cos(27))| 和 |sin2(z) = 350 一 cos(27)) 
这 两 个 公式 很 值得 记 住 ! 具体 而 言 , 如 果 需 要 求 1 + cos (任何 值 ) 或 1-cos( 任 


何 值 ) 的 平方 根 ， 


那 这 两 个 公式 就 派 上 用 场 了 . 例如 ， 
/2 


V1— cos(2r)dz 


0 
这 道 题 看 起 来 很 麻烦 , 但 实际 上 


7x/2 


/2 
V1— cos(27x)dz = | \/ 2sin* (x)dzx 
0 0 


可 以 用 刚才 的 第 


二 个 方 框 里 的 公式 导出 . (我 们 在 使 用 这 个 公式 前 需要 乘 以 2.) 然 


而 , 如 果 直接 用 V2sin(z) 替代 V2sin2(z) 是 很 鲁 其 的 , 我 们 需要 做 个 检测 . 4 的 平 


方 根 不 一 定 是 4 


本 身 , 而 是 |4|. 所 以 上 述 积分 变 为 
/2 
.| |sin(z)|dzx. 
0 
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幸运 的 是 , 当 x 在 0 到 7/2 之 间 时 , sin(z) 的 值 一 直 大 于 或 等 于 零 , 所 以 我 们 最 终 
可 把 绝对 值 符 号 去 掉 ! 我 们 已 经 导出 


/2 
.| sin(Z)dz， 
0 
© 剩余 的 计算 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 V2. 
有 时 你 需要 更 灵活 . 考虑 
人 V1+cos(r)dz. 


看 起 来 我 们 需要 使 用 刚才 第 一 个 方 框 里 的 公式 , 但 原始 公式 是 1 + cos(2z), 而 我 们 
的 被 积 函 数 是 1+cos(z). 没 问 题 . 如 果 你 用 z/2 去 替代 x, 然后 再 乘 以 2, 就 得 到 

2 cos? (5)= 三 工 十 cos(Z). 
这 正 是 我 们 想 要 的 ! 检验 这 个 : 


| vem/ V2cosz (5 w=vf cos (3)| dz. 


现在 我 们 得 非常 小 心 ! 当 x 在 7x 到 27 之 间 时 , z/2 是 在 r/2 到 之 间 , 但 cos(z) 
在 区 间 [x/2,7] 上 是 小 于 等 于 零 的 (可 以 画 es 所 以 上 述 积 分 实际 上 等 于 


wf ( 一 cos( 


剩余 的 计算 工作 留 给 你 去 做 , 它 的 结果 为 2V2. 顺便 说 一 下 , 如 果 你 错误 地 用 cos(x/2) 

而 不 是 -cos(z/2) 替代 |cos(z/2)|, 那么 得 到 的 答案 将 会 是 -2V2. 这 是 不 正确 的 ， 

因为 原始 的 被 积 函 数 VI1 + cos(z) 一 直 为 正 的 , 所 以 这 个 积分 的 结果 也 应 该 为 正 . 
让 我 们 接 下 来 讨论 第 二 大 类 型 的 三 角 恒 等 式 , 它们 是 毕 达 哥 拉 斯 恒 等 于 


sin2(z) + cos?(x)=1| |tan2(z)+1= sec?(z)| 11+cot2(z) = csc?(7) 
人 如 2.4 节 所 述 , 这 些 等 式 对 于 所 有 的 x 都 适用 . 有 时 它们 是 很 有 帮助 的 . 例如 ， 
| V1— coss(z)dz 

0 


| \/ sin2(z)dz = | | sin(z)|dz. 
0 0 


因为 当 zz 在 0 到 7 之 间 时 sin(z) > 0, 我 们 可 以 去 掉 绝对 值 符号 , 写 为 


| sin(Z)dz， 
0 


结果 为 2. (你 自己 计算 一 下 !) 把 这 个 例子 /5 VI =- cos2(z)dz 和 我 们 刚才 做 过 的 例 


应 该 被 写 为 
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子 /4 V1 一 cos(x)dz 进行 比较 . 它们 看 起 来 可 能 很 相似 , 但 所 使 用 的 三 角 恒 等 式 是 
不 同 的 . 

有 时 你 不 得 不 应 用 一 些 技 巧 才 能 使 用 上 述 公 式 . 如 果 你 在 一 个 积分 的 分 母 中 
看 到 1+trig(z) 或 1-trig(z), 其 中 trig 是 三 角 函 数 的 意思 (可 能 是 正弦 、 余弦 、 正 
割 或 余 割 ), 那么 可 以 考虑 用 这 个 积分 表达 式 乘 以 与 其 分 母 共 斩 的 表达 式 . 例如 , 计 


算 
1 
| sec(Z) 一 Ee 


分 子 分 母 同 时 乘 以 分 母 的 共 轿 表达 式 , 在 此 是 sec(z)+1. 也 就 是 


1 加 1 sec(Z) 十 1 
| sec(7X) 一 1 加 | sec(Z) 一 1 2 sec(Z) 十 I 
现在 可 以 在 积分 的 分 母 表 达 式 中 使 用 平方 差 公式 (a 一 (a 二 0) = ?一 如 ,把 这 个 


积分 写 为 
| sec(Z) 十 1 


根据 刚才 方 框 里 的 公式 , 分 母 恰恰 就 是 tan?(z). 使 用 这 个 结果 重 写 这 个 积分 , 然后 
再 把 它 分 成 两 个 积分 , 我 们 发 现 原始 积分 变 为 
sec(Z) 十 1， ”| sec(z) 1 
| tan2(Z) I | tan2(Z) 人 +| tan? (x) 
第 一 个 积分 看 起 来 不 容易 计算 , 但 可 以 用 正弦 和 余弦 的 形式 来 表示 它 . 具体 情况 是 
Sec(Z) 人 1/ cos(z) ee cos(Z) 
tan2(z) 0 sin? (2)/ cos?2 (zx) Eo sin2(z 
下 一 步 是 换 元 t =sin(x), 因为 在 分 子 中 dt=cos(z)dz， 试 试看 你 能 得 到 什么 . 更 简 
单 的 方式 是 把 cos(z)/sin2(z) 改写 成 csc(z)j cot(z), 所 以 
Co) dz = | csc(z) cot(z)dz = 一 csc(Z) 十 C， 
sin2(z) 
因为 csc(z) 的 导数 为 - csc(z) cot(z). 现在 我 们 需要 计算 第 二 个 积分 : 
1 
| i 
没 问 题 , 把 这 个 积分 表达 式 改 写 为 /cot?(z)dz, 这 时 使 用 刚才 方 框 里 的 男 一 个 三 角 
恒等式 , 把 这 个 表达 式 改 为 
| eee 一 1)dz = 一 cot(Zz) 一 2 十 C 
(你 还 能 记 住 csc2(z) 的 积分 结果 吗 ? 它 与 secz(z) 的 积分 很 相似 , sec2?(z) 的 积分 的 
结果 为 tan(z) + C. 仅仅 在 转换 过 程 中 加 一 个 “co-”(“ 余 ” 字 ) 和 一 个 负 号 , 就 得 到 
了 csc2(z) 形式 的 积分 结果 !) 我 们 把 这 两 个 积分 结果 放 到 一 起 得 到 


本 


GO 县 
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| 二 一 I dr 三 一 csc(Z) 一 cot(Z) 一 2 十 C. 


以 上 计算 确实 需要 一 些 技巧 . 
让 我 们 看 看 第 三 大 类 型 的 三 角 恒 等 式 , 它 叫 作 积 化 和 差 公 式 : 


cos(A)cos(B) = ; (cos(A B)+cos(A+B)) 
sin(A)sin(B) = 3 (cos(A B)— cos(A+B)) 
sin(A)cos(B) = (sin(A —B)+sin(A+B)) 


这 些 公式 确实 不 容易 记 住 . 实际 上 它们 都 从 表达 式 cos(4 士 B) 和 sin(4 土 B) 
而 来 (可 在 2.4 节 找 到 相关 知识 ), 如 果 你 已 经 掌握 了 这 些 公式 , 就 可 以 很 容易 地 把 
它们 转换 过 来 . 这 些 公式 对 于 


cos(3z) sin(19z)dz 
这 类 积分 是 必要 的 . 实际 上 , 我 们 可 以 使 用 上 面 的 第 三 个 公式 解决 这 个 问题 , 4 = 
19z 和 B = 3z， (于 万 不 要 让 cos 和 sin 的 顺序 愚弄 了 你 ! 该 积分 同 | sin(197z) 
cos(3z)dz) 是 一 样 的 .) 使 用 这 个 公式 可 得 


| cos(3z) sin(19z)dz = 3 | eaaoz 一 3z) 十 sin(19z + 37))dz 


三 | ea 十 sin(22z))dz 


_ 1/ cos(16z) cos(227) jo 
2 16 22 


cos(167x) cos(22z) 
站 32 a 


19.2 ”关于 三 角 函 数 的 早 的 积分 

现在 我 们 将 要 研究 怎样 求解 被 积 函数 是 三 角 函 数 的 寡 的 形式 的 积分 , 例如 求解 
J cos"(z) sinlo(z)dz 或 / secs(z)dz. 遗憾 的 是 , 被 积 函 数 中 的 三 角 函 数 的 类 型 不 同 ， 
求解 积分 所 要 求 的 积分 技巧 也 不 同 . 所 以 我 们 来 分 别 讨论 它们 . 
19.2.1 sin 或 cos 的 圭 

刚才 的 例子 1 cos7(z) sinlo(z)dz 就 属于 这 种 类 型 . 这 里 有 一 个 黄金 法 则 : 如 果 
sin(z) 或 cos(z) 其 中 一 个 的 帘 是 奇数 , 那 就 一 定 要 抓 住 它 一 一 它 是 你 的 朋友 ! (如 
果 两 个 都 为 奇数 , 把 窜 低 的 那个 选 做 你 的 朋友 .) 如 果 你 已 经 抓 位 了 奇 次 宫 , 这 时 需 


人 FE 


| 
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要 做 的 是 拿 出 一 项 同 dz 放 在 一 起 , 再 用 下 列 公式 中 的 一 个 处 理 剩 下 的 项 (现在 是 
偶 次 寡 了 ) 


cos2(z) =1 一 sin2(z)| 或 |sin2(z) = 1— cos?(z) 


注意 这 两 个 公式 就 是 sin?(z) + cos2(z) = 1 的 另 一 种 写法 . 我 们 来 看 怎样 使 用 这 个 
方法 . 在 1 cos7(z)sint (zc)dz 中 , 注意 7 是 奇数 , 于 是 我 们 得 到 了 cos7(z), 这 时 需 
要 移出 一 个 cos(z) 并 把 它 和 dz 放 到 一 起 . 我 们 得 到 


| cos’ (x) sinl0(z)dz = | cos6(z)j sinl0(z) cos(x)dx. 


这 又 能 怎样 呢 ? 很 好 , 我 们 需要 处 理 剩 下 的 coss(z). 现在 6 是 偶数 , 所 以 可 以 写 为 
= (cos?(z))”= (1 一 sin?(z))”, 这 样 该 积分 为 


|a 一 sin2(z))3 sinl0(z) cos(zx)dzx. 
现在 如 果 设 t=sin(z), 则 dt=cos(zx)dz, 所 以 很 容易 用 t 为 变量 来 表示 这 个 积分 : 
| 一 妇 )3t0dt = fo — 3t2 + 3t —t)tdt = | = 下 3) dt 


结果 为 


tl 3t3 15 417 
11 13 5 17 
把 它 换 回 以 x 为 变量 的 积分 , 就 得 到 了 答案 : 
. sinll(z 3sinl3(z sinl15(z sinl7(z 
| rain ee = 四 ) 1 4 4 ) 二 ) 
你 看 到 了 吧 , 借用 一 个 cos(z) 来 帮助 我 们 改变 被 积 函 数 把 cos(z) 和 dz 结合 在 一 
起 做 换 元 t=sin(x), 从 而 使 被 积 函数 仅仅 关于 sin(z); 
如 果 它 们 的 过 都 不 是 奇数 该 怎么 办 呢 ? 很 好 , 如果 它们 的 容 都 为 偶数 ,例如 
1 cos2(z) sin4(z)dz, 那 应 该 使 用 倍 角 公式 . 我 们 在 上 一 节 中 见 过 这 些 公式 , 这 里 将 
次 用 到 它们 了 : 


tO; 


cos2 (x) = 30 二 cos(27x))| 和 |sin2(z) = 30 一 cos(2z)). 


直接 用 这 两 个 公式 做 替代 , 可 以 看 到 关于 cos 的 窜 的 更 简单 的 被 积 函 数 . 这 时 你 可 
以 使 用 刚才 的 计算 方法 , 看 积分 的 每 一 部 分 是 奇 次 还 是 偶 次 . 在 这 个 的 例子 中 , 我 
们 需要 把 sint (x) 用 (sin?(zx))” 来 表示 , 所 以 有 
2 
| cos? (x) sin4(z)dz = | 50 十 cos(2z)) (30 一 cosGa)】 dz. 


现在 把 它 展开 得 到 
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| 一 cos(2z) — cos2(2z) + cos3(2z))dz. 


我 们 需要 把 这 个 积分 分 解 为 四 个 单独 的 积分 我们 暂时 先 不 要 考虑 积分 符号 前 
面 的 1/8 或 负 号 . 前 面 两 个 积分 很 容易 计算 , 因为 1 ldz = z 十 C，/Jj cos(2z)dz = 
3sin(2x) 十 C. 我 们 怎样 才能 计算 /cos2(2z)dz 呢 ? 这 是 一 个 偶 次 方 , 我 们 需要 再 次 
使 用 倍 角 公式 , 但 需要 用 2z 和 替代 x: 
l cos2(2z)dz = | 501 十 cos(47))dz = 3 ( 十 sn) +. 

那么 1 cos3(2z)dz 又 该 怎样 计算 呢 ? 很 好 , 现在 它 是 奇 次 的 (也 就 是 3), 所 以 我 们 
已 经 知道 怎么 做 了 ! 把 这 个 积分 写 为 1cos2(2z) cos(2x)dz, 然后 用 (1 - sin2(2z)) 替 
代 cos2(2z). 用 t= sin(2z) 换 元 , 这 样 就 有 dt = 2cos(2z)dz, 所 以 [cos3(2z)dz 这 
个 积分 为 


fa 一 sin2(2z)) cos(2z)dz = 本 — #2)dt = 3 ( 加 十 C 


二 sin(2z) sin3(27z) 


+C. 
2 
(休息 一 下 . ) 现在 把 这 些 综合 到 一 起 再 化 简 , 你 会 发 现 我 们 得 到 了 


cos2(z) sint (x)dz 


1 ( sin(2x) 2 sin(47) sin(22) = ge 
6 


8 2 2 8 2 
zx sin(4z) sin?(2x) jC 
16 64 48 


要 确保 你 自己 也 能 做 出 来 . 
19.2.2 tan 的 过 

考虑 1tan"(z)jdz, 其 中 n 是 整数 . 我 们 先 研 究 前 几 种 情况 . 当 n =1 时 , 我 们 
需要 知道 怎样 计算 | tan zdz. 这 是 一 个 标准 的 积分 , 可 以 通过 设 t= cos(z) 来 解答 ， 
注意 dt = 一 sin(x)dzx: 

| ee | 2 Wi ) 0 
这 个 答案 也 可 以 被 写 为 In |sec(zx)| 十 C. (为 什么 呢 ? ) 
当 nn 二 2 时 情况 又 是 怎样 呢 ? 对 于 这 种 情况 , 我 们 有 必要 使 用 毕 达 哥 拉 斯 恒 等 


式 : 


tan2(z) = sec2(zZ) 一 1 


我 们 在 上 一 市 见 过 这 个 公式 . 所 以 有 
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| tan?2 (zx)dz = | eet 一 1)dz =tan(z) 一 2 十 C. 
对 于 更 高 次 究 (nm > 3), 就 不 得 不 把 tan2(z) 先 提出 来 再 改写 为 (sec?(x) 一 1). 
这 样 就 有 了 两 个 积分 .前面 的 积分 可 以 通过 设 t = tan(z) 来 计算 并 使 用 dt = 
sec2(z)dz， 第 二 个 积分 是 tan(z) 的 更 低 次 肾 , 所 要 做 的 是 重复 这 个 方法 ， 例 如 ， 
怎样 计算 | tans(z)dx? 让 我 们 看 看 : 


| tan® (x)dz = | tan4(z)tan2(z)dz = | tan4(z)(sec2(z) — 1)dzx 


三 | tan4(z) sec2(z)dz 一 | tan4(z)jdz. 


现在 我 们 需要 计算 这 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 积分 , 我 们 设 t= tan(z); 像 我 们 说 过 
的 那样 dt = sec2(z)dz. 这 样 给 出 了 


5 5 
| sec2(Z)dz = | tdt = -C= 0 HC. 


5 5 
现在 , 第 二 个 积分 为 ftan4(z)dz, 所 以 还 得 重复 这 个 过 程 . 提出 一 个 tan2(z) 因子 ， 
然后 把 它 改 为 (sec?(x) 一 1): 


| tan4(z)jdz = | tan?2 (zx) tan? (x)dz = | tan2(z)j(sec2(z) — 1)dz 


= | tan2(z) sec2(z)dz 一 | tan2(z)dz. 


次 地 , 我 们 有 了 两 个 积分 . 为 计算 第 一 个 , 设 上 = tan(z), 所 以 有 dt = sec?(z)dz. 
(熟悉 吗 ? ) 所 以 


| am sec2(z)jdz = | t2dt = HO= 2 tO. 
与 此 同时 , 我 们 看 至 
| tan?(z)dz = | (sec?(x) — 1)dz = tan(z)— z+C. 
把 这 些 计算 结果 合并 到 一 起 ( 记 住 不 要 忘记 负 号 ), 得 到 


tans (xz) tan?(z) 
3 


起 


tan6(z)dz 
确实 有 些 复杂 . 但 是 , 还 有 更 复杂 呢 . 
19.2.3 sec 的 过 
这 种 类 型 的 积分 确实 很 难 算 , 只 有 当 n = 2 ( 即 1 sec2(z)jdz) 时 容易 计算 . 我 们 从 
一 次 寡 1sec(z)dz 开始 . 计算 这 个 积分 有 许多 种 方法 . 最 容易 的 方法 要 用 到 一 个 很 
巧妙 的 技巧 . 这 个 技巧 很 节省 时 间 , 值得 一 记 . 不 走运 的 是 , 这 种 技巧 完全 超过 了 下 


H tan(Z) 一 Z 十 CC. 
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看 看 这 个 计算 过 程 , 它 真 的 很 奇妙 : 


常人 的 思维 , 难以 在 第 一 时 间 想 到 . 这 个 方法 是 分 子 分 母 同 时 乘 以 (sec(x) 十 tan(x)). 


| sec(2)dz = | sec(Z) x sec(z) + tan(z) 


sec(Z) + tan(z) 
三 Ja|sec(Z) 十 tan(Z)| 十 CC， 

因为 分 母 (sec(z) + tan(z)) 的 导数 恰恰 等 同 于 分 子 . 

sec(z) 的 二 次 虹 该 怎样 计算 呢 ? 这 个 不 需要 太 费 力气 


| sec2(z)dz = tan(z) 十 C 


机 


sec2(z) 十 sec(Zz)tan(Z) 
| sec(Z) + tan(z) a 


很 容易 计算 . 不 幸 的 是 , 更 高 次 究 就 很 难 计算 了 . 不 过 , 基本 ， 


来 (这 同 我 们 前 面 处 理 tan(z) 的 曙 很 相似 ), 用 分 部 积分 法 , 应 用 dv = sec?(zx)dz 并 


思想 是 把 sec2(z) 提出 


把 设 为 余下 的 sec(z) 次 容 . 也 就 是 说 , v = tan(z) ( 记 住 在 这 里 不 需要 常数 项 ). 当 


用 分 部 积分 法 时 , 自然 会 得 到 一 个 新 积分 ; 被 积 函 数 应 该 是 一 个 sec(z) 的 更 低 次 蝴 
乘 以 tan2(z). 我 们 需要 再 一 次 使 用 tan?(x) = sec?(x) 一 1 并 得 到 两 个 积分 , 而 其 中 


一 个 就 是 原始 积分 的 倍数 ! 你 需要 把 这 个 放 回 等 式 的 左边 . 另 一 
更 低 次 窜 , 你 需要 重复 整个 过 程 直到 剩 下 /sec(z)dz 或 / sec? 
结果 我 们 已 经 知道 了 . 


这 是 一 个 技术 解释 , 我 们 来 看 一 个 很 难 对 付 的 例子 : 计算 1 secs(z)dz. 我 们 先 


把 sec2(z) 提出 来 , 即 
| sece (x)dz = | sec4(z) sec2(z)dz. 


个 是 关于 sec(z) 的 
(zjdz, 这 两 个 积分 的 


现在 , 使 用 分 部 积分 法 , 设 v = sec4(z),du = sec2(z)dz. 通过 对 求 导 和 对 dv 求 


积分 , 我 们 得 至 


出 


du = 4sec3(Z) sec(zjtan(z)dz = 4sec4(z)tan(z)dz 和 vw = tan(x). 


现在 通过 分 部 积分 法 得 到 


[= fo 


dv 


du 


一 一 人 一 一 全 
| sece (zx) sec (x)dx = sec4(z)tan(z) 一 | tan(zZ) 4sect (x) tan(zx)dx. 


来 看 看 等 式 右 侧 的 积分 , 它 可 以 写 为 


‘| sec4(z)tan2(z)jdz = | sec4(z)(sec2(z) 一 1)dz 


一 4(| sec secG jo- | se Sec4 


把 这 些 放 到 一 起 , 我 们 有 
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| J NN | gee 4 | ee 
下 一 步 令 人 振奋 : 把 等 式 右 侧 的 第 一 个 积分 移 到 等 式 左 侧 : 
5 | eC | Be 
等 式 两 侧 同 时 除 以 5 可 得 
| = sect(z) I ， | A 
做 完了 吗 ? 还 没有 , 我 们 仍然 需要 计算 / sec*(x)dz. 我 们 不 得 不 重复 刚才 的 全 
过 程 . 这 正 是 你 需要 重复 上 述 步骤 的 地 方 . 如 果 你 没有 计算 错误 , 会 得 到 
| ee 3 sec?(z) tan() 二 3 | 让 
现在 我 们 需要 计算 1 sec2(z)dz, 这 达到 了 我 们 力所能及 的 程度 一 一 它 的 结果 
是 tan(z) + C, 我 们 以 前 见 过 的 . 再 把 这 些 都 合并 到 一 起 , 得 到 


| sec6(z)dz = Ssect(z) tan(Z) 十 5 (3 sec?2(z) tan(Z) 十 3 tan(®) ) 十 C 


一 Ssect(z) tan(z) 十 i sec2(z) tan(z) 十 1 tan(z) 十 C. 
很 好 , 尽管 我 们 费 了 很 大 的 劲 , 但 已 经 算出 了 结果 . 看 , 解决 带 有 tan(z) 和 
sec(z) 的 容 的 习题 的 基本 思想 是 : 先 降 2 次 容 , 然后 重复 计算 ; 继续 计算 , 直到 
降 为 一 次 震 或 二 次 寡 , 这 样 我 们 就 可 以 直接 计算 了 . 顺便 想 一 想 , 怎样 计算 


dz ，, 
cos6(Z) 


然 , 我 们 可 以 把 它 写 为 /secs(z)dz( 我 们 刚刚 已 经 计算 出 结果 了 0). 那么 又 怎样 计 


流 蒜 


分 子 可 以 改写 为 1 一 cos?(x), 然后 分 成 两 个 积分 : 
| a = l Se = | A | Sd 
现在 使 用 上 述 方法 , 我 们 就 可 以 求 出 关于 sec(z) 的 次 暴 的 积分 了 . 
19.2.4 cot 的 客 
我 们 可 以 用 解决 tan(z) 的 容 的 方法 来 解决 这 类 问题 . 可 以 使 用 毕 达 哥 拉 斯 恒 
等 式 把 cot2(z) 改写 : 


cot2(z) = csc2(Z) 一 1 
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当 设 t= cot(z) 时 , 有 dt = 一 csc?(z)dx. 请 注意 , 不 要 护 记 负 号 ! 现在 多 做 一 些 题 
目 来 练习 , 例如 计算 / cots(z)dz. 将 这 个 结果 和 19.2.2 节 中 tans(z)dz 的 结果 进 
行 比较 . 你 会 发 现 它们 是 非常 相似 的 . 
19.2.5 csc 的 过 

计算 这 个 就 和 计算 sec(z) 的 窘 一 样 ， 可 以 把 csc2(z) 提出 来 , 然后 用 分 部 积 
分 法 , 应 用 dv = csc?(zx)dz. 请 注意 : v = 一 cot(x), 而 du 也 有 一 个 负 号 , 这 是 你 
需要 注意 的 地 方 . 再 一 次 提醒 要 多 做 些 练习 . 例如 计算 1/ csc5(z)dz, 将 这 个 结果 和 
J sec6(z)dz 的 结果 相 比 较 , 你 会 看 到 更 多 相似 的 地 方 . 
19.2.6 约 化 公式 
前 四 节 的 方法 都 是 把 三 角 函 数 的 容 降 低 2 次 , 然后 重复 计算 . 例如 在 19.2.2 市 
中 , 通过 提出 tan2(z) 然后 用 secz(z) 一 1 替代 它 来 求解 tan(z) 的 容 的 积分 . 让 我 们 
试 着 总 结 一 下 这 个 方法 . 首先 来 计算 / tan”(zx)dz, 我 们 给 它 起 个 名 字 : (对 于 整 
数 n). 也 就 是 说 ， 


及 三 | tan” (zx)dzx. 
我 们 已 经 知道 
70 = | tan’ (x)dz = | ldz = ZX+0O, 


五 三 | tan(z)dz = — ln|cos(z)|+C. 
当 n > 2 时 , 我 们 可 以 从 tan”(zx) 中 提取 tan2(z), 这 样 就 剩 下 了 tan"-2(z); 这 时 可 
以 使 用 三 角 函 数 恒等式 把 这 个 积分 分 开 : 
六 = | tan” (x)dz = | tan” ?2(z) tan’ (x)dz = | tan" -2(z)j(sec2(z) — 1)dz 


全 | tan” ?2(x) sec2(z)dz 一 | tan” ?2(zx)dzx. 


等 式 右 侧 的 第 二 个 积分 1tan" (zj)dz 就 是 1,_2; 对 于 第 一 个 , 如 果 设 t+ = tan(z)， 
会 得 到 dt = sec2z(z)dz, 这 个 积分 就 变 为 /如 -db 它 的 结果 为 t*-1/(n 一 1) 十 C. 用 
tan(z) 回 代 t, 这 样 我 们 证 明了 
三 


我 们 没有 必要 写 常数 , 因为 1 和 I,_2 都 是 不 定 积分 . 上 述 方程 叫 作 约 化 公式 ， 
因为 它 把 整数 n 降 到 一 个 更 小 的 数 n 一 2. 

让 我 们 看 看 怎样 使 用 这 个 公式 计算 tans(z)dzx, 即 16. 把 n= 6 代入 约 化 公 
式 , 有 


1 
T tan”—1(z) 一 7 2. 
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让 三 Etan5(z) 一 六， 
很 好 , 我 们 需要 知道 五 . 让 我 们 再 次 使 用 约 化 公式 , 这 次 n =4: 


1 
I1= 和 tan3(z) — 1. 


万 = - tanl(z) 一 1 =tan(z) 一 Z 十 CO， 
在 这 个 结果 里 , 我 们 使 用 了 ho. 现在 我 们 知道 了 到 , 可 以 回去 求解 五 了 : 
五 = 3 tans(2) —J2 = 3 tans(2) 一 tan(z)+Zz+C. 
最 后 可 以 求解 要 计算 的 积分 J6 了 : 


1 1 1 
| tan’ (x)dz = 16 = 5 tan’ (zx)— J = 5 tan5(z) 一 3 tans(z) +tan(z) 一 2 十 C. 


这 同 19.2.2 节 中 的 答案 一 样 . 现在 把 这 个 方法 应 用 到 求解 正 制 、 余 制 和 余 切 的 暴 的 
职 分 当中 , 只 需要 把 它们 重 写 为 约 化 公式 . 

这 个 方法 对 于 定 积分 也 适用 . 例如 计算 定 积分 让 coss(z)dz 的 值 . 如 19.2.1 
节 所 述 , 你 应 该 使 用 倍 角 公式 , 但 应 用 于 这 道 题 可 能 会 很 麻烦 . (不 信 你 可 以 试 试 ) 
相反 , 我 们 设 


/2 
I -| cos"(Z)d2， 


0 

要 记 住 我 们 最 后 要 求 1s. 现在 的 技巧 是 我 们 需要 提出 

/2 x/2 

Ji = cos” (7X)dz = cos”™ 1(z) cos(zx)dz. 

0 0 
现在 使 用 分 部 积分 法 , 设 w = cos”"-1(z), dv = cos(z)dz. 这 就 是 说 , v = sin(z). (更 
多 关于 分 部 积分 法 的 内 容 请 参考 18.2 节 .) 请 你 证 明 

x/2 7/2 
I, = cos”-!(x) sin(z)| 十 | (nC— 1)cos" ?2(z)sin?(z)dz. 
0 

如 果 n > 2, 这 时 在 等 式 右 侧 第 一 项 的 结果 是 0, 因为 cos(r/2) = 0, sin(0) = 0. 男 
一 方面 , 在 积分 中 , 我 们 可 以 用 1 一 cos?(z) 替代 sin*(z), 得 到 


> 


因子 cos(z), 像 这 样 


I = fe — 1)cos" (x)(1 — cos?(x))dz 
9 /2 x/2 
= (7 一 D | cos" 2(z)dzx — (nm 一 | cos” (x)dz. 
0 0 
我 们 得 到 了 什么 ? 很 好 , 请 注意 后 两 个 积分 分 别 是 到 -> 和 蕊 . 所 以 
Dh,= (no1)h 2 — (no 1)1,. 
通过 把 等 式 两 端 同时 加 (nm 一 1) 再 除 以 n, 我 们 得 到 了 这 个 约 化 公式 : 
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ee 
NEL 
TN 


这 应 该 使 我 们 的 计算 更 容易 ! 我 们 要 求 玉 的 解 , 所 以 会 一 次 又 一 次 地 使 用 上 述 公 


式 , 从 n =8 开始 , 然后 是 n =6, n =4, 最 后 是 n =2, 这 时 我 们 得 到 
et 7 5 3 7 5 3 1 
8 


ee 
6 8 6 4 86 4 2 


现在 需要 计算 1o. 因为 cos? 的 结果 是 1, 所 以 ho = 忆 ? ldz = /2. 化 简 上 述 分 式 ， 


我 们 得 到 1 
/2 
[oe- 这 和 x 加 
作为 我 们 辛苦 计算 的 奖励 , 我 们 可 以 容易 地 计算 出 /5/ a 的 值 (对 于 
任何 正 整数 n). (为 了 计算 奇 次 寡 的 值 , 有 必要 知道 = 8/? cos(z)dzx = 1.) 
顺便 说 一 下 , 约 化 公式 不 必 使 用 三 角 恒等式 . 例如 , 计算 


,= | zedz, 
你 需要 用 到 分 部 积分 法 , 通过 设 v = zx",dv = ezdz (所 以 有 w=e*) 去 计算 
,=7r"er— | nr lerdz. 


这 样 有 了 约 化 公式 I = zx"e? 一 n1,_1. 顺便 说 一 下 , 这 次 我 们 是 用 I,_1 来 表示 万， 
而 不 像 前 几 个 三 角 函 数 的 例子 , 用 I_2 来 表示 Ih. 所 以 在 这 个 链 式 的 最 后 你 仅仅 
需要 知道 Jo, 不 难 发 现 J0 = 1erdz = ez + C. 
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现在 , 让 我 们 看 看 怎样 计算 关于 二 次 函数 平方 根 的 奇 次 肾 的 积分 . 一 些 典 型 的 
例子 有 


二 或 [a a 或 | (z2 + 15)-5/2dz. 
基本 思想 是 : 有 三 种 情况 ， 人 一 Z2、22 十 ao2、2Z2 一 o2, 这 里 a 为 常数 . 例 
如 上 面 的 第 一 个 积分 是 当 a =2 时 z2 -ao2 的 情况 , 第 二 个 积分 是 当 a =3 时 a? 一 x? 
的 情况 , 第 三 个 积分 是 当 a = V15 时 z? + a? 的 情况 . 这 三 种 情况 要 求 不 同 的 换 元 
法 . 大 多 数 的 情况 下 , 在 换 元 之 后 , 都 会 得 到 一 个 关于 三 角 函 数 的 容 的 被 积 函 数 , 这 
正 是 我 们 在 前 几 节 见 过 的 . 下 面 我 们 一 次 研究 一 种 情况 , 最 后 再 做 个 总 结 . 
19.3.1 类 型 1: Va2 一 z2 


如 果 你 遇 到 关于 Va? - z2 的 奇 次 寡 的 积分 , 正确 的 换 元 是 使 用 x = asin(9). 
如 果 你 喜欢 也 可 以 使 用 x = acos(9), 但 这 并 没有 任何 优势 , 所 以 我 们 依然 使 用 正弦 
函数 , 因为 这 个 蔡 代 很 有 效果 : 


19.3 关于 三 角 换 元 法 的 积分 “385 


a2 — 12 =a?—a?sin’(0) =a2(1 — sin*(0)) = a? cos2(0)， 
现在 可 以 容易 地 求 平方 根 . 请 记 住 , 如 果 你 把 变量 从 x 改 到 9, 那么 就 该 由 从 以 zx 
为 变量 转 到 以 9 为 变量 的 积分 . 也 就 是 说 , 积分 符号 里 的 每 一 个 x 都 要 用 9 来 表 
示 . 具体 地 , 我 们 需要 用 带 有 0 的 变量 以 及 db 表示 dx. 没 问 题 , 仅仅 需要 对 方程 
x = asin(9) 求 微 分 就 可 以 得 到 dz = acos(9)dg. (这 种 类 型 的 替代 在 18.1.2 节 和 
18.1.3 节 中 讨论 过 , 但 当时 是 以 x 为 变量 而 不 是 以 这 个 替代 变量 求解 .) 无 论 如 何 ， 
现在 积分 是 以 9 为 变量 了 , 但 在 最 后 还 需要 再 换 回 到 以 x 为 变量 的 积分 . 为 此 , 我 
们 要 男 一 个 锐角 是 9 的 直角 三 角形 , 这 会 很 有 帮助 (如 图 19-1 所 示 ). 
我 们 知道 sin(9) = z/a, 所 以 可 以 设 出 这 两 个 边 的 边 长 (如 图 19-2 所 示 ). 


| 


图 19-1 图 19-2 


最 后 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 得 第 三 边 边 长 为 Va2 - z2, 这 个 三 角形 就 能 确定 了 (如 
图 19-3 所 示 ). 
现在 , 我 们 使 用 这 个 三 角形 可 以 很 容易 地 计算 出 cos(6) 、tan(b) 或 其 他 任何 关于 0 
的 三 角 函 数 的 值 , 也 能 方便 地 转换 回 到 以 xz 为 变量 的 积 4 

来 看 看 怎样 实际 应 用 的 . 我 们 使 用 刚才 的 例子 : 


2 
ba 
| 1 二 22575 二 dz. 


我 们 设 z = 3sin(0)， 以 此 完成 替代 , 所 以 dz = 3cos(9)d6， 同时 我 们 也 看 到 
9 一 x2 二 9 一 9sin?(9) = 9cos2(0). 所 以 这 个 积分 为 


(3sin(0))? _ 32x3 人 sin2(g) | 有 
| (Ooos2(0) 373 3cos(0)d0 = 9373 | aos300) cos(0)d0 = | tan’ (0)d0, 


因为 93/2 = 27. 使 用 19.2.2 节 中 的 方法 可 得 
| tan2(0)d0 = |eeo 一 1)d0 =tan(0) 一 0 十 C. 


现在 我 们 需要 做 的 是 换 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 因为 sin(b) = z/3, 这 个 相关 的 三 
角形 如 图 19-4 所 示 . 


图 19-3 图 19-4 


©O 
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从 这 个 三 角形 中 可 得 tan(b) = zx/V9 二 如， 同时 , 因为 sin(9) = zx/3, 我 们 有 
0 = sin 1(z/3). 把 这 些 换 回 到 答案 中 , 我 们 得 到 

2 2 ee 性 

(23)373 Ei = J 一 Sin (3) 十 心 ， 
如 果 不 使 用 三 角形 , 你 可 能 会 把 tan(b) 写 为 烦琐 的 形式 : 
tan (si (5)) 

日 我 希望 你 能 更 认可 我 们 得 到 的 答案 . 
讨论 类 型 2 之 前 , 你 发 现 我 们 在 这 里 有 些 大 意 了 吗 ? 需 要 计算 出 (9 cos? (0))3/2， 


i 


但 仅仅 说 它 等 于 27 cos3(9)， 当 然 , 932 = 27, 但 这 就 能 说 明 (cos2(0))3/2 = cos3(9) 
吗 ? 实际 上 仅仅 当 cos(b) > 0 时 才 成 立 . 问题 是 对 一 个 数值 求 它 的 3/2 次 窜 , 实际 
上 是 要 求 这 个 数值 的 平方 根 . 对 于 任何 正 数 4, 我 们 有 A432 = (A412)3 = (VA)3. 所 
以 应 该 写 为 


(cos2(0))3/2 = (Veos2(0))3 = | cos3(0)|. 
斑 运 的 是 , 这 个 绝对 值 对 于 类 型 1 和 类 型 2 没有 必要 (但 对 于 类 型 3 就 不 是 这 样 
了 ), 所 以 我 们 所 做 的 一 切 是 正确 的 . 这 个 观点 将 会 在 19.3.6 节 中 详细 讨论 . 
19.3.2 类 型 2: Vx? 十 a? 
如 果 一 个 积分 是 关于 Vz2 + a2 的 奇 次 窘 , 那么 正确 


的 换 元 是 z = atan(9). 这 种 方法 很 有 效果 , 因为 2 
22 十 o2 一 a2tan2(9) 二 ao2 = a2(tan2(0) 十 1) = a?sec?(0). 7 
并 且 我 们 需要 知道 dz = asec2(0)d0. 因为 tan9 = z/a, 所 图 19-5 


以 这 个 三 角形 如 图 19-5 所 示 . 
现在 我 们 来 看 这 个 例子 : 
|e + 15)-5/2dz. 


这 里 使 用 换 元 法 , 设 z = V15tan(90). 我 们 有 dz = V15sec2(0)db, 并 且 注 意 z2+15 = 
15tan2(b) 十 15 = 15sec2(0). 这 个 积分 变 为 


| (15 sec2(0))-5/2V15 sec2(0)d0 = | (sec(9))-5 sec2(0)d0 


= (15) | cos3(0)d0. 


(我 们 再 一 次 做 了 一 件 有 风险 的 事情 : 用 15-5/2sec-5(0) 替代 (15 sec2(0) 2， 完全 忽 
略 了 绝对 值 符号 . (如 果 你 提前 阅读 了 19.3.6 节 , 就 会 知道 其 中 的 原因 了 .) 我 们 仍 
然 需要 计算 15-?/ cos3(0)d9. 让 我 们 使 用 19.2.1 节 中 的 方法 .请 注意 被 积 函数 是 
cos(0) 的 奇 次 肾 , 所 以 我 们 可 以 提出 一 个 cos(9) 项 , 用 sin(0) 做 换 元 : 
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(15) 一 | cos35(0)db = (15)-? | (1 — sin2(0)) cos(0)d0 


= 05) (sin(0) -OY) +o, 


(我 在 这 里 忽略 了 换 元 的 细节 , 因为 我 确信 你 能 自己 做 出 这 
道 题 . ) 现在 , 回 到 以 x 为 变量 的 状态 . 因为 tan(b) = z/V15， 


[ 表 此 得 到 如 图 19-6 所 示 的 三 角形 . 
到 -| 从 这 个 三 角形 中 , 你 能 简单 地 发 现 sn(0) = z/Vz2 二 15， 


也 就 是 说 
a 3 
图 19-6 | Z2 十 15) -5/2dz = (15) 一 ? (mg 一 2 ) + 


1 化 3 _C 

225 (FA jr) 
(你 知道 为 什么 sin3(9) = z3/(z2 十 15)32 吗 ? 仅仅 把 里 面 的 sin(9) 用 z/(z2 十 15)3 
将 代 即 可 .) 


19.3.3 类 型 3: Vz2 一 a2 
最 后 , 关于 Vz? 一 a2 的 奇 次 早 的 情况 又 怎样 呢 ? 正确 


的 换 元 是 x = asec(0), 因为 
22 一 02 一 a2sec2(0) 一 ao2 一 a2(sec2(0) — 1) = a?tan’(0), 


你 能 容易 地 得 到 平方 根 . 为 了 做 这 个 换 元 , 我 们 需要 知道 图 197 
dz = asec(g)tan(9)d6. 因为 sec(9) = z/a, 这 个 三 角形 如 
图 19-7 所 示 . 
例如 , 计算 
dz 
2Z3VZ2 一 4 
设 = 二 2sec(0), 所 以 有 dz = 2sec(g)tan(9)dg,z2 一 4= 4tan2(0), 这 个 积分 变 为 
| 2 人 tan(O) 省 二 2sec(O)tan(O) 
2 sec(0))3V4tan2(0) 8sec3(0) x 2tan(0) 


1 1 1 
8 ea 本 区 Wd 


如 果 这 次 用 2tan(0) 替代 V4tan?(9), 那 就 大 错 特 错 了 . 像 我 们 将 要 在 19.3.6 节 中 
看 到 的 那样 , 它 只 有 在 x >0 的 时 候 才 是 正确 的 . 所 以 让 我 们 做 个 假设 . 我 们 需要 
计算 寺 J cos2(9)d9. 因为 cos 是 偶 次 宕 , 所 以 要 使 用 19.2.1 节 的 倍 角 公式 : 
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+C. 


1 1[1 0 sin(20) 
0d == | = 20))dg = 
ye (0)d ;| 5( 十 cos(20))d0 站 十 人 


很 好 , 我 们 上 只 需要 再 回 到 以 z 为 变量 的 状态 . 这 里 需要 点 小 技巧 , 让 我 们 使 用 三 角 
形 (如 图 19-8 所 示 ) 来 帮助 计算 . 

问题 是 我 们 需要 知道 sin(20) 的 值 . 为 了 计算 这 个 数 

值 , 要 使 用 三 角 公 式 : 


sin(20) = 2 sin(0) cos(0). | 
此 可 知 sin(0) = Vz2 一 4/x,cos(0) = 2/z, 再 把 它们 带 i 


回 到 原 结果 中 , 可 得 3 
m2 一 本 图 19-8 
| 1 2. V7 4 2 | CO 
xz3vVr2—4 16 2 32 z 7 
1 -地下 22 一 4 
-0 


请 记 住 , 它 仅 当 z > 0 时 才 成 立 . 我 们 将 在 19.3.6 节 中 重视 这 个 例子 , 并 考虑 
zx 0 的 情况 . 

19.3.4 配方 和 三 角 换 元 法 

在 我 们 总 结 这 种 方法 之 前 还 有 一 点 需要 说 明 . 有 时, 你 可 能 需要 求解 关于 
V 士 zz 十 oz 十 b 的 奇 次 窜 的 积分 ， 也 就 是 说 , 你 有 了 一 次 项 az, 这样 情况 就 复杂 
了 . 求解 这 个 积分 的 方法 很 简单 : 我 们 可 以 配方 , 然后 做 替代 得 到 刚才 介绍 的 三 种 
情况 . 例如 , 计算 


|e — 4z+19) 5/2dz, 
首先 配方 (参见 1.6 节 的 配方 方法 ): 
22 一 47 十 19 一 (Z2 一 4z 十 4) 一 4 十 19= (z 一 2)2 十 15. 
所 以 , 要 计算 的 积分 实际 上 是 


下 


((z 一 2)2 十 15)-5/2dqz. 
设 上 = z-2, 所 以 dt=dz, 那么 这 是 一 个 以 t 为 变量 的 积分 了 : 
(£2 + 15)-5/2qt, 
这 就 得 到 了 一 个 在 19.3.2 节 中 己 经 计算 过 的 积分 ! 该 题目 的 答案 是 (此 时 以 t 为 变 


量 ) 


曙 


县 ) : 


1 t 说 
225 (Fs 十 15 3( 刀 十 1 ) 1 
用 z-2 蔡 代 也 得 到 


| -tin de . ( ni 0 ) F C 


225 2Z2 二 47 十 19 3(z2 一 47z 十 19)3/2 


19.3 关于 三 角 换 元 法 的 积分 


389 


这 种 方法 的 准则 是 , 带 有 一 次 项 的 二 次 函数 可 以 通 
19.3.5 关于 三 角 换 元 法 的 总 结 
让 我 们 用 一 个 表 


类 型 1: Va? 一 Z2? 


格 来 总 经 


类 型 2: Vz2 十 a2 


二 刚才 使 用 过 的 针对 三 种 类 型 


过 配方 再 换 元 的 方法 求 得 结果 . 


积分 的 换 元 法 : 
类 型 3; Vi 43 


设 = asin(9) 
dz = acos(0)d0 
下 人 


刀 一 歼 = a2 cos 


以 去 掉 绝 对 值 符 
新 考虑 . 


2(0) 


AAA 
FI 一 一 
2hp 


设 z= atan(0) 
dz = asec?2(0)d0 
2Z2 十 a2 = a? sec?(0) 


9X 0 


a 


遇 到 az cos2(9) 和 a2 tan?(9) 情况 时 , 什么 时 候 (及 为 什么 


次 遇 到 这 种 情况 时 ， 可 外 


19.3.6 平方 根 的 方法 和 三 角 换 元 法 


我 们 以 前 


但 9 在 哪里 


绝对 值 符号 ! 


类 型 2 也 是 同 检 


以 此 次 我 们 也 不 需 
但 对 于 类 


本 
而 妇 


提 过 , 这 一 节 可 能 会 有 些 烦 琐 . 
类 型 1. 我 们 直接 把 Va? cos2(0) 化 简 为 acos(9)， 
际 上 , 我 们 写 x = asin(9) 下 


绝对 值 
型 3， 我 们 就 不 这 么 走运 了 . 这 次 我 们 需 
结果 不 一 定 为 atan(0). 你 看 , 因 


你 还 


二， 0 = sin-!(x/a). 
1 呢 ? 很 好 , 从 10.2.1 节 
就 是 说 ,9 在 第 一 或 第 四 象限 , 所 以 cos(0) 


中 , 我 们 知道 


的. 在 这 种 情况 下 , 我 们 把 Va? sec2(0) 
不 使 用 绝对 值 吗 ? 我 们 设 z = atan(0), 所 以 9 = tan-! 
(一 zx/2, Tz/2), 所 以 这 次 的 0 也 在 第 一 或 第 四 象限 . 就 是 说 , sec(9) 


wi 


1 


看 10.2.4 节 ， 


E 会 忽略 它 , 但 之 后 又 不 得 不 重 


完全 忽略 了 cos(0) 的 绝对 值 . 


sin 的 范围 是 


一 直 都 是 非 负 的 . 在 此 , 我 们 不 需要 任何 


(z/a). 


设 z= asec(9) 
dz = asec(0) tan(0)d0 


x2 — a? = a? tan?(0) 


a 


么 ) 可 


不 跟 得 上 吗 ? 很 好 , 现在 我 们 回 到 


曾 


实 


[一 zx/2, zx/2]; 也 


化 简 为 asec(0). 可 以 
因为 tan-! 的 值 域 是 
直 都 是 正 的 , 所 


了 要 化 简 Va2tan2(0), 但 它 的 
为 x = asec(9), 我 们 有 90= sec-! 
会 发 现 sec-! 的 值 域 是 
括 x/2 这 一 点 . 所 以 0 在 一 二 


Zz/a). 如 果 你 看 
[0, zl, 但 不 包 
象限 , tan(0) 既 可 能 


为 正 也 可 能 为 负 . 但 


至 少 它 同 x 有 着 同样 
可 以 通过 y= sec-1(x) 的 图 像 来 判 


的 符号 ， 


本. 


所 以 当 x >0 时 ， 我 们 认为 Va2tan2(0 


atan( 人 ， 另 一 方面 


3) 


一 atan(9). 在 这 种 情况 下 , 三 角形 如 图 


2 < 0 时 , 我 们 需 > 


19-9 所 示 . 
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个 三 角形 有 两 条 边 是 负 的 (分 别 是 x 和 -Vz2 - a2), 这 确实 有 些 怪异 , 但 这 
却 便 于 我 们 记忆 , 因为 这 个 三 角 函 数 的 所 有 符号 都 是 正确 的 . 在 19.3.3 节 的 例子 
dz 
XZ3V7X2— 
中 , 我 们 知道 当 x >0 时 , 这 个 积 Spe 
1 2 “2 一 4 
二 sec 人 ) | 3 -oO. 
( 当 z >0 时 , z 实际 上 要 大 于 2, 否则 分 子 中 的 Vx? 一 4 项 就 失去 意义 了 .) 现在 让 
我 们 重新 计算 当 z <0 时 的 情况 . 我 们 仍然 设 x = 2sec(0), 但 是 现在 要 用 -2tan(9) 
替代 V4tan2z(g). 与 之 前 唯一 的 不 同 就 是 负 号 : 


| dz =| 2 sec(0) tan(0) dg 
zZ3V22 一 4 | (2sec(0))3V4tan?(0) 
| 2sec(0) tan(0) jg 
8sec3(0) x (—2tan(0)) 


” 2 0 cos( 亿 _ 


= -3 | cos2(0)d0 = 


我 们 回 到 以 x 为 变量 的 状态 , 需要 使 用 一 个 修正 
三 角形 (如 图 19-10 所 示 ). E460 
因此 , 实际 上 sin(9) = Vz? 一 4/z,， cos(0) = 


2/z. 注意 sin(9) 实际 上 是 大 于 零 的 , 因为 z <0. 现 
在 再 带 回 到 原 积分 可 得 到 


1 i 1 一 VZ2 一 4 2 
[si- | 
1 2 VZ2 一 4 | 
= 1 + 全 | C. 
这 就 是 当 x <0 时 的 答案 , 同 我 们 刚才 的 答 乎 是 一 样 的 , 只 是 sec 的 反 函 数 需 


要 一 个 负 号 . 当然 , 常数 C 同 > >0 为 什么 呢 ? 因为 我 们 正在 寻 
找 一 个 函数 使 它 的 导数 为 1/z3Vz2 一 4 它 的 定义 域 为 -oo, -2)U (2,00). 所 以 , 它 
的 反 导数 实际 上 分 为 两 部 分 , 每 一 部 分 可 由 另 一 部 分 上 下 平移 而 得 . 总而言之, 完 
整 的 答案 是 : 


ViT—4 
二 (| 和 十 Ql 当 z>2 时， 
dz 加 16 2 8z2 
2Z3VZ2 一 4 1 mp 
一 再 sec 7 (3) + “下 全 当 z < 一 2 时 . 


中 C1 和 Cs 是 不 同 的 . 其 实 我 们 过 至 | 过 这 次 的 和 分 , 例如 /1/zdz, 它 的 积分 结 
里 就 有 两 个 常数 . 参见 17.7 节 . 在 实际 应 用 中 , 遇 到 类 型 3 的 问题 时 ， 我 们 常 党 


昌江 
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只 考虑 x >0 时 的 情况 . 这 样 可 以 避免 上 述 烦琐 的 情况 , 并 且 取 平方 根 不 用 担心 符 
.但 


当 z <0 时 , 你 需要 注意 更 多 细节 


全 


我 们 已 经 介绍 了 很 多 计算 积 ~ 问题 是 , 对 于 一 道 计算 积分 的 题 应 该 使 
用 哪 种 方法 呢 ? 有 时 这 不 容易 , 你 可 能 在 发 现 正确 方法 之 前 要 试 很 多 种 不 同 的 方法 ， 


19.4 积 分 技巧 总 结 


甚至 需要 把 多 种 方法 混合 在 一 起 . 人 些 帮 助 你 解决 问题 的 技巧 . 


当 你 看 到 题目 时 , 会 发 现 一 种 显而易见 的 换 元 , 那 就 试 试 它 . 例如 , 被 积 函数 

中 的 一 部 分 是 男 一 部 分 的 导数 , 那么 就 使 用 t 做 换 元 . 

如 果 Waz 十 b 这 种 形式 出 现在 被 积 函数 中 , 就 像 在 18.1.2 节 那 样 , 设 t = 

Var + ob. 

对 于 有 理 函 数 的 积分 (也 就 是 说 , 两 个 多 项 式 的 商 ), 看 分 子 是 否 为 分 母 导 数 

的 倍数 . 如果 是 , 可 以 通过 设 拒 = 分母 ”来 计算 . 另外 , 也 可 以 使 用 部 分 分 

式 法 (参见 18.3 节 )， 

若 观 察 后 没有 发 现 明显 的 换 元 可 用 , 可 使 用 这 一 章 介绍 的 方法 : 

一 关于 V1 一 cos(z) 或 V1 十 cos(x) 的 函数 , 使 用 倍 角 公式 ; 

一 关于 1 一 sin?(x)、1 一 cos2(z)、1 二 tan2(z)、sec2(z) 一 1、csc?(zx) 一 1 或 
1 上 +cot2(z) 的 函数 , 使 用 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 : sin2(z)+cos2(z) = 1、tan2(z) 十 
1 = sec2(z) 或 1+cot?(z) = csc2(zZ)i 

- 关于 1 土 sin(x) (或 与 其 相似 的 情况 ) 在 分 母 时 的 函数 , 分 子 分 母 同 时 乘 以 
它 的 共 轿 表达 式 , 然后 试 着 使 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ; 

一 关于 cos(mz) cos(nz)、sin(mz)sin(nz) 或 sin(mz) cos(nz) 的 函数 的 积 
使 用 积 化 和 差 公 式 ; 

- 关于 三 角 函 数 的 次 窜 的 积分 , 应 该 学 会 从 19.2.1 节 到 19.2.5 节 的 所 有 方 


法 . 


。 如 果 被 积 函 数 是 关于 Vz? 一 a? 这 种 形式 的 奇 次 肾 的 情况 (例如 (z2 一 02)3/2， 


bE 
3 


@ 
> 二 


(22 - a2)5/2 等 ), 或 Vz? 十 2 或 Va? 一 22 等 类 似 情况 的 奇 次 寡 形 式 , 那么 
使 用 三 角 换 元 法 (但 要 先 校 验 是 否 有 明显 的 换 元 )， 如 果 二 次 函数 包含 一 次 
项 , 那么 先 配 方 . 更 多 细节 参见 19.3 市 . 

[I 果 被 积 函 数 是 乘积 的 形式 , 同时 也 没有 明显 的 换 元 可 用 , 那么 可 以 考虑 分 
Pb 积分 法 . (参见 18.2 节 .) 

[I 果 没有 可 用 的 换 元 法 , 被 积 函数 又 是 In(x) 的 虹 或 反 三 角 通 数 的 形式 , 那 
可 以 考虑 使 用 分 部 积分 法 . 在 这 种 情况 下 , 设 w 是 In(z) 的 寡 或 为 适当 的 
反 三 角 函 数 . 例如 , 计算 


zk 
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2 
| ) jx 
2 


首先 校 验 没 有 换 元 法 可 用 ; 因为 没有 任何 灵感 , 所 以 我 们 用 分 部 积分 法 . 等 


一 下 , 它 不 是 乘积 的 形式 ! 再 等 一 下 , 商 也 可 以 写成 乘积 的 形式 ! 让 我 们 把 


Nn — dz, 


这 时 再 用 分 部 积分 法 , 
到 答案 


ln(1 十 Z2) 


In(l +z2),do = (1/z2)dz. 现在 试 试 , 你 会 得 


十 2tan 1(z) 十 C. 


即使 你 掌握 了 所 有 的 方法 ， 如 果 你 不 做 大 量 的 练习 , 那么 遇 到 实际 问题 时 , 还 


会 陷入 混乱 . 在 做 了 大 量 的 练习 后 , 你 就 能 应 付 各 利 


各 样 


全 中 找到 自信 . 这 样 , 你 就 是 一 个 优秀 的 积分 计算 者 了 . 


复杂 的 积分 , 能 够 在 计 


第 20 章 ”反常 积分 : 基本 概念 


这 个 主题 比较 难 , 我 分 两 章 来 讨论 . 本 章 介绍 反常 积分 , 下 一 章 给 出 更 详细 的 
讨论 , 介绍 怎样 解决 关于 反常 积分 的 一 些 问题 . 如 果 你 是 第 一 次 阅读 本 章 , 那么 应 
该 读 明白 这 里 的 每 一 个 知识 点 . 但 如 果 你 正在 备考 , 我 建议 你 忽略 本 章 , 但 请 注意 
方 框 内 的 公式 和 标记 为 重要 的 部 分 , 集中 精力 看 下 一 章 . 下 面 是 我 们 在 这 一 章 将 要 
学 习 的 内 容 : 

。 有 反常 积分 、 收 伍 和 发 散 的 定义 ; 

。 关于 没有 边界 区 域 的 反常 积分 ; 

。 关 于 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 、p 判别 法 和 绝对 收敛 判别 法 的 理论 基础 . 
在 下 一 章 中 , 我 们 还 会 再 次 介绍 这 四 种 判别 法 , 并 给 出 一 些 应 用 示例 . 


20.1 ”收敛 和 发 散 
到 底 什 么 是 反常 积分 ? 在 第 16 章 , 我 们 见 过 积分 


b 
| f(x)dzx. 


该 被 积 函 数 如果 在 [a, 5] 区 间 内 是 有 界 的 , 并 是 连续 的 (如 有 有 限 个 间断 点 也 可 )， 
那么 这 个 积分 就 是 有 意义 的 . 如 果 这 个 积分 有 无 限 多 个 不 连续 点 , 该 积分 也 可 能 是 
有 意义 的 (参见 16.7 节 中 的 例子 ). 但 如 果 函 数 f 不 是 有 界 的 , 情况 又 怎样 呢 ? 这 
就 是 说 , 当 z 在 区 间 [a, 8] 内 时 , 函数 f 的 值 越 来 越 大 (正方 向 或 负 方 向 , 或 两 个 方 
向 ). 当 函 数 三 在 这 个 区 间 有 一 条 垂直 渐 近 线 时 会 出 现 这 种 情况 : 函数 在 浙 近 线 附 
近 变 得 很 大 , 且 没 有 界限 . 这 就 使 上 述 积分 成 了 反常 积分 . 

即使 函数 f 是 有 界 的 , 也 会 出 现 一 种 不 同类 型 的 无 界 . 这 个 闭 区 间 [a, 9] 实际 
上 是 无 界 的 , 如 [0，o00)、|[ 一 7，00)、( 一 00, 3], 甚至 (-co，co). 这 也 使 这 个 积分 成 为 
反常 积分 . 

所 以 , 如 果 出 现下 面 的 情况 , 积分 及 f(z)dz 就 是 反常 积分 : 

(1) 函数 f 在 闭 区 间 [a,08] 内 是 无 界 的 ; 

(2) 6= oo; 

(3) a = 一 co， 

从 现在 开始 , 我 们 集中 精力 研究 第 一 种 情况 , 在 随后 的 20.2 节 再 研究 后 两 种 情 
况 . 像 我 以 前 说 过 的 那样 , 如 果 一 个 函数 在 某 个 位 置 有 垂直 渐 近 线 , 那么 该 函数 在 
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这 个 位 置 是 无 界 的 , 尽管 可 能 会 有 一 些 奇怪 的 走势 . (例如 函数 f(x) = 上 sin (二 ), 当 
2 趋 于 0 时 , 它 的 图 像 是 大 幅 振荡 的 .) 如 果 函 数 f(zx) 在 xz 接近 于 某 点 c 时 是 无 界 
的 , 那么 我 们 说 该 函数 在 xz = c 点 有 一 个 破裂 点 .大 多 数 情 况 下 , 它 就 是 指 有 垂直 
渐 近 线 . 

所 以 , 我 们 来 看 看 函数 在 x = a 点 有 垂直 渐 近 线 时 的 简单 情况 , 如 图 20-1 所 
示 . 


{ 


图 20-1 
如 果 我 说 积分 f(z)dz 是 上 图 中 阴影 部 分 的 面积 (平方 单位 ), 那么 我 是 在 说 


谎 . 问题 是 , 由 于 是 垂直 渐 近 线 该 区 域 会 一 直 延 伸 到 这 页 的 最 上 部 且 还 会 一 直 延 人 
下 去 , 该 区 域 越 来 越 狭长 
于 该 区 域 不 停 地 向 上 延伸 , 那么 其 面积 就 是 无 限 的 , 这 个 结论 是 正确 的 吧 ? 
一 定 . 如果 该 区 域 足够 狭长 , 那 会 出 现 一 个 数学 奇迹 , 面积 就 是 有 限 的 了 . 为 了 
究 什 么 情况 下 一 块 无 限 区 域 的 面积 会 是 有 限 的 , 我 们 需要 使 用 极限 . 其 基本 思想 
: 设 = 是 一 个 很 小 的 正 数 , 函数 了 在 区 间 [a+e, 相 上 是 可 积 的 , 因为 函数 /在 此 
有 界 的 .你 会 得 到 一 些 有 限 的 数 .现在 , 用 一 个 更 小 的 数 = 去 重复 这 种 情况 , 你 
会 得 到 一 个 新 的 有 限 的 数 , 如 图 20-2 所 示 . 


其 各 各 于 人 光 


一 

二 
E We 更 小 的 = 

图 20-2 

数 = 越 小 , 我 们 对 这 块 无 限 区 域 的 估算 就 越 接近 于 真实 值 . 这 说 明 , 我 们 应 该 

用 越 来 越 小 的 。 重复 这 个 过 程 , 当 。 -> 0+ 时 , 看 看 我 们 是 否 会 得 到 一 个 极限 L. 如 

果 可 以 , 我 们 就 把 工 解释 为 正在 计算 的 这 块 区 域 的 面积 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 说 积 
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分 让 f(z)dz 收 全 于 数 却 如 果 没有 极限 , 我 们 就 不 能 对 于 这 块 区 域 找到 一 个 有 意义 

的 答案 , 只 能 放弃 寻找 , 认为 该 积分 是 发 区 的 . 注意 : 如 果 积 分 不 是 反常 积分 , 那么 

它 自然 收敛 ! 在 实践 中 , 只 要 这 个 函数 是 有 界 的 且 区 间 [a, 可 是 有 界 的 , 那么 就 可 以 

说 这 样 的 积分 是 收敛 的 , 因为 它 甚至 不 反常. 它 仅仅 是 一 些 有 限 的 数 
现在 , 当 在 x = a 处 有 破裂 点 时 , 我 们 有 : 

如 果 仅仅 在 > 接近 于 a 点 该 函数 f(z) 是 无 界 的 , 则 定义 


上 f(z)dz = 地 | f(z 


在 此 假设 这 个 极限 存在 . 如 果 能 找到 这 样 的 极限 , 我 们 就 说 这 个 积分 收敛 ; 否则 认为 
该 积分 发 散 . 就 像 其 他 的 极限 一 样 , 由 于 极限 的 结果 可 能 为 ce 或 -oo, 或 当 = 一 0+ 
时 它 的 图 像 上 下 振荡 , 因而 这 个 极限 可 能 没有 意义 . 

这 让 我 们 认识 到 非常 重要 的 一 点 . 当 看 到 一 个 反 第 积分 时 , 我 们 需要 知道 的 一 
件 非常 重要 的 事情 是 : 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 这 个 积分 的 收敛 值 是 多 少 并 不 是 很 
重要 (假设 它 是 收敛 的 ). 在 实际 中 , 如 果 你 知道 积分 是 收敛 的 , 可 以 通过 复杂 的 计 
算 求 得 收敛 值 . 2 而 你 使 用 计算 机 估算 这 个 积分 值 , 那么 可 能 会 
得 到 意 想 不 到 的 结果 . 计算 机 还 不 能 真正 理解 无 限 或 疯狂 的 上 下 振荡 . 


20.1.1 反常 积分 的 一 些 例子 


考虑 两 个 积 4 
I 二 dz 和 | 立 -元 dz 
0 


这 两 个 都 是 反常 积分 , 因为 它们 的 被 积 图 数 在 z = 0 点 都 有 垂直 渐 近 线 . 所 以 我 们 
可 以 使 用 刚才 方 框 里 的 公式 . 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 有 


人 1 
1 
| —dz = lim |: 一 qz = lim iniz| = lim (lIn(1) ~— In(e)) = co， 
0 se。 x < 一 0 十 E < 一 0 十 


(我 们 使 用 了 这 些 性 质 : In(1) = 0; 当 = 一 0+ 时 ln(e) 一 -co.) 因为 得 到 的 答案 是 
正 无 穷 , 所 以 这 个 反常 积分 是 发 散 的 . 第 二 个 积分 的 情况 又 如 何 呢 ? 再 次 使 用 公式 ， 
我 们 有 


1 


1 
1 1 1 
-一 dz = sy | dr = lim 2zl/2| = lim (2V1— 2Ve)=2. 
0 TX < 一 0 和 一 0 十 E < 一 0 十 


我 们 得 到 了 一 个 有 限 的 数 , 所 以 这 个 积分 是 收敛 的 . 我 们 已 经 证 明了 这 个 积分 收敛 
于 2, 但 如 上 节 最 后 所 述 , 我 们 并 不 在 意 收敛 值 , 主要 研究 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ， 
而 不 是 收敛 于 多 少 . 

我 们 得 到 了 什么 ? 为 什么 反常 积分 1 / zdzx 是 发 散 的 , 而 /0 1 / Vzdx 却 是 
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收敛 的 ? 毕竟 , 两 个 积分 的 图 像 y = 1/z 和 yy = 1/Vz 是 非常 相似 的 (如 图 20-3 所 
示 ). 

当然 ， 这 两 个 被 积 函数 是 不 同 的 当 0< 
z <1l 时 , 1/z 比 1/Vz 要 大 . 从 几何 角度 来 解 
释 , 1/Vz 的 图 像 实际 上 比 1/z 的 图 像 更 接近 于 
y 轴 . 可 以 说 , 1/Vz 的 图 像 足 够 接近 于 y 轴 , 以 
至 于 它 所 对 应 的 积分 是 收敛 的 ; 而 1/z 没有 那 
么 接近 于 y 轴 , 所 以 它 所 对 应 的 积分 是 发 散 的 . 
但 糟糕 的 是 , 对 于 所 有 在 x = 0 点 有 渐 近 线 的 函 
数 , 很 难 区 分 哪个 函数 足够 接近 于 y 轴 , 哪个 足 
够 远离 于 y 轴 . 大 多 数 情况 下 , 你 需要 分 别 对 待 
每 个 积 了 

这 里 有 一 点 非常 重要 . 假设 你 遇 到 反常 积分 记 jzjdz, 它 的 被 积 函数 只 在 x = 
a 点 有 垂直 渐 近 线 , 你 仅仅 想 知道 该 积分 是 收敛 的 还 是 发 散 的 这 时 ,5 的 值 对 我 们 
没有 影响 , 可 以 把 它 换 成 任意 大 于 a 的 有 限 的 数 , 只 要 不 选择 新 的 垂直 渐 近 线 或 新 
的 破裂 点 . 之 所 以 这 样 说 , 首先 请 看 WR 


[0 f(x)dz = Jim, f(z)dz 


ate 
在 此 假设 这 个 极限 存在 . 现在 让 我 们 把 ， 换 成 其 他 任意 的 数 c, 但 要 比 数 a 大 . 如 
果 z =a 依然 是 函数 f 的 酸 多 局 ， 那么 我 们 有 


C 


jz)dz = lim f(x)dz 


E07T Dale 
再 次 假设 极限 是 存在 的 . 我 们 可 以 在 Zz 二， 点 把 最 后 一 个 积分 分 开 (16.3 节 介 绍 过 
这 种 方法 ) 而 得 到 


b c 
jn f(x)dz = lim, ( f(x)dz +| re] 
A ate b 


< 对 第 二 个 积分 没有 任何 影响 ; 实际 上 , 因为 函数 上 在 上 和 e 点 之 间 是 有 界 的 , 所 
A M. en 


图 20-3 


fz )dz = lim f(z)dz+M. 
< 一 0 十 GE 


如 果 右 侧 的 极限 存在 ， 那么 积 分 上 户 Fo)dz 收敛 . 增加 一 个 数 M 它 仍然 为 有 限 的 ， 
所 以 J f(z)dz 还 是 收敛 的 . 相反 , 如 果 极 限 不 存在 , 这 时 增加 一 个 数 M 对 情况 也 
没有 影响 , 所 以 Pf(z)dzx 和 /< f(z)dz 同时 发 散 . 

我 们 已 经 证 明了 , 一 个 反常 积分 在 有 界 区 间 的 收敛 或 发 散 是 由 它 的 被 积 函数 在 
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非常 接近 破裂 点 时 的 走势 决定 的 . 在 具体 情况 下 , 因为 我 们 知道 积分 /3 1 / zdz 是 
发 散 的 , 所 以 可 以 得 


这 些 积分 


20.1.2 


CH 


[| 


2 100 0.000 0001 
1 1 1 
| 一 QZ， | 一 QZ， | 一 QZ 
ox o ZZ 化 


这 些 积分 都 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 因为 /0 1 / Vzdz 是 收敛 的 , 我 们 也 可 以 说 


2 万 


是 收敛 的 . 所 有 的 这 些 都 是 发 生 在 x ye 
其 他 破裂 点 


对 于 积分 户 f(z)dx, 如 果 函 数 了 仅仅 在 积分 上 限 5 (而 不 是 a) 是 无 界 的 , 那么 


我 们 可 以 应 | 


所 以 


实际 上 , 我 们 知道 怎 
分 别 为 


关键 点 是 : 只 有 当 这 两 部 分 的 积分 都 收敛 时 , 积分 /2 f(z)dz 才 是 收敛 的 ; 如 果 任 何 
可 个 积分 就 是 发 散 的 . 毕竟 , 你 不 能 把 一 个 不 存在 的 东西 加 到 另 一 
个 是 否 存在 , 都 不 能 这 样 做 . 

子 激发 了 我 们 第 一 个 灵感 : 为 计算 反常 积分 , 如 果 必 要 就 把 它 分 解 . 每 
能 有 一 个 瑕 点 , 而 且 该 点 要 在 积分 的 上 下 限 上 . (在 这 里 , 瑕 点 指 的 是 


一 个 发 散 , 那么 整 
个 上 去 . 无 论 另 

这 个 例 
一 部 分 最 多 只 


刚才 的 方法 . 仅仅 的 不 同 是 , 我 们 这 次 需要 从 左 方 而 不 是 右 方 趋 于 b. 


妇 


£4 


果 函 数 仅仅 在 xz 接近 于 5 点 是 无 界 的 , 则 定义 


b b—e 
| f(r)de = lim, | f(z)de, 


在 此 假设 这 个 极限 存在 ; 如 果 它 不 存在 , 那么 像 前 面 的 例子 一 样 , 它 是 发 散 的 . 
如 果 函 数 f 在 区 间 [a, b] 内 有 破裂 点 c, 那 该 怎么 办 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 刀 
数 了 仅仅 是 在 


怎样 


E 该 区 间 (a, 5) 内 的 ec 点 无 界 , 那么 需要 把 这 个 积分 分 成 两 部 分 : 


| pe 和 jee 


使 用 极限 定义 这 些 积 分 一 一 使 用 方 框 里 的 公式 , 上述 积 分 


ce—8 b 
lim | f(z)dz 和 lim | f(z)dz 
e—0+ Ee 


E 一 0 十 
a 


破裂 点 , 下 一 节 我 们 会 看 到 一 个 不 同 的 “ 瑕 点 ”, 它 不 是 “破裂 点 ”.) 
来 看 积 4 


1 
4 | z(t (r+ Te 
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这 个 被 积 函 数 的 瑕 点 是 x = 0, 1, 2 和 -1. 最 后 这 个 点 对 我 们 的 计算 没有 影响 , 因 
为 积分 区 间 仅 在 0 到 3 之 间 . 另外 三 个 却 很 重要 . 我 们 需要 在 这 些 瑕 点 之 间 选 择 一 
些 数 比 如 1/2 和 3/2, 因为 它们 对 计算 不 会 产生 影响 . 现在 , 我 们 把 原始 的 积分 分 成 
下 面 5 个 积分 : 


I -[ a dzx, I -| dz 
zDDrtD)r-2) zz—1)(r+1)(r—2) 
]: 1 


3/2 2 
n= ee n=|, ee 


3 
1 
1s= | zZ(Z 一 1)( zz 十 1)(z 一 二 
注意 , 这 5 个 积分 的 瑕 点 都 不 超过 一 个 , 且 这 些 点 都 在 积分 的 上 下 限 位 置 . 积分 
五 、J3 和 三 的 瑕 点 在 积分 的 下 限 , 而 五 和 五 的 瑕 点 在 积分 的 上 限 . 原始 积分 收敛 
的 唯一 可 能 性 是 从 五 到 无 都 是 收敛 的 . 如 果 它 们 都 是 收敛 的 , 那么 积分 工 的 值 是 
从 五 到 五 的 和 . (实际 上 , 这 5 个 积分 没有 一 个 是 收 和 敛 的 ! 在 21.5 节 , 我 们 将 会 
到 为 什么 这 样 .) 


~ 


20.2 ”关于 无 穷 区 间 上 的 积分 


现在 要 研究 当 积 分 上 下 限 有 一 个 或 同 是 无 穷 时 的 情况 ; 也 就 是 说 , 积分 区 间 是 
无 界 的 . 为 计算 
f(z)dz, 


其 中 a 是 常数 , 函数 f 在 区 间 [ea，co) 没有 破裂 点 , 我 们 需要 使 用 为 一 个 极限 方法 . 
这 次 , 我 们 对 [a, N] 区 间 求 积分 , 其 中 NN 是 个 很 大 的 数 . 这 会 给 出 一 个 非常 好 的 值 
且 是 有 限 的 . 随 着 NN 值 的 增 大 , 我 们 重复 这 个 过 程 , 会 得 到 不 同 的 计算 结果 . 继续 
计算 , 看 看 最 后 的 积分 结果 到 底 是 多 少 . 如 果 极 限 确 实 存在 , 那么 这 个 积分 是 收敛 
的 ; 否则 它 就 是 发 散 的 . 用 符号 来 表示 , 我 们 可 以 定义 


oo N 
| | f(z)dz, 


在 此 假设 这 个 极限 是 存在 的 . 在 这 种 情况 下 , 这 个 积分 是 收敛 的 ; 否则 它 是 发 散 的 . 
同 20.1.1 节 中 最 后 描述 的 原因 一 样 , a 的 值 与 计算 结果 无 关 . 所 以 只 要 你 不 选择 函 
数 f 的 新 的 破裂 点 , 那么 a 的 值 对 广义 积分 的 收敛 还 是 发 散 就 没有 任何 影响 . 仅仅 
需要 考虑 的 是 当 z 非常 大 时 , 函数 f(x) 的 走势 怎样 . 
如 果 在 区 间 (-co, 中 上 函数 f 没有 其 他 的 破裂 点 , 我 们 可 以 使 用 相似 的 定义 


20.2 ”关于 无 穷 区 间 上 的 积分 “ 399 


b b 
| f(x)dz = Aim_ | f(x)dz 


如 果 函 数 了 在 整个 区 间 内 都 没有 破裂 点 , 那么 要 计算 


| f(x)dz 
该 是 怎样 的 呢 ? 


尽管 它 没 有 破裂 点 , 但 仍然 有 两 个 瑕 点 : oo 和 -co. 是 的 , 每 当 出 现 oo 和 -00 
时 , 我 们 都 把 它们 看 作 环 点 , 因为 需要 分 别 对 符 它 们 . 我 们 把 上 述 积分 分 成 两 部 分 ， 
这 样 每 一 部 分 只 有 一 个 瑕 点 . 选 一 个 你 喜欢 的 数 (我 选 0), 考虑 这 两 个 积分 : 


ee 


我 们 知道 这 两 个 积分 分 别 意味 着 什么 , 当然 只 有 两 个 积分 都 收敛 时 原始 积分 才 收 
敛 . 如 果 你 选 了 一 个 不 同 于 0 的 数 ， In 因为 积分 的 收敛 
或 发 散 不 是 由 端点 值 决定 的 . 

下 面 是 一 些 关 于 无 界 区 间 上 的 积分 例子 . 考虑 积分 


| : 1 和 | 二 dz 
1 和 


N 1 
lim | 了 dz 三 Aim_ ln al| 二 dm (In(N) — ln(1)) = oo， 


一 co 
1 


J ff Ny 1 
lim dz = lim -了 | 一 lim | 一 一 十 1|=1|. 
V 一 co 人 V 一 co XTIl 和 N 一 co N 
所 以 , 第 一 个 积分 是 发 散 的 , 第 二 个 积分 是 收敛 的 . 
这 里 有 一 个 问题 : 积分 


| 2 Da 和 | Bde 
0 0 
是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 因为 这 两 个 积分 的 瑕 点 是 0 和 co, 所 以 需要 把 它们 分 成 两 
部 分 . 第 一 个 可 以 分 解 为 
1 oo 
|: dx 和 | Ld. 
0 


注意 是 全 选择 1 作为 分 界 点 由 你 来 决定 . 选 什 么 并 不 重要 (只 要 它 是 一 个 正 数 )! 无 
论 如 何 , 我 们 已 经 看 到 这 两 个 积分 都 是 发 散 的 , 所 以 积分 /六 1/zdz 也 是 发 散 的 . 
我 们 把 第 二 个 积分 也 分 成 两 部 分 


©O 
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| Be 和 | dz. 


我 们 已 经 看 到 , 它 是 收敛 的 . 对 于 第 一 个 积分 , 我 们 可 以 使 用 关于 极限 的 公式 , 但 也 
还 有 一 种 不 是 很 显 见 的 方法 . 其 基本 思想 是 : 我 们 已 经 看 到 及 1/zdz 发 散 到 无 穷 
大 . 如 果 你 仔细 考虑 就 会 发 现 , 当 x 在 0 和 1 之 间 时 , 1/z2 比 1/z 大 . (对 吗 ? 因为 
在 
区 间 


区 间 (0, 1) 之 间 , z2 比 z 小 , 所 以 它们 倒数 的 大 小 正好 相反 .) 所 以 , 如 果 在 [0, 1] 
] 1/z 下 的 面积 是 无 限 的 , 那么 在 该 区 间 内 函数 1/z2 下 的 面积 会 更 大 , 所 以 它 
也 是 无 限 的 ! 不 需要 做 任何 其 他 工作 , 我 们 就 可 得 出 结论 : /3 1/z2dz 也 是 发 散 的 . 
于 是 整个 积分 /f° 1/z2dz 是 发 散 的 , 但 它 发 散 的 原因 不 是 因为 积分 上 限 的 无 穷 大 ， 
是 因 0 下 限 的 0. 注意 我 们 比较 1/z2 和 1/z 的 方法 是 比较 判别 法 , 在 下 一 


20.3 ”比较 判别 法 (理论 ) 


假设 有 两 个 非 负 函数 , 它们 至 少 在 某 些 区 间 上 是 非 负 的 . 如 果 第 一 个 函数 比 第 
二 个 函数 大 , 第 二 个 函数 的 积分 (在 这 个 区 间 内 ) 是 发 散 的 , 那么 第 一 个 函数 的 积分 
(在 同样 的 区 间 内 ) 也 是 发 散 的 . 从 数学 角度 上 可 以 这 样 来 解释 . 我 们 想 知 道 积 4 
放 f(z)dz 的 情况 , 但 现在 仅仅 知道 积分 户 g(z)jdz 的 情况 . 如 果 在 区 间 (a,5) 内 , 函 
数 f(z) > g(z) > 0, 且 积 分 2g(z)dzx 是 发 散 的 , 那么 积分 f(z)dz 也 是 发 散 的 . 
事实 上 , 因为 f(z) > g(x), 所 以 可 以 写 为 


b 8 
| rodz> | g(x)dz = co. 
因而 第 一 个 积分 也 是 发 散 的 .在 上 述 例 子 中 ， 


1 1 
1 1 
Bae> | 一 dz = co 

让 og 


并 知道 不 等 式 左 侧 是 发 散 的 . 当然, 我们 已 经 a b 


知道 右 侧 也 是 发 散 的 . 图 20-4 
当 看 图 20-4 所 示 的 图 像 时 , 我 们 就 会 更 清 
楚 这 种 情况 了 . 


在 这 个 图 像 中 , 在 x =a 和 z = 之 间 的 y = 9g(z) 的 面积 被 认为 是 无 穷 的 . 函 
数 y = f(z) 的 图 像 在 函数 y = 9g(z) 的 上 方 , 所 以 它 的 面积 (在 z=a 和 zz = 之 
间 ) 应 该 更 大 . 比 无 穷 还 大 当然 仍 是 无 穷 大 . 所 以 积分 尼 ffz)dz 也 是 发 散 的 . 

如 果 f(z) < g(z), 积分 严 g(z)jdz 仍然 是 发 散 的 , 情况 又 会 是 怎样 的 呢 ? 你 会 
对 积分 户 了 (z)dz 得 出 怎样 的 结论 呢 ? 答案 是 : 两 种 情况 都 有 可 能 . 也 就 是 说 什么 
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结论 都 得 不 到 . 我 们 从 数学 角度 来 解释 这 个 问题 


fn ms a z)dz = co 


所 以 正在 求 的 积分 /2 f(z)dz 小 于 或 等 于 无 穷 大 . 也 就 是 说 , 它 可 能 是 小 于 无 穷 的 ， 
所 以 是 收敛 的 ; 它 也 可 能 是 等 于 无 穷 的 , 所 以 是 发 散 的 . 很 好 , 我 们 知道 它 既 可 能 是 
收敛 的 也 可 能 是 发 散 的 . 我 们 没有 得 到 任何 结论 , 所 以 这 个 条 件 什么 都 没有 给 我 们 . 

男 一 方面 , 对 于 收敛 性 , 方向 要 反 过 来 . 是 这 样 的 : 我 们 想 知 道 积分 J f(z)dz 
的 情况 , 但 现在 知道 积分 必 g(z)dz 是 收敛 的 , 那么 我 们 希望 f(x) < g(z). 你 可 能 
会 说 , 我 们 希望 函数 f 是 由 函数 g 控制 的 . 很 好 , 这 时 我 们 已 经 可 以 确定 收敛 性 了 
(仍然 假设 两 个 函数 都 是 正 的 )， 也 就 是 说 , 如 果 在 区 间 (a, 5b) 内 0 < f(x) < g(z)， 
且 积分 /2 g(x)dz 是 收敛 的 , 那么 积分 ja f(z)dz 也 一 定 是 收敛 的 . 数学 上 的 表示 形 
式 是 


b 


b 
| f(x)dzr < | g(x)dz < co， 


所 以 两 个 积分 都 是 收敛 的 (注意 左边 的 积分 是 正 的 , 所 以 它 不 可 能 发 散 到 -co), 见 
图 20-5. 


图 20-5 
对 于 z=a 和 z=。 之 间 的 y= g(x) 的 阴影 部 分 面积 , 我 们 假设 它 是 有 限 的 . 


你 可 以 清楚 地 看 到 , 所 要 研究 的 面积 , 即 函 数 y = f(x) 在 z=a 和 zz=5 之 间 的 
面积 , 比 有 限 的 阴影 面积 要 小 . 因为 我 们 想 要 的 面积 是 正 的 并 小 于 一 个 有 限 的 面积 ， 
所 以 它 是 有 限 的 . 
请 注意 : 假设 你 知道 积分 /6 g(x)dx 是 收敛 的 , 但 你 有 个 相反 的 不 等 式 f(z) > 
g(z). 现在 你 想 要 分 析 的 图 像 y = f(zx) 在 另 一 条 曲线 y = g(z) 的 上 方 . 这 很 不 好 ， 
我 们 只 能 得 到 


b b 
f(z)dz S| 9(Z)d7， 


所 以 , 不 等 式 左 侧 的 积分 大 于 或 等 于 一 个 有 限 的 数 , 积分 可 能 是 有 限 的 也 可 能 是 无 
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限 的 . 这 相当 于 没有 得 到 任何 结论 . 我 们 义 日 间 力气 了 ! 

到 目前 为 止 , 从 数学 角度 看 , 我 们 还 没有 正式 说 明 比 较 判 别 法 . 实际 上 , 这 种 方 
法 并 不 是 很 复杂 . 的 我 们 已 经 了 解 了 其 基本 思想 . 例如 , 如 果 
函数 上 和 5 在 z=a 点 都 有 垂直 渐 近 线 , 在 其 他 地 方 没 有 破裂 点 , 且 区 间 [a,0] 内 
的 所 有 x 都 有 0 < f(x) < g(x), 那么 我 们 有 


b b 


0< f(x)dz < | g(x)dz 
a++te Q 十 E 


对 于 任何 s > 0 成 立 . 现在 取 极 限 . 如 果 反 常 积 分 J4 g(z)dz 收敛, 那么 不 等 式 右 
边 就 是 个 有 限 的 数 . 现在 的 情况 由 中 间 的 那个 积分 来 决定 . 因为 函数 f(x) 一 直 都 
为 正 , 所 以 当 。 趋 于 0 时 , 这 个 中 间 积 分 变 得 越 来 越 大 . 虽然 如 此 , 但 它 再 大 也 大 
不 过 积分 必 g(z)dz, 而 这 个 积分 恰恰 就 是 一 个 有 限 的 数 . 所 以 唯一 的 可 能 性 是 : 当 
a 一 0+ 时 , 这 个 中 间 积 分 收敛 于 一 个 有 限 的 数 ”. 简 而 言 之 , 积分 J4 f(z)dz 是 收敛 
的 . 这 样 , 我 们 从 收敛 角度 (上 述 的 第 二 个 反常 积分 ) 证 明了 比较 判别 法 , 在 上 述 特 
殊 情 况 下 , 函数 f 和 9g 仅仅 在 x = a 点 出 现 瑕 点 . 我 把 证 明 发 散 的 部 分 留 给 你 去 
做 , 而 且 也 要 说 明 在 xz =》 点 出 现 瑕 点 的 情况 . 这 同 证 明 收敛 没什么 不 同 . 当然 , 如 
果 瑕 点 出 现在 积分 的 中 间 , 或 有 多 个 瑕 点 , 在 使 用 比较 判别 法 之 前 就 需要 把 积分 分 
成 几 个 部 分 . 
在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 应 用 比较 判别 法 的 更 多 例子 . 现在 我 们 去 看 看 男 一 
个 判别 法 . 


20.4 ”极限 比较 判别 法 (理论 ) 


比较 判别 法 是 用 一 个 函数 的 反常 积分 的 结果 去 判别 另 一 个 函数 的 反常 积分 . 极 
限 比 较 判 别 法 是 类 似 的 , 但 并 不 需要 一 个 比 被 判别 的 函数 更 大 的 函数 . 相反 , 我 们 
仅仅 需要 两 个 近似 的 函数 . 其 基本 思想 是 : 假设 有 两 个 函数 在 破裂 点 x = a 是 非常 
接近 的 (它们 再 也 没有 其 他 的 破裂 点 ), 那么 积分 户 flzjdz 和 有 户 g(z)dz 同时 收敛 
或 同时 发 散 , 它们 的 行为 是 相同 的 . 直观 上 讲 , 这 个 说 法 是 行 得 通 的 , 我 们 来 仔细 说 
说 什么 叫 两 个 函数 是 “非常 接近 ”的 . 
20.4.1 函数 互 为 渐 近 线 


假设 有 两 个 函数 上 和 9 满足 


这 就 是 说 , 当 z 接近 于 a 时 , f(x)/g(z) 的 比值 是 非常 接近 于 1 的 . 如 果 比 值 是 1， 
那么 函数 f(x) 和 9(z) 是 相等 的 ; 因为 比值 仅仅 是 接近 于 1, 所 以 f(z) 是 非常 接近 


中 事实 上 , 这 个 显而易见 的 陈述 非常 重要 , 正 是 它 将 R 与 R 的 任 一 包含 所 有 有 理 数 的 真子 集 区 分 开 来 . 
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于 g(x) 的 . 但 这 并 不 意味 着 函数 f(z) 和 g(x) 的 差 是 非常 小 的 ! 例如 , (对 于 同样 
的 值 x) 函数 f(x) 可 能 是 万 亿 , 而 g(x) 可 能 是 万 亿 加 上 一 百 万 ; 在 这 种 情况 下 , 比 
值 f(z)/g(zx) 比 工 略 小 , 而 f(z) 和 g(x) 的 差 却 是 一 百 万 ! 但 从 另 一 个 角度 说 , 这 两 
个 数 是 非常 接近 的 , 因为 它们 之 间 的 差 一 百 万 相对 于 它们 自己 的 数值 是 非常 小 的 . 
所 以 , 我 们 说 如 果 比 值 的 极限 是 1, 那么 当 x 一 a 时 , f(x) ~ g(x); 即 


当 过 a 时 ,f(z) ~ go) 同 os 办 =1 有 着 同样 的 意义 
这 并 不 是 说 明 当 z 接近 于 a 时 , f(x) 大 约 等 于 g(z); 它 说 明 当 z 接近 于 时 ， 

f(x) 和 g(x) 的 比值 接近 于 1. 我 们 说 当 z 一 a, 函数 f(x) 和 g(x) 是 渐 近 等 价 的 . 

当然 你 可 以 用 z -oo 或 = -at 来 蔡 代 = -， w 只 需要 在 极限 中 做 同样 的 替代 
所 有 这 些 都 可 能 是 无 用 的 , 除非 我 们 有 这 样 形式 的 极限 : 


实际 上 , 我 们 已 经 见 过 很 多 这 种 形式 的 极限 ! 这 有 些 例子 ”: 


3 1 2 2 
人 37 000z 十 5 一 7 _ 让 sin(Z) = 
X00 373 Z 一 0 ZX 
7Z 一 1 In(1 
i i 
2 一 0 了 Z 一 0 sy 


第 一 个 极限 可 以 写 为 : 当 z 一 co 时 3z3 - 1000z2 十 5z 一 7 ~ 3z3. 也 就 是 说 , 当 
Zoo 时 , 3z3 一 1000z? 十 5z 一 7 和 3zw3 是 渐 近 等 价 的 . 同 理 , 第 二 个 极限 表明 , 当 
2 一 0 时 , sin(z) ~ x. 第 三 个 和 第 四 个 极限 表明 , 当 z 一 0 时 ,er -1 和 ln(l+z) 
同 x 是 渐 近 等 价 的 ; 也 就 是 说 , 当 z 一 0ez -1~7z 和 lnl+z)~z. 

我 们 只 是 以 不 同 的 形式 重 写 了 每 一 个 极限 , 但 这 是 一 种 很 方便 的 形式 . 实际 上 ， 
你 可 以 对 渐 近 等 价 的 函数 做 窜 运 算 , 然后 得 到 一 对 新 的 渐 近 等 价 的 函数 . 例如 , 我 
们 知道 当 x 一 0 时 有 sin(z) ~ z;, 则 可 以 立刻 写 出 , 当 z 一 0 时 有 sins(z) ~ z?, 或 
者 1/sin(z) ~ 1/z. 你 也 可 以 用 其 他 像 z 一 样 趋 于 0 的 量 替 代 z, 比如 z 的 索 . 例如 ， 
从 zz 一 0 时 sin(z) ~ zz 开始, 我们 用 4z7 替代 z, 可 看 到 当 z 一 0 时 , sin(4z7) ~ 477. 
你 甚至 可 以 让 两 个 渐 近 等 价 的 函数 相 除 或 相 乘 , 假设 它们 的 极限 对 应 的 x 值 相同 . 
例如 , 我 们 知道 当 z 一 0 时 tan(z) ~ zx, 因为 


tan(z) 四 


li 
Z 一 0 北 
所 以 我 们 能 把 sin(z) ~ xz 和 tan(z) ~ zx 乘 到 一 起 , 得 到 当 x 一 0 时 的 渐 近 关系 
tan(Z) sin(z) ~ 2Z2. 


加 或 减 这 些 关 系 却 不 适用 上 述 规则 . 例如 当 z 一 0 时 ,以 tan(z)~z 和 sin(z)~~ 


@ 这 些 例 子 可 以 分 别 在 4.3 节 、7.1.1 节 、9.4.2 节 和 9.4.3 节 中 找到 . 
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2 开始 , 那么 不 能 从 第 一 个 中 减 去 第 二 个 得 到 tan(z) - sin(z) ~z-z.2-2 是 0， 
没有 什么 能 同 0 是 渐 近 等 价 的 . 为 什么 没有 了 呢 ? 因为 , 如 果 当 z 一 a 时 有 f(x) ~ 0， 
这 时 我 们 有 


ED 
za (0 


这 讲 不 通 , 因为 等 式 的 左边 没有 任何 意义 . 所 以 , 可 以 对 这 种 渐 近 等 价 关 系 做 乘积 
除法 、 取 窜 , 但 一 定 不 要 做 加 法 和 减法 . 
20.4.2 关于 判别 法 的 陈述 

好 了 , 现在 我 们 已 经 有 了 渐 近 等 价 两 个 函数 的 概念 , 也 有 了 一 些 例子 (如 zx 一 0 
时 sin(z) ~ zx). 那 又 怎样 呢 ? 假设 某 个 函数 f, 它 的 瑕 点 仅仅 在 a 点 , 你 想 知 道 反 
常 积分 2 f(z)dx 是 收敛 还 是 发 散 的 . 如 果 当 x 趋 近 于 a 时 ， 你 能 找到 一 个 函数 g 
的 走势 非常 接近 于 f, 那么 可 以 用 函数 9 替代 函数 f, 判断 积分 用 g(z)dz 是 收敛 的 
还 是 发 散 的 . 无 论 你 得 到 什么 关于 9 的 结论 都 适用 于 f. 
正式 地 说 , 如 果 当 x 一 a 时 f(z) ~ g(x), 且 这 两 个 函数 在 区 间 [a,9] 上 没有 
其 他 的 瑕 点 了 , 那么 积分 六 flzjdz 和 户 g(z)dz 是 同时 收敛 或 同时 发 散 的 . (如 果 
同时 收敛 , 它们 的 收敛 值 可 能 不 同 .) 这 就 是 极限 比较 判别 法 .这 只 是 粗略 的 介绍 ， 
我 们 将 在 下 一 章 给 出 更 多 的 例子 . 假设 我 们 想 知道 积分 

1 


| i 

0 Sin(Vz) 

是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 看 起 来 求解 1/ sin Vz 的 反 导 数 不 是 一 件 容易 的 事情 . 很 幸 
运 , 我 们 不 需要 求 它 的 反 导 . 因为 当 x 一 0 时 sin(z) ~ 2 Re 


量 Vz 替代 这 个 很 小 的 量 x, 这 样 可 得 当 x 一 0+ 时 sin(VZ) ~ Vx. (我们 需要 使 用 
2 一 0+, 因为 仅仅 当 x >0 时 , Vz 才 有 意义 .) 两 边 0 可 得 

g 1 1 

当 z 一 0+ 时 ， 


sin(VE) Vz 
请 注意 在 区 间 (0, 1] 上 , 1/ sin Vz 和 1/Vz 没有 破裂 点 . 所 以 极限 比较 判别 法 告诉 


我 们 , 积 4 
1 
| 均 sin( i 和 | 点 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 我 们 用 一 个 简单 的 积分 /1/Vzdz 替代 了 一 个 较 难 的 积分 . 
从 20.1.1 节 中 , 我 们 人 的 术 训 民 名 的 | 所 以 立刻 知道 要 计算 的 积 
分 (左边 那个 ) 也 是 收敛 的 . 
当然 有 些 判 别 法 也 适用 于 破裂 点 在 5 点 或 积分 区 间 是 无 界 的 情况 . 我 们 将 在 
21.2 节 列 举 所 有 的 情况 . 现在 , 让 我 们 看 看 为 什么 这 个 判别 法 适用 于 上 述 例子 . 因 
为 当 z 一 a 时 f(z) ~ g(x), 所 以 我 们 知道 


As 
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lim f(z) 三 小 
Ta 9 7) 
特别 地 , 假设 足够 趋 于 a, 那么 比值 f(z)/g(z) 至 少 是 1/2 且 不 比 2 大 . 也 就 是 说 
我 们 能 在 a 和 》 的 区 间 内 选 一 个 数 c, 满足 
2 eh x€(a,d. 
g(7) 


这 个 不 等 式 可 以 重 写 为 


39(2) < Js 29(2),z € (wd 

现在 就 能 使 用 比较 判别 法 了 . 例如 , 如 果 积分 /gzjdz 是 发 散 的 , 那么 积分 fg(z)dz 
也 是 ( 像 我 们 已 经 见 过 的 那样 ) 事实 上 , 1 /<g(z)dz 也 是 发 散 的 , 直觉 解释 就 是 , 无 
穷 的 一 半 还 是 无 穷 ! 所 以 ,函数 f(z) 比 19(z) 大 说 明 积分 /< f(z)dz 是 发 散 的 
说 明 必 f(z)dz 也 是 发 散 的 ， 另 一 方面 , 如 果 积 分 /2g(z)dz 是 收敛 的 , 那么 积 4 
21cg(zjdz 也 是 收敛 的 , 我 们 能 再 次 使 用 比较 判别 法 证 明 积分 /faydz 也 是 收敛 
的 (你 自己 可 以 证 明 一 下 ) 

附注 : 大 多 数 教材 关于 极限 比较 判别 法 都 有 不 同 的 陈述 . 特别 地 , f(z)/g(z) 的 
极限 可 能 实际 上 不 是 1 可 能 是 任何 正 数 , 这 时 上 述 陈述 (稍微 修正 之 后 ) 依然 
成 立 . 另 一 方面 , 极限 不 是 1 并 没有 什么 意义 , 且 无 法 使 用 直观 的 ~ 表示 法 . 在 下 
一 章 , 我 们 将 能 非常 熟练 地 使 用 这 个 判别 法 


世 


20.5 pp 判别 法 (理论 ) 


我 们 有 了 比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 , 需要 知道 怎样 去 使 用 它们 . 我 们 的 基 
本 策略 是 (下 一 章 将 细致 讲解 ): 选择 一 个 能 与 函数 f 相 比 较 的 函数 9. 我 们 希望 函 
数 9 足够 简单 到 可 以 判断 它 是 收敛 的 还 是 发 散 的 . 

问题 是 , 我 们 能 选择 什么 样 的 g 函数 ? 最 常用 的 函数 是 1/x?, 其 中 p > 0. 我 
门 已 经 看 到 一 些 关 于 1/z、1/Vz 和 1/x? 的 积分 , 它们 分 别 对 应 于 p= 1、 雪 和 2. 
因为 这 些 函 数 很 容易 求 得 积分 , 所 以 可 以 使 用 极限 公式 得 到 p 判别 法 . 

。p 判别 法 ,js 的 情况 : 对 于 任何 有 限 值 a > 0, 积分 


| a 

a TP 

在 p>1 时 是 收敛 的 , 在 p< 1 时 是 发 散 的 . 

。p 判别 法 , fo 的 情况 : 对 于 任何 有 限 值 a >0, 积 4 


1 
| $e 
oT 


在 p<l 时 是 收敛 的 , 在 p>1 时 是 发 散 的 . 
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注意 , 这 两 种 情况 是 相反 的 , 只 是 p =1 除外 . 其 中 的 积分 


“1 ”1 
| 一 dx 或 | —dz 
' XP? 02 


是 收敛 的 , 而 另 一 个 积分 是 发 散 的 . p =1 的 情况 对 应 于 1/z, 我 们 已 经 见 过 , 这 两 个 
积分 在 这 种 情况 下 都 是 发 散 的 . 

2 判别 法 真 的 很 有 用 , 其 实际 应 用 很 广泛 , 所 以 二 万 不 要 混淆 这 两 种 情况 ! 要 
记 住 这 种 方法 的 正确 情况 , 就 要 记 住 1/z2 和 1/Vz 的 情况 . 我 仅仅 记得 两 个 事实 : 


ooe 1 & 1 办 
| 二 收敛 ， | a 也 收敛 . 


a 


依据 这 两 个 事实 , 我 就 能 记 住 整个 p 判别 法 ! 怎样 记 住 的 ? 由 第 一 种 情况 我 们 知道 ， 
趋 于 ce 时 的 情况 与 趋 于 0 时 的 情况 是 相反 的 , 我 知道 积 4 


和 
0 


是 发 散 的 ; 同 理 , 由 第 二 种 情况 我 们 知道 ， 


积分 
i 
——d 
| Vi 


也 是 发 散 的 , 那么 其 他 指数 的 情况 是 什么 N 
样子 呢 ? 任何 高 于 1 的 指数 (例如 3/2.2 | SSs 


1 
1 
1 
1 
1 
1 1 
四 
AI 
\ 
\ 
\ 


或 70) 的 趋势 同 1/z? 是 一 样 的 , 而 任何 | AR 


~ 一 
ins 
es 


低 于 1 的 指数 (例如 1/2、2/3 或 0.999) 
的 趋势 同 1/Vz 是 一 样 的 ( 记 住 , 它 就 是 图 20-6 
1/z1/2). 

观察 图 20-6 会 很 有 帮助 . 在 这 个 图 像 
中 , 点 状 线 和 虚线 是 典型 的 p <1 或 p >1 时 v= 1/zx? 的 图 像 . 实 线 是 y=1/zx 的 图 
像 , 它 不 足够 接近 于 y 轴 使 积分 1/zxdz 收敛 , 也 不 足够 接近 于 x 轴 使 /Y1/xdzx 
收敛 . 另 一 方面 , 对 于 任何 p <1, /1/z?dzx 是 收敛 的 , 因为 点 状 线 足够 接近 于 y 轴 . 
当 你 查看 x 轴 时 , 这 种 情况 是 相反 的 : 这 时 需要 查看 虚线 , 即 p >1 时 的 y = 1/z2， 
它 足 够 接近 于 x 轴 , 所 以 /1/zpdz 是 收敛 的 . 

注意 , 因为 1.0000001 > 1, 所 以 积分 


oo 
Cs d 
71.0000001T 
1 


收敛 , 尽管 /> 1/zdz 是 发 散 的 ! 仅仅 把 xz 的 寡 从 1 变 为 1.0000001, 这 个 微小 的 变 
化 足够 引起 质变 了 . 这 展示 出 了 收敛 和 发 散 的 精妙 之 处 . 
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现在 我 们 证 明 p 判别 法 . 幸运 的 是 , 这 仅仅 需要 使 用 20.1 节 的 公式 . 首先 , 考 


虱 积 4 
| pd, 


其 中 常数 a >0. 如 果 p =1, 该 积分 变 为 1/z, 我 们 已 经 知道 , 这 个 积分 在 这 种 情况 
下 是 发散 的 另外 我 们 有 


”1 > 1 
| 一 dz 一 | 2 ?dz = lim 
XP No00 和 N001— 
1 


1 也 
二 一 -一 (( lim NT-? 一 Q 二 
1—p 一 co 


现在 如 果 极 限 
lim VI-2 


一 co 
存在 , 那么 整个 积分 /> 1/zpdz 是 收敛 的 . 如 果 这 个 极限 不 存在 , 那么 该 积分 是 发 
散 的 . 所 以 , 将 上 述 极限 重 写 为 


lim 
N 一 co NP-— pzp-1L 


如 果 p >1, 那么 p 一 1>0, 所 以 当 NN 很 大 时 Nz-1 非常 大 ; 它 的 倒数 变 得 很 小 , 所 
以 极限 是 0, 最 初 的 积分 是 收敛 的 . 另 一 方面 , 如 果 p <1, 那么 p 一 1 < 0, 所 以 NI-2 
非常 大 , 这 个 极限 趋 于 无 穷 大 , 说 明 原 始 积分 是 发 散 的 . 这 证 明了 p 判别 法 的 一 半 . 
另 一 半 证 明 与 此 类 似 , 只 是 使 用 s 一 0+ 而 不 是 N 一 co. 我 将 证 明细 节 留 给 你 . 


TS 
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比较 判别 法 的 一 个 假设 是 函数 f 和 g 都 是 非 负 的 . 但 如 果 你 想 判断 一 个 负 表 
数 的 走势 , 该 怎么 办 呢 ? 如 果 这 个 函数 一 直 为 负 , 则 可 把 负 号 提出 来 后 把 它 归 为 正 
函数 的 情况 . 在 下 一 章 中 , 我 们 将 会 看 到 例子 . 另 一 方面 , 如 果 这 个 函数 在 积分 区 
间 不 停 地 在 正 负 之 间 振 荡 , 则 可 以 应 用 绝对 收敛 判别 法 . 陈述 如 下 : 


b 
如 果 | Faldz 是 收敛 的 ,那么 | Fajdz 也 是 收敛 的 


这 对 于 无 限 区 间 上 的 积分 也 是 适用 的 (例如 [e，co) 而 不 是 [w, 中. 注意 : 如 果 原 始 
耻 分 的 绝对 值 是 发 散 的 , 那么 这 个 原始 积分 可 能 还 是 收敛 的 ! 这 样 的 例子 很 酷 , 但 
超过 了 本 书 的 范围 . 我 们 在 23.7 节 讨论 正 交 级 数 时 将 看 到 一 些 相 似 情况 . 

为 什么 上 述 方法 是 有 用 的 ? 首先 , |f(z)| 总 是 非 负 的 , 所 以 可 以 使 用 反常 积分 
的 比较 判别 法 . 例如 , 考虑 反常 积 


(Ee 


GO 县 


So 
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| - 二 
当 z 越 来 越 大 时 , 被 积 函 数 严 铝 在 正 负 之 间 振 荡 , 所 以 不 能 使 用 比较 判别 法 ?或 


极限 比较 判别 法 . 让 我 们 先 试 着 使 用 绝对 收敛 判别 法 . 
我 们 需要 考虑 积分 


这 可 以 重 写 为 


| | sin(z) 三 
1 


2 
因为 z2 不 可 能 为 负 . 现在 就 能 使 用 比较 判别 法 了 . 因为 对 于 所 有 的 zx, |sin(z)| < 1， 
所 以 对 于 所 有 的 x, 有 


比较 判别 法 表明 


人 
下 加 1 J 


因为 根据 判别 法 , 不 等 式 的 右 侧 是 收敛 的 , 所 以 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 最 后 , 我 

站 使 用 绝对 收敛 判别 法 得 
| go, 所 以 | 开办 actbkg 煞 
在 由 迪 

这 里 有 -一点 比较 微妙 , 真 的 需要 使 用 绝对 值 


还 有 一 个 例子 : 
| cos(z)dz. 
这 个 被 积 函数 cos(z) 在 正 负 之 间 振荡 所 以 应 该 先 研 究 它 的 绝对 值 ' 
外 | cos(z)|dz. 


0 
遗憾 的 是 , 这 个 新 的 积分 不 可 能 是 收敛 的 . 想 要 知道 为 什么 吗 ? 画 一 个 y = | cos(z)| 
的 图 像 , 你 会 看 到 大 量 相 似 的 小 山 丘 , 一 个 接 一 个 . 要 把 这 些 无 限 个 小 山 丘 加 到 一 
起 得 到 有 限 的 值 是 不 可 能 的 . 所 以 这 个 绝对 值 型 的 积分 是 发 散 的 . 这 说 明 我 们 不 能 
使 用 绝对 收敛 判别 法 ! 只 有 当 该 积分 的 绝对 值 情 况 是 收敛 的 , 才能 使 用 这 个 方法 . 
我 们 需要 重新 来 过 . 我 们 不 知道 最 原始 的 积分 是 收敛 还 是 发 散 的 . 所 以 , 我 们 
训 用 瑕 点 在 ce 的 反常 积分 的 定义 : 


i 


青 况 : 


如 


@ 直接 比较 是 不 行 的 , 因为 积分 /六 sin(z)/z?dzx 并 不 随 N 变 大 而 变 大 . 20.3 节 结 尾 处 的 结论 不 适用 ， 
寻 为 它 需要 在 不 达到 g(z) 的 积分 上 限时 f(z) 的 积分 越 来 越 大 . 
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ce N 
| cos(Z)dz = ,| cos(Z)d2z = Aim_ sin(Z) 


最 后 一 个 极限 并 不 存在 ， 


因为 sin(N) 在 


N 


二 dim (sin(N) 一 Sin(0)) = Aim_ sin(N). 


一 1 到 1 之 间 反 复 振荡 , 即使 N 一 直 无 限 


变 大 也 如 此 . 所 以 , 原始 积分 /Fcos(zx) 发 散 的 原因 是 振荡 太 多 , 而 不 是 因为 它 趋 于 


oo 或 -co. 


振荡 的 积分 处 理 起 来 很 复杂 . 如 果 你 足够 季 运 , 可 以 像 上 面 一 样 使 用 标准 定义 . 
大 多 数 情况 下 , 这 根本 不 起 作用 . 很 多 数学 家 花费 了 大 量 的 时 间 想 弄 明 白 这 一 点 . 
此 刻 , 只 要 将 上 例 记 在 心间 就 可 以 了 , 我 们 在 下 一 章 还 有 很 多 事情 要 处 理 , 届时 会 


- 妆 


再 次 讨论 判别 法 , 并 着 重 解 决 反常 积分 相关 的 问题 . 
在 此 之 前 , 我 们 简单 看 一 下 为 什么 绝对 收敛 判别 法 可 以 起 作用 . 假设 我 们 知道 的 


fve 


)ldz 


收敛 . 有 一 个 很 好 的 技巧 : 设 对 于 f 的 xz 的 定义 区 间 [a,9], 有 g(x) = | jz 上 + jz)， 
那么 g 有 两 个 重要 特性 : 首先 , g(x) > 0; 


Zz 是 了 定义 区 间 [a,0| 中 的 和 有 


ip 


者 


一 


fg(z) = 2f(z), 而 且 每 当 


面 提 到 的 9 的 两 个 重要 特性 . 
以 对 9 使 用 比较 判别 法 了 : 


无 论 如 何 , 我 们 现在 可 


次 , g(z) < 2|f(z)| (两 种 情况 下 ,都 假定 1 
2 


FE 意 数 .) 实际 上 , 稍 考虑 一 下 就 可 以 知道 , 每 当 f(x) >0 
fj(z) < 0 都 有 g(x) = 0. 尝试 证 明 , 从 这 点 可 得 到 前 


b b 
0< | g(Z)dz < ?| |f(z)|dz < co. 


b 
| gz)dz 


也 是 收敛 的 . 那 又 怎样 呢 ? 注意 , f(x) = 


「 oe = a g(x a |f (zx)|dz. 


AS 
这 
> 


右 侧 的 两 个 积分 都 是 收敛 的 一 一 第 一 


以 , 左 侧 的 积分 也 是 收敛 的 . 


9g(z) 一 jc 所 以 


个 已 经 证 明了 , 第 二 个 假设 为 收敛 的 一 一 所 
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我 们 实际 应 月 
要 的 方法 . 在 上 一 章 


反常 积分 : 如 何 解 题 


一 下 , 并 看 看 有 关 反 和 常 积分 的 例子 . 讨论 过 下 


门 会 总 结 主 


用 的 判别 方法 . 为 了 更 加 有 效 地 利用 


这 些 方法 , 你 需要 了 解 一 些 闻 


E 质 , 特别 是 它们 在 


E 0 和 co 附近 是 怎样 变 


化 的 . 所 谓 常 见 函数 是 指 : 多 项 式 函 数 、 三 角 函 数 、 指 数 函 数 和 对 数 函 数 . 下 面 是 


这 一 草 要 讲 的 内 容 : 
。 首次 遇 到 反常 积分 时 需要 做 什么 , 包括 怎么 处 理 
函数 存在 非 正 值 的 情况 ; 


。 比较 判别 法 、 极限 比 较 判别 法 和 p 判别 法 的 总 结 ; 
。 常 见 函数 在 co 或 -co 附近 的 变化 ; 

。 常见 函数 在 0 附近 的 变化 ; 

。 如 何 处 理 在 非 0 有 限 值 处 的 甫 点. 


给 定 一 个 反常 积 


的 点 ). 之 所 以 称 其 为 反常 积分 , 是 因 


21.1 如 何 开 始 


Ja f(z)dz (我 们 总 是 假设 f 是 连续 的 或 者 有 有 限 个 不 连续 
上 -至 少 有 一 个 瑕 点 . 


FE 多 个 瑕 点 和 


瑕 点 经 常 出 现在 f 的 破裂 点 , 如 有 垂直 渐 近 线 的 点 处 , 还 出 现在 oo 和 -co 处 . 例 


如 , 积分 


分 积分 , 第 二 个 任务 是 处 理 


21.1.1 拆 分 积分 


下 面 是 基本 的 对 策 ; 

(1) 确定 区 间 [a,6] J 

(2) 将 积分 拆 分 成 若干 积分 之 和 , 使 得 
点 作为 相应 积分 的 上 限 或 下 限 ; 


在 co 和 -co 处 有 
也 有 瑕 点 (因为 被 积 函 数 在 这 些 点 未 定义 ). 

如 20.1.2 节 所 述 , 每 次 只 关注 
数 恒 正 , 至 少 z 在 瑕 点 附近 时 函数 应 该 为 正 . 因 
f 存在 负 值 的 情况 . 


只 要 包含 它们 , 就 一 定 有 瑕 点 )， 同 检 


此 , 我 们 的 第 一 个 人 


每 个 积分 至 多 有 一 个 瑕 点 ， 


EzX=1 和 z= 一 1 处 


地 , 我 们 倾向 于 被 积 函 
E 务 是 适当 地 拆 


并 使 这 些 瑕 


21.1 如 何 开 始 411 


(3) 分 别 讨论 每 个 积分 , 如 果 某 一 积分 发 散 , 则 整个 积分 发 散 . 原 反常 积分 收敛 
的 唯一 情形 是 , 每 个 积分 都 收敛 . 
如 何 将 一 个 积分 正确 拆 分 呢 ? 如 果 只 在 a 或 点 有 瑕 点 , 则 什么 都 不 用 做 . 考 
碟 如 下 的 经 典 例子 , 积分 


人 
下 a 
收敛 还 是 发 散 ? 被 积 函数 在 x = 0 有 垂直 渐 近 线 , oo 总 是 瑕 点 , 所 以 我 们 有 端点 0 
和 co 两 个 瑕 点 . 这 是 两 个 瑕 点 , 而 我 们 每 个 积分 只 处 理 一 个 瑕 点 , 所 以 可 以 在 0 和 
co 之 间 任 选 一 个 你 喜欢 的 数字 , 我 选 的 是 5, 然后 把 积分 拆 分 成 两 个 : 


5 | 
= I Ee 
| i . | Re 


这 个 例子 将 在 21.4.1 节 完 成 . 现在 , 注意 这 两 个 积分 都 只 有 一 个 瑕 点 , 并 且 瑕 点 在 
积分 区 间 的 左 端点 或 右 端点 . 在 哪个 点 对 积分 进行 拆 分 是 没有 关系 的 , 这 在 20.1.1 
节 已 经 详细 讨论 过 了 . 你 可 以 用 20.1.2 节 的 例子 进行 验证 , 那个 反常 积分 需 拆 分 成 
5 个 积分 . 
至 于 上 面 的 第 (3) 步 , 本 章 余下 部 分 会 探讨 如 何 处 理 只 在 一 个 端点 处 有 一 个 玻 
点 的 积分 . 为 了 让 原 积 分 收敛 , 重要 的 是 拆 分 后 的 每 个 积分 必须 都 收敛 . 所 以 若 将 
一 个 反常 积分 拆 分 成 5 个 积分 , 发 现 有 一 个 积分 发 散 , 则 不 需要 浪费 时 间 考 虑 其 他 
4 个 积分 , 因为 你 已 经 知道 整个 积分 是 发 散 的 了 . 

有 一 个 重要 的 情形 : 如 果 没 有 瑕 点 会 怎样 呢 ? 也 就 是 说 , 假设 有 积分 /2 f(z)dz， 
它 的 积分 区 间 [a,0] 是 有 界 的 ( 故 没有 oo 和 -co), 并 且 f 在 闭 区 间 [a,9] 上 有 界 ， 
则 如 20.1 节 所 述 , f 没有 瑕 点 , 所 以 我 们 知道 积分 2 f(z)dz 收敛 . 总 之 , 如 果 没 有 
瑕 点 , 则 积分 收敛 ! 例 如 : 


hes 


Ee lIn(z + 1) g 
到 十 到 十 1 
收敛 , 因为 被 积 函数 在 有 界 区 间 [0,100] 上 有 界 , 也 就 是 函数 在 该 闭 区 间 上 没有 瑕 
点 . 对 于 形 如 上 例 的 积分 , 不 要 被 其 蒙蔽 而 用 相关 的 判别 法 进行 积分 敛 散 性 的 判定 . 
21.1.2 ”如 何 处 理 负 函数 值 
如 果 f(z) 在 区 间 [ww 外 上 的 某 些 x 处 取 负 值 , 你 需要 特别 小 心 , 这 经 常 出 现在 
三 角 函 数 或 对 数 函 数 中 . 至 运 的 是 , 你 能 够 将 问题 化 简 为 只 有 正 被 积 函 数 的 积分 . 
下 面 是 处 理 负 函 数值 的 三 种 方法 . 
(1) 如 果 被 积 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 既 有 正 值 又 有 负 值 , 应 该 考虑 使 用 绝对 
收敛 判别 法 . 如 20.6 节 所 述 : 
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妇 


巧 


b b 
果 | [F(z)laz 收 仑 ,那么 | flzjdz 也 收 全 


这 个 判别 法 特别 适用 于 讨论 当 积 分 区 间 不 是 有 界 的 , 有 旦 包含 三 角 函 数 的 反常 积 
分 , 20.6 节 的 例子 
| = 


就 是 这 种 类 型 的 . 记 住 要 从 积分 的 绝对 值 开始 考虑 , 即 


lsinGold 
1 2 


不 需要 在 分 母 上 加 绝对 值 , 因为 分 母 恒 正 . 然后 指出 这 个 新 的 积 分 是 收敛 的 ( 详 见 
20.6 节 ), 并 用 绝对 收敛 判别 法 得 出 原 积分 也 收敛 . 不 要 忘记 : 绝对 收敛 判别 法 只 能 
帮 你 判断 积分 收敛 , 不 能 用 绝对 收敛 判别 法 判断 积 ,分 发 散 | 

(2) 假设 被 积 函 数 f(x) 在 区 间 [ww 外 上 恒 负 (或 为 0), 即 在 [ww 上 f(x)<0 


b 
| f(z)dz = -| (—f(z))dz 


又 会 怎样 ? 现在 一 f(z) 非 负 ， 所 以 可 以 用 比较 判别 法 或 p 判别 法 来 看 
户 ( 一 f(x))dz 收敛 还 是 发 散 . 当然 , 如 果 该 积分 收敛 , 则 J f(z)dzx 收敛 ， 类 似 地 ， 
如 果 放 ( 一 f(z))qdz 发 散 , 则 2 了 (z)dz 发 散 . 例如 


三 1 . 
— dz 
0 22ln(z) 


显然 在 z = 0 处 有 一 个 瑕 点 . 注意 In(z) 在 定义 域 0 和 1 之 间 是 负 的 , 所 以 最 好 写 


成 
V2 1 i V2 1 > 
o XIn(z) 5 o Zln(z) 


事实 上 , 因为 m(z) 是 出 现 负 值 的 部 分 , 所 以 可 以 将 -In(z) 替换 为 |In(z)|, 即 


1/2 
| +=-| dz 
o 22 i o Zz*|ln(z)| 


现在 我 们 只 需 考虑 
1/2 1 

d 

. 2 


遗憾 的 是 , 还 要 等 到 学 习 了 21.4.4 节 才 能 最 后 知道 这 个 积分 是 发 散 的 , 因而 原 积分 
也 发 散 . 注意 绝对 收敛 判别 法 不 能 用 于 这 个 例子 , 因为 该 判别 法 只 能 用 于 反常 积 4 


则 
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收敛 的 判别 . 
(3) 如 果 上 面 下 
节 的 


Pa 


种 情形 都 不 适用 , 可 以 用 反常 积分 的 正式 定义 试 一 下 . 例如 20.6 


人 cos(z)dzx. 
0 


到 这 里 其 实 还 没完 , 还 有 一 些 特殊 的 反常 积分 收敛 , 但 不 绝对 收敛 ” 这 些 类 型 
的 反常 积分 经 常 在 实际 的 物理 和 工程 应 用 中 出 现 , 不 过 在 本 书 的 讨论 范围 之 外 . 现 
在 我 们 来 回顾 一 下 积分 判别 法 . 


21.2 ”积分 判别 法 总 结 


目前 你 可 以 使 用 的 最 有 价值 的 工具 是 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 p 判别 
法 . 上 一 章 我 们 从 理论 的 角度 讨论 了 这 些 判别 法 , 现在 我 们 再 次 讨论 它们 . 在 下 面 
的 所 有 判别 法 中 , 被 积 函 数 f(x) 被 假定 为 在 积分 区 间 上 恒 正 . 
。 比 较 判 别 法 的 发 散 情形 : 若 认为 /2 f(z)dz 发 散 , 那 就 去 找 一 个 积分 也 发 散 
的 较 小 函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,b) 上 有 f(x) > g(x) 的 非 负 函数 g(x)， 
且 放 g(z)dz 发 散 . 则 有 
b 


b 
| sa | smdz=w 


因此 户 了 (z)qdz 发 散 . 
比较 判别 法 的 收敛 情形 : 若 认 为 2 f(z)dz 收敛 , 那 就 去 找 一 个 积分 也 收敛 
的 较 大 函数 , 即 找 一 个 使 得 在 区 间 (a,5) 上 有 f(zx) < g(x) 的 函数 g(x), 且 
户 g(z)dz 收敛 . 则 有 


b b 
| sa < | sly < 


因此 性 ftz)dz 也 收敛 . 

要 小 心 , 别 做 无 用 功 . 在 20.3 节 中 讨论 过 , 若 搞 反 了 上 述 不 等 式 的 方向 就 会 做 
无 用 功 . 若 不 等 式 的 方向 是 反 的 , 就 不 能 发 挥 比较 判别 法 的 作用 . 

极限 比较 判别 法 是 比较 判别 法 的 替代 形式 . 使 用 该 判别 法 的 重点 是 , 能 找到 一 
个 和 被 积 函 数 在 瑕 点 附近 敛 散 性 一 致 的 函数 . 在 20.4.1 节 中 , 我 们 有 如 下 的 定义 : 


当 wz 二 a 时， f(z) ~ g(z), 这 等 价 于 Jim ie) = 1 


若 将 z 一 a 换 成 z 一 eo (或 z 一 -co)) 上 述 定 义 仍 成 立 ， 在 任何 情况 下 ， 如 


@ 例如 JP sin(z)/zdz 收敛 , 但 JP lsin(z)| /zdz 发 散 . 如 果 你 能 对 它们 中 任 一 个 的 正确 性 加 以 说 明 ， 
你 已 经 相当 了 不 起 了 ! 
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I 


果 被 积 函 数 f 形式 复杂 , 而 又 能 找到 一 个 好 的 函数 g, 使 得 当 x 趋 近 于 瑕 点 时 有 


f(z) ~ g(z), 则 你 已 经 接近 成 功 了 ! 这 是 因为 根据 极限 比较 判别 法 , 9 与 f 敛 散 性 


一 致 . 更 准确 地 , 下 面 是 该 判别 法 针对 瑕 点 的 有 限 和 无 穷 两 和 


情形 的 判别 . 


。 极 限 比较 判别 法 中 瑕 点 为 无 穷 的 情形 : 找 一 个 在 区 间 [a, ceo) 上 没有 瑕 点 、 


形式 较 简 单 的 非 负 函 数 g, 且 有 当 xz 一 co 时 , f(z) ~ g(x), 则 


(1) 若 /> g(z)dz 收敛 , 则 /> f(z)dz 收敛 ; 
(2) 若 je g(z)dz 发 散 , 则 /> f(z)dz 发 散 . 
当然 , 将 区 间 [e，co) 换 为 (00, 中 也 成 立 


分 区 


ef 


j 左 端点 处 的 有 限 值 a. 


。 极 限 比 较 判别 法 中 瑕 点 为 有 限 值 的 情形 
形式 较 简 单 的 非 负 函 数 g, 且 有 当 z 一 a 时, f(x) ~ g(z), 则 


(1) 车 这 g(z)dz 收敛 , 则 放 了 (z)dz 收敛 
(2) 若 Jag(z)dz 发 散 , 则 ja f(z)dz 发 散 . 


不 用 说 , 针对 唯一 的 瑕 点 在 右 六 点 x 


. 还 有 一 种 性 


b, 且 


9(z) 的 情形 , 结论 相同 . 


式 , 并 选择 合理 的 p 值 , 能 够 解决 很 多 问题 . 这 类 函 


p 判别 法 描述 . 


。 p 判别 法 , /~ 的 情形 : 对 任意 有 限 值 a > 0, 积分 


因此 , 需要 我 们 找到 一 个 合适 的 函数 g 来 做 比较 . 通过 选择 g(x) 为 1/zz 的 形 


4 形 也 成 立 , 即 瑕 点 为 积 


: 找 一 个 在 区 间 (a, 中 上 没有 瑕 点 、 


有 当 z 一 W( 而 不 是 a) 时 f(z) ~ 


数 积分 的 敛 散 性 可 以 准 


有 


上 地 


oo 1 
| 工 daz 当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 散 ; 


。 p 判别 法 ,Jo 的 情形 : 对 任意 有 限 值 a > 0, 积分 


a I 4 
| 十 qs, 当 六 < 工时 收 敏 , 当 了 > 1 时 发 艇 
0 


好 好 学 习 所 有 这 些 判别 法 , 它们 都 是 你 的 朋友 . 
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现在 该 回答 最 重要 的 问题 了 : 如 何 选择 上 
士 co、0, 还 是 其 他 的 有 限 值 处 , 我 们 将 分 别 讨论 . 在 几乎 所 有 要 讨论 的 情形 中 , 我 们 
要 重 述 之 前 的 极限 和 不 等 式 , 应 用 这 些 原理 来 讨论 反常 积分 . 现在 , 我 们 讨论 常 


函数 在 oo 和 -co 附近 的 情形 . 


于 比较 的 函数 g? 这 取决 于 瑕 点 在 


见 
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21.3.1 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 在 ce 和 一 oo 附近 的 表现 
自 多 项 式 被 研究 以 来 , 在 z 一 co 或 zz 全 -co 时 最 高 次 项 起 决定 作用 . 更 准 而 
地 说 , 设 p 为 多 项 式 , 则 


若 p(z) 的 最 高 次 项 是 wz", 则 当 z 一 co 或 zz 一 -oo 时 ,有 p(x) ~ azn， 


例如 , 我 们 有 


I 


z 一 oo 时 ， x 十 4 十 1~ 5. 
不 用 这 种 说 法 , 也 可 以 通过 指出 当 x 一 co 时 , z5 十 4z4 十 1 和 x5 的 商 的 极限 为 1 
来 验证 . 过 程 如 下 : 
4 
ji 2 十 4 tl en (+ 和 + 二) 三 证 
Wi 由 


Z 一 co X73 Z 一 oo 
在 4.3 节 , 我 们 讨论 了 上 述 原理 . 
若 p 是 一 个 多 项 式 型 函数 而 不 是 多 项 式 , 则 有 一 个 类 似 原 理 适用 . ( 欲 知 有 关 
多 项 式 型 函数 更 多 的 信息 , 参见 4.4 节 .) 例如 , 为 了 解 zx 一 co 时 的 3VZ 一 237 十 4， 
将 它 写 为 3t12 - 2z13 十 4 由 于 最 高 次 究 为 1/2, 我 们 可 以 说 当 z 一 oo 时 , 3V5 一 
287Z 十 43VZ. ( 当 z 一 -co 时 不 成 立 , 因为 负数 不 能 开平 方 !) 
有 时 最 高 次 窜 不 好 确定 . 例如 , Vr? 十 8z3 一 9 一 xz? 看 起 来 是 一 个 有 最 高 次 圭 
4 的 关于 z 的 多 项 式 型 函数 , 不 过 要 开平 方 , 就 会 使 寡 次 下 降 为 2. 当 将 z2 项 消 掉 
后 , 最 高 次 窘 就 有 些 难以 理解 了 . 在 本 节 末 , 我 们 将 讨论 如 何 处 理 这 样 的 问题 . 
于 我 们 有 许多 新 的 渐 近 关系 , 故 可 以 用 极限 比较 判别 法 分 析 很 多 反常 积分 . 
例如 , 考虑 


[uy 


i I 1 
一 一 一 一 dx 和 | i 上 江 
| 2 十 20VZ 0 三 十 474 十 1 
在 这 两 个 积分 中 , oo 都 是 唯一 的 瑕 点 . 第 一 个 积分 的 分 母 2 + 20V3 可 以 写 为 2 二 
20z1/2, 这 里 1/2 是 最 高 次 宕 , 因此 当 xz 一 co 时 , 有 2 二 20Vz ~ 20z12, 则 


1 1 


~ 压 A : 
0 


现在 由 p 判别 法 可 知 积分 


©O 


©O 
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也 发 散 . 对 于 第 二 个 积分 , 由 于 当 z -yoo 时 , 有 z5 二 4x4 十 1 ~ z5, 则 对 倒数 也 一 
样 有 


1 时 1 
25 十 4Zz4 十 1 x5 
这 里 需要 当心 ! 我 们 希望 讨论 的 积分 与 积分 /ie 1/z5dz 表现 一 样 , 但 问题 是 这 个 积 
分 在 x = 0 还 有 一 个 瑕 点 . 事实 上 , 该 积分 只 因 0 点 的 瑕 点 而 发 散 , 这 将 导致 整个 
结论 错误 . 为 了 避免 这 些 错 误 , 我 们 需要 将 原 积分 分 成 两 部 分 : 
有 1 2 1 

| a | a 

在 这 两 个 积分 中 , 第 一 个 因 没 有 瑕 点 而 收敛 . 对 于 第 二 个 积分 , 我 们 有 


1 1 
25 十 4Zz4 十 1 x5 


由 


x 一 co 时 ， 


一 


当 >z 一 co 时 ， 


于 /1/z5dz 收敛 , 则 积分 


村 1 
| di 
也 收敛. 
两 个 积分 都 收敛 , 所 以 原 积分 也 收敛 ， 这 种 情况 经 常 出 现 , 所 以 要 小 心 , 记 着 
上 保 将 积分 进行 拆 分 . 基本 上 , 如 果 “ 极 限 比较 函数 "9 有 原 函 数 没 有 的 瑕 点 , 为 了 
避免 产生 新 的 瑕 点 , 你 需要 将 原 函 数 进行 拆 分 . 通常 新 的 被 积 函数 g(z) 具有 形式 
1/zz, 所 以 当 有 瑕 点 oo 时 , 就 像 我 们 例子 一 样 , 只 需 避 免 出 现 x = 0. 
我 们 来 看 另 一 个 例子 
| 3 3z5 十 2z2 十 9 
2 


a 


i 
这 个 问题 有 点 复杂 , 唯一 的 瑕 点 是 co. 被 积 函 数 的 分 子 很 容易 处 理 : 当 x 一 co, 有 
3z5 十 2x? 十 9 ~ 3x5， 对 于 分 母 , 首先 注意 到 当 z 00, V4zH 十 18z ~ V4z13 = 
2z13/2. 由 于 13/2 大 于 6, V4z 人 3 十 18z 项 在 分 母 中 起 主要 作用 , 所 以 当 z 一 co, 整 
个 分 母 渐 近 等 价 于 2z13/2. 综 上 所 述 , 我 们 有 
375 十 222 十 9 375 3 浊 


亲友 = 床 Ee 
本 全 有 Z6 十 2224 十 V4Z 瑟 十 187 2713/2 2 73/2 
p 判别 法 可 知 积分 


3 ”1 
;| a 


收敛 , 所 以 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 收敛 
最 后 , 考虑 


= = 7. 
3 Vz4 十 8z3 二 9 一 2Z2 


21.3 常见 函数 在 co 和 一 00 附近 的 表现 417 


如 上 面 的 讨论 , 由 于 Vz4 与 2 相 消 , 分 母 的 最 高 次 震 难 以 确定 , 我 们 需 将 分 子 分 
母 同 时 乘 以 分 母 的 共 斩 表 达 式 . (之 前 已 多 次 用 过 此 法 , 更 多 例题 见 4.2 节 .) 我 们 有 
人 1 人 及 1 > VZ4 十 8Z3 一 9 十 2Z2 
9 Vz4 二 8z35 一 9 一 2Z2 9 V5z4+8z5 一 9 一 z2  Vz4 十 8z3 一 9 十 2Z2 
可 将 其 化 简 为 


dz; 


”VE 二 8z3 一 9 十 22 

8 8z3 一 9 
分 母 很 容易 处 理 : 当 x 一 co 时 , 8z3 -9 一 8z3. 分 子 呢 ? 由 于 x4 二 823 一 9~~ x1, 有 
Vx 二 823 一 9 ~ x2, 最 后 Vrs 二 823 一 9 十 xz?2 和 ~ 27? ( 当 z 一 co 时 ). 最 后 的 结论 有 
点 难以 理解 , 因为 渐 近 等 价 不 能 相 加 或 相 减 . 为 了 确定 该 说 法 的 正确 性 , 我 们 需要 
指出 Vz 十 873 一 9 十 zx? 和 2?2z2 的 比值 当 x 一 co 时 趋 于 1, 因为 
VTS 9+2 ,1 (2 | 


dzx. 


lim lim 
X00 272 Z 一 co 2 2 化 


将 分 母 上 的 z2 拖 入 根 式 (为 z4) 并 化 简 , 上 述 极限 变 为 


2 十 8z3 一 9 we 8 9 
| wt ts mt 
1 
A 


这 就 证 明了 当 z 一 co 时 , Vx 和 十 8z3 一 9 十 x? ~ 2x2. 我 们 再 回 到 原 积分 , 得 到 
1 _ Vzxt+8z3—9+x 2x2 1 当 
VZ4 十 873 一 9_7z2 8z3 一 9 8z35 42， 了 
运用 极限 比较 判别 法 , 由 于 /1/(4zx)dz 发 散 , 因而 原 积分 发 散 . 顺便 说 一 下 , 你 能 
猜 到 原 被 积 函 数 在 x 一 co 时 渐 近 等 价 于 1/4z 吗 ? 这 个 不 容易 想到 , 所 以 如 果 要 
用 最 高 次 过 起 决定 作用 的 结论 , 要 保证 有 且 仅 有 一 个 最 高 次 震 . 
21.3.2 三 角 函 数 在 oo 和 一 oo 附近 的 表现 
或 许 我 们 能 知道 的 有 用 结论 仅仅 是 , 对 任意 实数 4 有 
sin(4)| 和 1| 和 |lcos(4)| <1. 


虽然 给 出 的 信息 不 多 , 但 总 比 没有 好 . (其 他 的 三 角 函 数 有 太 多 的 垂直 渐 近 线 , 所 以 
它们 不 满足 类 似 的 不 等 式 .) 上 述 不 等 式 有 两 个 主要 的 应 用 , 一 是 可 以 在 很 多 情况 
下 使 用 比较 判别 法 . 例如 , 积分 


“lsnle9l ， 

5 VZ 十 2Z2 
收敛 还 是 发 散 呢 ? 我 们 从 |sin(z4)| < 1 开始 . 注意 , 将 4 的 正弦 值 换 成 z 的 正弦 
值 是 没关系 的 , 因为 任何 数 的 正弦 (或 余弦 ) 的 绝对 值 都 不 超过 1. 因此 , 我 们 有 


二 


©O 
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SInNn 
a da 
太 棒 了 ， 我 们 去 除了 表达 式 中 的 所 有 三 角子 数 右边 积分 的 唯一 瑕 点 出 现在 oo 处 . 
于 对 于 大 数 x, 最 高 次 容 起 主要 作用 , 所 以 我 们 有 当 x 一 co Vz 十 2 ~ 2. 现在 
取 倒 数 可 得 


1 1 
i 
p 判别 法 , 我 们 知道 /> 1/z2dz 收敛 , 极限 比较 判别 法 告诉 我 们 


当 z 一 co 时 ， 


0 
上 VZ 十 22 


也 收敛 . 最 后 , 我 们 有 


dz < co， 


|sin(z4 
ee。 
所 以 由 比较 判别 法 知 原 积 分 收敛 . 
sin(4)| < 1 和 |cos(4)| < 1 的 另 一 个 漂亮 的 应 用 是 , 相对 于 x 的 任何 正 数 次 
窜 , 任何 数 的 正弦 或 余弦 值 都 可 忽略 , 至 少 在 x 一 co 或 x 一 -co 时 是 这 样 的 . 例 
如 


当 z 一 co 时 ，2z3 一 3z01 十 sin(100z200) ~ 273. 


为 什么 ? 因为 当 z 是 大 数 时 , 正弦 项 与 2z3 相 比 相当 地 小 . 更 准确 地 , 我 们 有 


2z3 一 3z01 十 sin(100z200) 3  ，sin(100z2 0) 
2 的 273 加 os 272.9 273 
项 3/2z22 当 z 一 co 时 趋 于 0. 关键 点 是 , 可 以 用 三 明治 定理 得 出 
sin(100z2%0) 
rg 273 = 
具体 过 程 留 给 你 来 完成 , 因为 我 们 在 7.1.3 节 讨 论 过 类 似 的 例子 . 不 管 怎样 , 我 们 已 
经 得 出 
， 2z3 — 3201 十 sin(100z200) 
lim 一 
i he | 273 


当 z 一 co 时 ，2z3 一 3x01 十 sin(100z200) ~ 273. 


这 个 结论 对 于 了 解 积分 


2 d 
。 3275 二 3z01 十 sin(100z200) 
收敛 与 否 是 很 有 用 的 .由 极限 比较 判别 法 和 上 面 的 渐 近 等 价 关 系 可 知 ， 该 积分 与 
js 1/2z3dz 敛 散 性 一 致 . 因为 据 p 判别 法 , 最 后 一 个 积分 收敛 , 则 原 积 分 也 收敛 . 
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21.3.3 指数 在 oo 和 一 oo 附近 的 表现 
这 是 一 个 非常 有 用 的 原理 : 指数 比 多 项 式 增长 得 快 . 我 们 在 9.4.4 节 最 先 给 出 
这 个 结论 , 当时 用 下 面 的 形式 来 表示 这 个 原理 : 


lim 二 =0, 

Z 一 co eT 
中 是 任意 正 数 , 甚至 很 大 的 数 . 现在 考虑 函数 f(z) = zx"/e”, 我 们 可 知 1(0) = 0， 
上 面 的 极限 有 当 x 一 co 时 f(x) 一 0. 那么 当 x > 0 时 , f(x) 能 有 多 大 呢 ? 
数 从 0 开始 , 中 间 没 有 垂直 渐 近 线 , 然后 又 折返 下 来 , 在 y = 0 处 有 水 平 渐 近 线 ， 
所 以 y = f(x) 的 图 像 必 然 有 最 大 高 度 , 我 们 定义 为 C.， 意思 是 对 所 有 的 zx > 0， 
f(z) = zj/er < C. (注意 对 不 同 的 n 有 不 同 的 C 与 之 对 应 , 但 这 无 关 紧 要 .) 现在 ， 
将 1l/ez 写 为 er?, 并 两 边 同 时 除 以 z", 得 到 一 个 有 用 的 不 等 式 


加 加 六 


对 所 有 的 > 0, er 区 


如 9.4.4 节 所 述 , 如 果 将 er-s 换 成 e-zlz) 也 是 对 的 , 这 里 p(z) 是 当 z -yoo 时 
趋 于 无 穷 的 任何 一 个 多 项 式 型 表达 式 , 底数 。 也 可 以 换 成 其 他 大 于 1 的 数 .例如 ， 
车 将 e-* 换 为 2-5**+VWT3,， 上 述 不 等 式 也 成 立 . 这 里 重点 是 你 可 以 任意 选择 mw 但 
要 注意 使 它 足够 地 大 . 例如 , 考虑 


Ce 
Xe Tdx. 
1 


好 消息 是 , 被 积 函 数 是 正 的 且 只 有 co 一 个 瑕 点 ; 坏 消息 是 , 因子 23 在 xz 一 oo 时 增 
长 很 快 . 然而 因子 e-? 减 小 (到 0) 非常 快 , 其 速度 要 远 远 快 于 z3 的 增长 速度 . 为 
了 证 明 这 个 , 我 们 将 关注 


C 
二 小 
e “< 2 


这 正好 是 方 框 中 的 不 等 式 , 只 是 将 n 选 为 5, 为 什么 选 5 呢 ? 因为 它 能 起 作用 : 


| Xe dx < | 2 dr c| 二 dz < oo. 
1 1 和 


我 们 已 经 用 p 判别 法 得 到 C JP 1/z2dz 收敛 . 由 比较 判别 法 可 知 , 原 积分 也 收 
敛 . 我 是 怎么 知道 用 x5 的 呢 ? 如 果 换 成 er” 和 CV/z4 会 发 生 什 么 ? 它 将 不 会 起 作 


用 ， 
Ce Ce Ce 1 

| x3e ?dz < | #3 Ode = c| 二 d2 = co. 
1 1 * RR 


我 们 完全 白费 功夫 了 , 因为 除了 能 够 说 明 原 积分 有 穷 或 无 穷 外 , 其 他 什么 都 说 明 不 
了 . 另 一 方面 , 如 果 我 们 之 前 用 了 xz4%001 就 会 有 用 , 为 什么 ? 你 只 要 保证 所 选 的 指 
数 为 比 4 大 的 任意 数 , 该 论证 就 能 有 作用 . 实际 上 , 最 好 选择 要 消除 的 需 加 2 的 数 . 


工 
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| 四 


现在 来 看 积 4 


(21000 十 2 十 sin(z))e ® 


10 
我 们 要 做 一 点 点 的 工作 . 被 积 函数 因 


这 里 我 们 想 消 去 23, 所 以 用 e 7 < C/z5. 
重要 的 一 点 是 : 若 说 当 z 一 co, x3e-”~e-? 就 大 错 特 错 了 . 它 是 不 正确 的 . 如 
果 是 正确 的 , 就 可 以 消 掉 正 项 e-” 而 得 到 结论 当 x 一 co, za ~ 1. 这 才 是 瞎说 . 所 
以 , 你 应 该 对 前 一 个 例子 采用 比较 判别 法 而 不 是 极限 比较 判别 法 . 


二 
5dz. 


有 sin(z) 项 而 看 起 来 在 正 值 和 负 值 之 间 振 荡 ， 


不 过 这 不 是 事实 , 因为 sin(z) 的 大 小 不 足以 影响 正 数 z10% + z?2(x > 10) 的 符号 . 


不 管 怎样 , 第 一 个 观察 的 结果 是 当 z 


一 co, X1000 + 22 十 sin(z) ~ 2Z1000 因为 z2 和 


sin(z) 项 的 作用 被 z1000 抵 掉 了 . ( 若 想 知道 如 何 给 出 更 专业 的 解释 , 见 前 一 节 .) 故 


我 们 乘 以 er” +6 得 


当 co 时 ， (zl000 +z2 + sin(z))e-* +6 zl1000e 一 z2+6. 


利用 极限 比较 判别 法 , 我 们 只 需 知道 积分 
zx10006-2*+6dzx 
1 


0 
收敛 还 是 发 散 . 原 积分 也 需要 做 相同 讨论 . 现在 需要 小 心 了 , 因为 指数 项 e-*+6 没 


-7 


(看 , 1002 比 1000 大 2) 来 得 到 


2 
人 1000e 一 Z 十 6 Re X1000 x 


故 用 比较 判别 法 有 


有 合适 的 渐 近 等 价 对 象 , 这 里 我 们 需要 采用 基本 的 比较 方法 . 你 知道 , z10% 确实 增 
加 了 , 但 e-” +6 的 的 确 确 在 减 小 . 我 们 用 


6 = C 
A 
X1002 


C C 


X1002 72 


oo 


Ce 
2 1 
| Z1000e-z 二 6dz < c| dr < co 
和 
10 


10 


(其 中 最 后 那个 积分 由 p 判别 法 得 知 收敛 ). 整理 一 下 思路 . 我 们 知道 积分 


oo 
2 
| ZX1000e 2 +6dzx 
10 


收敛 , 因此 由 极限 比较 判别 法 知 


l (Su 十 Z2 十 sin(z))e-z +6dz 
10 


也 收敛 . 


ez 在 -co 附近 是 什么 表现 呢 ? 这 与 讨论 ex” 在 co 附近 的 表现 是 一 回 事 . 例 


如 , 考虑 
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—4 
| Z1000ezdz， 
ce 


首先 做 变量 代 换 上 = -z, 由 dt = 一 dx, 我 们 有 


二 过 4 Ooe 
| 2&1000ezdz -3 -| (—t) etdt 2 | t1000c 一 上 dt. 
一 Co ooe 4 


这 里 我 们 用 由 dt 产生 的 负 号 将 积分 的 上 下 限 进行 了 调换 . 最 后 这 个 积分 的 敛 散 判 
别 留 给 你 们 自己 完成 . 
| 2&1000ezdz 
4 


这 里 有 个 怪 题 : 积分 
收敛 还 是 发 散 呢 ? 被 积 函数 的 两 个 因子 在 xz -oo 时 都 无 限 增 大 , 所 以 它 当然 发 散 ! 
更 准确 地 说 , 当 x > 4 显然 z1000e* > 1 (事实 上 , 不 等 式 右边 的 1 是 保守 的 选择 )， 


则 我 们 有 
| Z1000ezdz > | 1dz = co 
4 4 
一 定 要 保证 右边 的 积分 发 散 . (这 是 不 证 自明 的 , 不 过 你 可 以 用 正式 定义 或 p=0 时 
的 p 判别 法 加 以 证 明 ). 总 之 , 比较 判别 法 推出 了 原 积分 发 散 . 
现在 再 来 考虑 指数 加 上 多 项 式 后 会 发 生 什 么 . 如 你 所 希望 的 , 如 果 指 数 变 得 很 
大 , 与 多 项 式 相 比 , 它 的 变化 起 决定 作用 . 例如 , 分 析 
0 
a 
先 看 分 母 ez 一 5z20, er 项 与 5z20 项 相 比 起 决定 作用 , 我 们 应 该 有 ez 一 5z20 ~ ez 
( 当 x 一 co). 我 们 可 以 通过 讨论 如 下 商 式 的 极限 来 加 以 证 明 : 


5 20 5720 
lim 二 一 一 = lim (1- 二 ) =1-0=1 


ET 


X00 eT X00 
(这 里 用 了 本 节 一 开始 的 那个 极限 .) 总 之 , 由 e 一 5z20 ~ er( 当 zz 一 co), 我 们 有 
时 10 x10 
= ) er 5720 ~ er 


所 以 , 可 以 讨论 


9 
来 代替 原 积 分 . 接 下 来 可 用 不 等 式 e 于 和 C/z2 和 比较 判别 法 证 明 该 积分 收敛 , 这 
部 分 由 你 自己 完成 . 所 以 , 由 极限 比较 判别 法 知 原 积分 收敛 . 


最 后 , 考虑 积分 
2 
| 一 一 元 QZ， 
jg 7 4 


© sn 


© 
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我 们 最 好 知道 分 母 7* - 47 到 底 是 什么 . 这 里 7* 和 4 径 都 是 指数 . 具有 最 大 底数 的 
起 决定 作用 ; 也 就 是 说 , 当 x 一 00, 77 一 各 ~ 77. 为 了 说 明 原因 ,来 看 它们 比 式 的 


极限 : 
A (1 条) i (人 | 


在 9.4.4 节 有 


若 0 和 7r < 1 im r=0. 
这 是 证 明 当 z 一 co, (4/7)* 一 0 所 需要 的 , 只 需 将 7 换 成 4/7. 所 以 我 们 有 
. 77 一 4 ; 4\” 
(| 
这 就 证 明了 当 2 一 co, 天 一 全 ~ 7 所 以 ,我 们 也 为 原 被 积 函数 找到 了 一 个 渐 近 等 
价 关系 : 


当 也 
2 一 co， a 


现在 尝试 用 不 等 式 7-*”< C/z4 来 证 明 


| 元 dZ -| 7-*z2dz 

18 7 18 

收敛 , 故而 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 收敛 . 

21.3.4 对 数 在 ce 附近 的 表现 

首先 注意 我 们 不 考虑 对 数 在 -ce 附近 的 情形 , 因为 负数 不 能 取 对 数 , 所 以 讨论 

当 z 人 一 一 00 时 的 jn(z) 是 没有 意义 的 . 

另 一 方面 , 对 数 在 co 处 增长 得 很 慢 . 事实 上 , 对 数 比 z 的 任何 正 数 次 贤 增 长 都 

慢 . 用 符号 来 表示 就 是 , 若 w > 0 是 你 选择 的 某 个 正 数 , 则 不 管 它 有 多 小 , 都 有 
.ln(z) 
lim 一 一 一 


在 9.4.5 节 , 我 们 详细 讨论 了 这 个 原理 . 由 21.3.3 节 的 一 个 类 似 论述 可 得 , 必 有 一 个 
常数 C 使 得 


对 所 有 z > 1, In(z) & Cz®™. 
上 述 结论 对 任何 底数 大 于 1 的 对 数 或 最 高 次 项 系数 为 正 的 多 项 式 的 对 数 都 成 立 . 


例如 , 考虑 
”ln(z) 
| 1.001 dz. 


若 没有 In(z), 则 由 p 判别 法 可 知 该 积分 收敛 . 由 于 In(zx) 增长 得 很 慢 , 它 基 本 不 会 
有 什么 影响 . 虽然 这 是 个 正确 概念 ， 但 并 不 精确 . 为 了 证 明 这 个 说 法 ， 我 们 要 用 到 
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m(z) < Cx, 其 中 a 小 到 ze 不 会 影响 1.001 大 于 1 这 样 一 个 性 质 . 例如 , 如 果 采 
用 mn(z) < Cz05, 由 判别 法 可 得 


~ In(z) Caz05 2 本 

| ae< | Case-c| Td = oo 
又 白费 力气 了 . 我 们 讨论 的 积分 小 于 等 于 co, 没有 任何 意义 . 那 我 们 就 更 精细 一 点 ， 
采用 jn(z) < Cz00005.0.0005 是 一 个 很 小 的 数 , 小 到 被 1.001 减 后 的 差 仍 大 于 1. 
我 们 看 一 下 这 个 不 等 式 的 应 用 结果 : 

9 1 9 Cz0.0005 9 1 
上 面 右边 的 积分 根据 p 判别 法 可 知 是 收敛 的 , 因为 1.0005 大 于 1. 由 比较 判别 法 可 
知 , 左边 的 积分 也 收敛 . 你 看 到 有 多 精细 了 吗 ? 这 个 方法 与 21.3.3 节 处 理 指数 的 方 
法 类 似 . 

提醒 一 下 , 对 数 增长 绥 慢 的 原理 并 不 是 对 每 个 含有 对 数 的 反常 积分 都 有 效 . 考 

虑 下 面 6 个 反常 积分 : 


™ In(z) | 1 全 In(z) 
dz, dx, 一 一 qz， 
| T1001 。 1001 In(z) 2 “过 


~ 1 ~ In(z) 加 1 
， zin(z] dz, 人 70.955 dz, | 7x0.999 In(x) dz. 
我 们 刚 讨论 过 第 一 个 , 发 现 它 是 收敛 的 . 看 第 二 个 例子 : 


| rm 
这 里 车 没有 因子 In(x), 积分 仍 收敛 , 但 这 个 因子 在 分 母 上 其 实 是 有 帮助 的 . 也 就 是 
说 , 当 ln(z) 在 分 母 上 时 , 分 母 变 得 比 原来 更 大 了 , 使 得 被 积 函 数 变 小 了 , 这 有 利于 
职 分 收敛 . 如 何 更 有 效 地 把 这 些 写 下 来 呢 ? 随 着 z 的 增 大 , In(z) 有 下 界 . 这 时 , 积 
分 区 间 是 [2，co), 那么 In(z) 在 这 个 区 间 上 能 有 多 小 呢 ? 由 于 ln(z) 是 关于 z 的 增 
函数 , 所 以 当 z = 2 时 , hn(z) 在 该 区 间 上 有 最 小 值 . 所 以 , 我 们 仅 需 要 写 出 当 z > 2 
时 In(z) > In(2). 这 有 什么 帮助 吗 ? 两 边 取 倒 数 , 发 现 当 z >2 有 
下 1 


ln(z) ~ In(2)’ 
然后 两 边 同时 除 以 z1001 后 , 左边 为 被 积 函 数 : 
1 


1 
< 
zl001 n(x) 、 zx1.001 1n(2) 


现在 可 用 比较 判别 法 , 因为 


1 Ea 1 1 Se 
一 一 一 一 一 QZ < | dz = | dz < co. 
| X1001 ln(z) X1001 ln(2) ln(2) ZX1:001 
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要 知道 In(2) 是 一 个 常数 , 因此 可 被 提 到 积分 符号 前 面 , 由 p 判别 法 可 知 原 积分 收 
敛 , 因为 1.001 比 1 大 . 所 以 上 面 6 个 积分 中 的 第 三 个 积分 收敛 . 顺便 说 一 下 , 确定 
值 In(2) 是 无 关 紧 要 的 , 我 们 可 以 将 In(2) 换 成 任何 常数 C, 证 明 仍 然 成 立 . 
那么 第 三 个 积分 呢 ? 看 
恬 UN 
2 


如 果 把 分 子 中 的 In(x) 拿 掉 会 怎样 ? 我 们 知道 /1/zdz 发 散 , 把 In(z) 放 回 去 , 情 
况 只 会 变 得 更 糟 , 所 以 上 述 积分 应 该 发 散 . 为 了 加 以 证 明 , 我 们 使 用 不 等 式 In(z) > 
In(2), 此 时 x > 2( 或 者 可 将 In(2) 换 成 任何 常数 C > 0). 可 得 


| "06> | a= m0 | Ey 
z 2 2 


2 
比较 判别 法 可 知 积分 发 散 . 
en! 
i. Zln(z) 人 


对 第 四 个 积 4 
现在 需要 做 一 些 完全 不 同 的 事情 了 . 可 以 看 到 , 这 个 积分 的 任何 部 分 都 达到 了 完美 
的 均衡 . 如 果 没 有 因子 In(x) 则 积分 发 散 . 由 于 In(z) 在 分 母 中 , 又 会 给 积分 以 收敛 
的 机 会 . 它 的 作用 足够 使 积分 收敛 吗 ? 我 们 想 利用 In(x) < Cx”, 但 无 论 选择 多 么 
小 的 a 都 找 不 到 一 个 有 效 的 比较 ( 试 一 下 就 知道 了 0) 在 此 我 们 考虑 用 变量 代 换 . 
令 t= In(7x), 则 dt=1/zdz. 当 z=2, 我 们 有 t=1n(2), 且 当 >z 一 co 时 有 + 一 oo， 


所 以 
| ”d 
| Tn dz = | 本 一 oo， 
n(Z) La t 


其 中 后 面 的 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 则 原 积分 也 发 散 . 男 一 方面 , 我 们 把 上 述 积 
分 的 上 限 由 oo 换 为 es : 


ee 


8 


。 
» XIn(z) 


数 ee 其 实 很 大 , 从 我 的 电脑 上 获知 它 的 值 接近 于 4 x 101294, 意味 着 4 后 面 跟着 
1294 个 0. 这 是 一 个 难以 置信 的 大 数 , 相对 于 我 们 人 脑 的 有 限 理解 能 力 来 说 , 这 个 
数 就 是 无 穷 了 . 因为 当 积 分 上 限 为 oo 时 积分 发 散 , 所 以 你 可 能 认为 上 面积 分 的 值 
是 相当 大 的 . 我 们 来 计算 它 , 并 令 t= Imn(z), 可 得 


rln(z) t ln(2) 


| ”i | WR 
2 ln(2) 


这 里 我 们 用 到 了 一 点 , 即 当 z = es 时 有 t= ln(e*) = e8. 总 之 , 最 终 的 结果 比 8 小 
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”1 
内 zln(z uk 
收敛 , 但 如 我 们 刚刚 所 见 , 它 是 发 散 的 , 上 只 不 过 发 散 的 速度 非常 缓慢 . O 
现在 考虑 


如 果 还 用 代 换 t= 二 In(z), 可 得 


| 1 站 | dt _ 
一 二 一 二 < oo， 
。 7z(n(z))11 pe 


其 中 后 一 个 积分 由 判别 法 可 知 收敛 , 所 以 新 积分 也 收敛 . 只 需要 让 分 母 上 的 In(z) 
a 即 (In(z))%! 就 足够 让 积分 收敛 了 . 这 一 点 增加 真是 重大 的 改变 OG 


”ln(z 
的 dz, 
这 个 积分 与 第 三 个 积分 类 似 . 如 果 分 子 上 没有 因子 In(x), 积分 发 散 ; 加 上 In(x) 只 


会 使 积分 更 加 发 散 . 我 们 不 能 说 对 积分 区 间 里 的 所 有 z 都 有 ln(z) > In(2), 因为 了 
在 的 积分 区 间 是 [3/2，co). 不 用 管 它 , 只 要 换 成 n(z) > In(3/2) 就 行 了 : 


ln(z) ut > 
上 T0900 dz 之 | 3 59 dX = ln(3/2) 555 dz 一 co 
3/2 3/2 3/2 


p 判别 法 可 知 最 后 一 个 积分 发 散 . 又 根据 比较 判别 法 , 原 积分 发 散 . (同样 , 可 以 
将 In(3/2) 换 成 任意 大 于 0 的 数 C.) 
最 后 , 我 们 考虑 本 节 的 最 后 一 个 积 4 O 


1 
一 dz. 
20.999 ]n(Z) 


解 这 个 题目 的 一 个 方法 是 直接 利用 比较 判别 法 , 将 其 与 第 四 个 反常 积分 比较 . 特别 
地 , 当 xz > 2 时 zx0999 < 2. 我 们 两 边 取 倒 数 , 改变 不 等 式 的 方向 , 有 


1 ee 
— 0 dr > | 一 一 一 QZ 
| 20.999 ]n(z) » ZIn(z) 


我 们 已 经 知道 上 面 最 后 一 个 积分 是 发 散 的 , 所 以 由 比较 判别 法 可 知 原 积分 也 发 散 . 
还 有 一 个 更 直接 的 方法 . 观察 原 积分 


和 1 
— dz, 
| 20.999 ln(z) 


二 | 
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如 果 把 因子 mn(z) 拿 走 会 发 生 什 么 呢 ? 根据 p 判别 法 可 知 它 会 发 散 . 把 因子 In(x) 

放 进 分 母 会 使 积分 有 收敛 的 趋向 , 但 不 是 很 明显 . 事实 上 , 的 确 不 足以 使 积分 收敛 . 

你 可 以 运用 对 数 增长 缓慢 的 原理 : In(z) < Cz0.0005, 两 边 取 倒数 , 我 们 有 
ri > 6 二 

不 等 式 两 边 同 时 除 以 z%999, 可 得 

级! 一 各 台 


宇 三 Xx 三 二 光 8 
20.999]n(z) ”CO 20.99970.0005 OO 720.9995 


最 后 可 得 


| UI 
| 过 0.999 本 C | 20.5995 dz = oo， 
最 后 一 个 积分 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 故 原 积分 也 发 散 . 注意 我 们 仍 选 择 足 够 小 的 圭 
次 0.0005, 其 实 我 们 还 可 以 用 任何 小 的 正 数 , 只 要 当 你 把 它 加 到 0.999 上 不 会 得 到 
大 于 等 于 1 的 数 . 否则 的 话 , 你 又 要 白费 力气 了 . 


21.4 ”常见 函数 在 0 附近 的 表现 
目前 我 们 已 经 知道 了 , 多 项 式 、 三 角 函 数 、 指 数 、 对 数 在 oo 附近 的 表现 . 再 来 
看 一 下 它们 在 0 附近 的 表现 . 
21.4.1 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 在 0 附近 的 表现 
对 多 项 式 , 最 低 次 震 在 x 一 0 时 起 决定 作用 . 这 与 x 一 co 时 的 情况 正好 相 
有 反 . 更 准确 地 , 假设 p 是 多 项 式 , 则 有 


若 p(z) 的 最 低 次 项 是 bzm, 则 当 z 0, p(z) ~ bx™. 


例如 , 当 z 一 0, 5z4 一 2 十 2x2 ~ 222. 我 们 通过 证 明 它 们 之 比 的 极限 为 1 来 说 明 : 
eae tm (+ 三 届 二 作 半 二 

对 于 多 项 式 型 函数 , 并 不 是 总 能 那么 容易 找到 最 低 次 项 , 不 过 该 原理 仍 适用 . 
例如 , 当 z 一 0+,z2 二 vv7 因为 VZ=zU2 上 且 1/2 小 于 2. (这 里 zx 一 0+, 因 
为 不 能 对 负数 开平 方 .) 该 原理 甚至 对 常数 也 适用 , 常数 其 实 是 z0 的 倍数 , 而 z0 是 
次 数 很 低 的 项 . 如 , 当 x 一 0, 2z13 十 4~ 4, 因为 4z0 的 指数 低 于 2z13 的 指数 . 

我 们 来 看 一 些 关 于 反常 积分 的 例子 . 考虑 

5 


| = 
,DTV 

唯一 的 瑕 点 是 x = 0, 现在 我 们 知道 
2Z 一 0+ 时 ， 


1 1 
TIVE VE 


I 
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因为 1/Vzdz 收敛 (p 判别 法 ), 则 
1 


三 

| a 
也 收敛 (极限 比较 判别 法 ) 因此 积分 收敛 , 这 主要 是 因为 V3 项 . 如 果 没 有 它 , 被 积 
函数 为 1/z2, 则 积分 在 区 间 [0, 四 上 发 散 , 所 以 Vi 项 保全 了 积分 的 收敛 性 . 不 过 


等 一 下 , 关于 这 


点 , 我 希望 你 回 到 21.3.2 节 看 一 下 积分 


是 怎样 收敛 的 . 后 一 个 积分 收敛 


d 
a 
2Z2 十 VZ 
的 决定 项 是 z2, 而 不 是 Vz. 着 没有 z2, 后 一 个 积 


分 将 会 发 散 . 故我 们 在 21.1.1 节 


上 


收敛 , 因为 以 下 丙 


个 积分 


部 分 看 到 的 积分 
1 
到 TV 


5 1 Ce 
= | 
| 72 再 VT 72 


二 


收敛 . 瑕 点 0 由 于 Vz 项 的 存在 没 问 题 , 瑕 点 oo 由 于 z? 项 的 存在 也 没 问题 , 非常 
不 错 , 是 吧 ? 
积分 
1 
| 2 十 。 qd? 
oT 填 ;w 
瑕 点 还 是 x = 0, 现在 当 z 一 0,z 十 3~~3 且 zz 十 x 入 故 
NN 2Z 十 3 3 
当 0 时 ， 寺 十 15 1 

1 
有 反常 积分 | 3/zdz 由 p 判别 法 可 知 发 散 , 根据 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 

0 

1 
ES 2 dz 
0 T+ X35 
也 发 散 . 
21.4.2 三 角 函 数 在 0 附近 的 表现 
这 些 是 很 有 用 的 结论 : 
当 z 一 0, sin(z) ~ 72, tan(z) ~ x 且 cos(z) ~ 1 
这 些 只 是 我 们 在 第 7 章 讨论 过 的 极限 的 另 一 种 描述 : 
和 
2 一 0 2 rz—0 2 一 0 


四 


ee 


428 第 21 章 反常 积分 : 如 何 解 题 


( 若 不 明白 余弦 的 极限 , 将 cos(z) 写成 cos(x)/1 就 可 得 当 x 一 0, cos(z) ~ 1.) 注 
意 : 这 些 渐 近 等 价 关 系 的 积 和 商 成 立 , 而 和 与 差 不 成 立 ， 例 如 , 不 能 说 当 z 一 0， 
sin(z) 一 Zz ~ 0. 更 深入 的 讨论 见 20.4.1 节 末 . 

我 们 来 看 一 些 例 子 . 0 


1 
a 和 dx. 
0 tan(z Vtan(z) 


这 两 个 积分 看 上 去 很 相似 ， ee i ! 分 都 采用 tan(z) ~ z( 当 
z 一 0)， 具 体 过 程 可 以 自行 完成 , 基本 方法 是 : 对 第 一 个 积分 采用 1/ tan(z) ~ 
1/z( 当 x 一 0), 并 由 极限 比较 判别 法 知 积分 发 散 ; 对 第 二 个 积分 采用 1/ Vtan(z) ~ 
1/Vz( 当 xz 二 0+), 并 由 极限 比较 判别 法 知 该 积分 收敛 . 
这 是 另 一 个 例子 : 积分 

于 。 

| a 

0 


没有 因子 sin(z), 积分 根本 不 会 收敛 , 因为 3/2 大 于 1, 由 p 判别 法 可 知 积分 发 散 . 
日 因子 sin(z) 改变 了 这 种 状况 : 


sin(Z) 也 1 S 革 
Bol 当 z 一 01. 


因为 J01/z12dz 收敛 , 由 极限 比较 判别 法 可 知 原 积分 收敛 . 这 个 例子 有 意思 的 地 
方 是 积分 
ee 
也 收敛 , 但 原因 却 完全 不 同 . 这 里 瑕 点 在 co, 我 们 要 使 用 绝对 积分 , 对 绝对 积分 进行 
直接 比较 有 
”|sin ”1 
| 
所 以 原 积分 收敛 (这 里 用 了 2 判别 法 、 比 较 判别 法 和 绝对 收敛 判别 法 ). 注意 在 co 
( 三 


处 , 比较 好 的 究 次 为 3/2( 要 是 1/2 就 粮 了 !) 且 正 弦 函 数 没 起 任何 帮助 作用 (也 没 帮 
倒 忙 ). 这 里 我 们 也 顺便 得 出 


Tv 


人 in(z) 
| 人 是 
收敛 , 知道 为 什么 吗 ? 
注 : 虽然 我 们 只 讨论 当 x 一 0 的 情况 , 但 这 并 不 意味 着 瑕 点 必须 在 0 处 , 也 可 
能 在 oo 处 的 , 就 像 下面 的 例子 : 


| Sin ( dz. 
人 
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这 里 瑕 点 在 oo 处 , 但 当 x 一 co 时 1/z 变 得 很 小 . 所 以 在 关系 sin(z) ~ z( 当 zz 一 0) 
中 , 将 z 换 为 1/z 可 得 当 1/z 一 0 时, sin(1/x) ~ 1/z. 当然 , 当 z 一 oo 时 1/z 一 0， 


所 以 我 们 有 
sn (1) ~ . 当 x 一 oo. 
冰 ‘ 


现在 可 由 极限 比较 判别 法 得 积分 发 散 , 因为 /了 ?1/zdx 发 散 . 
21.4.3 ”指数 函数 在 0 附近 的 表现 
感觉 上 , 指数 函数 对 0 没有 作用 , 更 准确 地 ， 
当 z 一 0 时 ，ez~1 和 ez ~1 


lim er 二 1 和 lime-*==1 
Z 一 0 


的 另 一 种 说 法 . 例如 , 反 党 积 人 


1 1 
当 z 一 0 时 ， ~ = 
rcos(z) 7Z:1 7 


( 剩 下 细节 请 自行 完成 .) 注意 : 这 只 对 指数 (如 z 或 -z) 很 小 的 情况 成 立 . 另 一 个 


ke Ar /z 
| dx. 
0 化 
写成 erlz ~ 1 就 错 了 , 因为 当 z 一 0+ 时 1/z ~ eco. 我 们 确实 需要 采用 21.3.3 节 
的 方法 . 特别 地 , 对 任意 n 有 
一 某 大 量 C 
e < [同一 最)™ 
若 大 的 量 为 1/z( 因 zx 很 小 且 为 正 , 所 以 1/z 很 大 ), 则 变 为 对 任意 mn 有 


2 rT C | Nn 
el/® < 2) = Cz 
现在 我 把 证 明 选 择 任意 大 于 4 的 n 命题 均 成 立 的 任务 留 给 你 来 完成 ， 例 如 , 取 


n 二 5 可 得 
e 一 1L/z 
| 写 wc| 2 0 | 1dz < co， 


其 中 最 后 一 个 积分 由 于 没有 瑕 点 而 显然 收敛 (实际 上 积分 值 为 1). 顺便 说 一 下 , 这 个 


是 一 个 相当 难 的 问题 
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这 是 另 一 个 可 能 的 陷阱 : 在 积 4 


dz 
0 ez 一 工 
中 , 你 可 能 会 试图 用 关系 当 z 一 0 时 有 ez ~ 1 来 得 出 当 z 一 0 时 有 ez -1~ 0, 但 


后 一 个 关系 是 错误 的 , 因为 不 允许 除 以 0, 我 们 需要 更 聪明 点 . 在 20.4.1 节 , 我 们 应 
用 了 9.4.2 节 中 的 经 典 极限 


lim el 1 
2 一 0 八 
得 到 了 
当 z 僵 0ez 一 1~z. 
据 此 可 得 
1 1 
当 z 一 0+ 时， ~ -一 ， 
ez 一 1 Vz 


现在 由 极限 比较 法 可 知 原 积 分 收敛 . 
21.4.4 对 数 函 数 在 0 附近 的 表现 

这 里 的 原理 是 , 当 x 一 0+ 时 对 数 函 数 缓慢 趋 于 -co. 现在 通过 取 绝 对 值 让 对 
数 趋 于 co, 要 知道 当 0 < x < 1 时 对 数值 为 负 , 所 以 无 论 a > 0 有 多 小 , 都 存在 党 
数 C 使 得 


对 于 所 有 0<z<1，|(zj| 芯 2 


To 


这 是 由 9.4.6 节 中 的 极限 (除了 将 a 用 a 代替 之 外 ) 
lim, reln(z)=0 
推出 来 的 . 这 与 21.3.3 节 开 始 采 用 的 论证 极为 类 似 . 
所 以 , 为 了 理解 
1 
ln(z 
[a 
0 


我 们 采用 之 前 用 过 多 次 的 方式 来 讨论 这 个 新 的 问题 . 若 没 有 |ln(z)|, 积分 将 收敛 . 我 
们 要 找 一 个 很 小 的 窜 次 , 使 得 它 与 0.9 的 和 仍 小 于 1. 令 a = 0.05 看 一 下 , 由 上 面 
方 框 中 的 不 等 式 知 有 |m(z)| < Cy/z0.05, 故 

| lIn(z)| 过 Cf C C 


X09 全 709 7Z0.970.05 70.95 
现在 可 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 来 完成 该 问题 , 结果 为 该 积分 收敛 . 你 应 该 相信 若 
选择 任意 大 于 等 于 0.1 的 数 作 为 a 的 值 , 那么 就 无 法 得 到 结论 , 又 会 白费 力气 了 
顺便 说 一 下 , 现在 我 们 自然 可 知 


21.4 常见 函数 在 0 附近 的 表现 431 


收敛, 因为 它 是 原 积分 求 负 得 来 的 . 
考虑 另外 一 个 例子 
1/2 1 
d 
上’. zin(z)| 


若 没 有 因子 |In(z)|, 由 bp 判别 法 可 知 积分 发 散 . |In(z)| 有 使 积分 收敛 的 趋势 , 但 作 
用 不 大 , 因为 它 只 是 对 数 , 而 对 数 增长 缓慢 . 所 以 我 们 仍 预 期 积分 发 散 . 为 了 证 明 该 
猜测 , 注意 |In(z)| < C/z*, 取 倒 数 可 得 1/ |In(zx)| > za/C. 为 了 避免 徒劳 无 功 , 我 
门 再 一 次 选择 足够 小 的 a, 有 


1 yi 
xz2|In(z)| ” Cxz2 
所 以 只 要 a < 1 就 可 以 . (为 什么 ? ) 实际 上 , 当 a = 1 时 右边 变 为 1/(Cz), 到 这 上 


就 可 知 积分 发 散 . 注意 积分 
V2 1 
一 -一 一 qz 
| x2 n(x) 


也 发 散 ( 趋 于 o0), 因为 它 是 原 积分 求 负 的 结果 
最 后 一 个 例子 : 积分 
1/2 1 
— dd 
| 205l in 


现在 积分 在 没有 因 式 |in(x)| 时 收敛 , 但 将 这 个 很 大 的 量 放 到 分 母 上 只 会 使 积分 收 
敛 得 更 快 , 所 以 只 需 找到 |In(z)| 在 (0, 1/32] 的 最 小 值 . 想 一 想 并 确定 当 x = 1/2 时 
有 最 小 值 , 所 以 当 0 < x < 1/2, 我 们 有 |n(z)| > IIn(1/2)| = In(2). 最 后 , 两 边 取 倒 
数 并 除 以 z09 可 得 对 所 有 0 < x < 1/2, 有 
1 

Zn S 00 Im) 
成 立 . 现在 只 需 运 用 比较 判别 法 和 p 判别 法 可 得 原 积分 收敛 . 
21.4.5 更 一 般 的 函数 在 0 附近 的 表现 
在 24.2.2 节 , 我 们 将 学 习 麦 克 劳 林 级 数 . 如 果 之 前 没 见 过 , 不 要 着 急 ! 留 下 标 
记 , 等 学 完 麦克 劳 林 级 数 的 所 有 内 容 后 再 来 读本 节 . 不 管 怎样 , 基本 观点 是 : 若 
个 函数 有 在 0 附近 收敛 于 该 函数 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 函数 在 x 一 0 时 渐 近 等 价 于 
级 数 的 最 低 次 项 , 即 


f(z) = anz" + anriz™tit+. i , 当 z oO 0, 则 f(z) ~ anzn. 


考虑 下 面 的 例子 : 


[E 


432 第 21 章 反常 积分 : 如 何 解 题 


”dz dz 
外 1 — cos(z) 机 | (1 — cos(x))1/3° 
我 们 知道 当 z 一 0 时 cos(z) ~ 1, 但 这 并 没有 告诉 我 们 1 一 cos(x) 


量 的 一 个 方法 是 运 上 


怎样 . 讨论 这 个 
] cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 : 
2Z2 24 
cos(z)=1- 吉 十 太一; 
它 可 以 男 写 为 
2 
1 一 cos(Z) = ee 
所 以 , 由 上 面 的 原理 知 右边 最 低 次 项 起 决定 作用 , 我 们 有 
当 z 一 0 时 ，1-cos(z)~ 
这 与 我 们 在 7.1.2 节 讨 论 的 例子 
ji 1 一 cos(Z) 1 
二 3 02 es, 2 
1 一 致 . 我 把 利用 渐 近 等 价 关 系 证 明 上 面 第 一 个 积分 发 散 , 第 二 个 收敛 的 任务 留 作 练 
2 本 ， 
21.5 ”如 何 应 对 不 在 0 或 ce 处 的 瑕 点 
| 若 瑕 点 出 现在 有 限 值 而 非 0 处 , 做 换 元 . 具体 情况 如 下 . 
。 若 积分 2 f(z)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 x = a 处 , 做 换 元 t = x 一 a, 注意 
dt = dx. 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 . 
。 若 积分 用 f(z)dz 的 唯一 瑕 点 出 现在 zx = 5b 处 , 做 换 元 上 = 5b 一 zx, 注意 
O dt 二 一 dx, 用 多 出 的 负 号 来 做 积分 上 下 限 交 换 . 新 的 积分 则 只 有 0 一 个 瑕 点 . 
例如 , 我 们 在 20.1.2 节 讨 论 了 
3 
1 
dx. 
| zzZ2DC+DC 二 2 
我 1 


门将 该 积分 拆 分 成 了 5 个 积分 , 每 个 积分 只 有 一 个 瑕 点 ,并 说 
其 中 一 个 积分 (我 们 称 之 为 五 ) 为 


3 
1 
| dz. 
2 
这 日 


z(t—1)(z+1)(r— 2) 
E 瑕 点 在 x = 2 处 , 故 做 换 元 t= x 


E 明 了 它们 均 发 散 . 


2. 由 此 x=t 十 2, 积分 变 为 
| at. 
(t+ 2)(t+1)(t+3)t 
只 分 的 上 下 限 现 如 
附近 起 决定 作用 的 事实 和 


E 为 1 和 0, 瑕 点 变 为 0. 现在 我 们 可 运用 多 项 式 的 最 低 次 项 在 0 
和 由头 傈 
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当 上 一 0 时 ，t+2~2，t+1~1， t+3~3. 


1 1 _1 
(t+2)(t+1)G+3)t 2xlx3xt 6t 
极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 知 上 述 积分 发 散 . 

另 一 个 由 原 积分 拆 出 的 积分 (我 们 称 之 为 五 ) 为 
1 
|, zZ(Z 一 1)(z+l(z 一 2) 
现在 下 点 在 x = 2 处 , 是 积分 的 右 极 限 . 故 做 换 元 上 = 2 一 z， 当 x = 3/2 时 有 
t= 二 1/2, 且 当 z=2 时 t=0. 由 qdt=-drzx 和 w=2 一 t, 我们 有 


dx. 


人 dw = | a. dt 
3/2 TT — D(z+ 1)(r— 2) 加 1/2 (2 t)(1—t)(3—t(-t) 


1/2 
1 
二 dt. 
| QH -13 
在 最 后 一 个 积分 中 , 我 们 用 等 式 dz = -dt 中 的 负 号 来 交换 积分 的 上 下 限 (如 16.3 
节 所 述 ) 总 之 , 很 容易 得 到 


当 + 上 一 0 时 ， 


1 1 
CE Ee 人 
所 以 上 述 积分 发 散 (还 是 根据 极限 比较 判别 法 和 p 判别 法 , 细节 自行 完成 , 处 理 被 
积 函数 的 负 号 时 要 小 心 ). 现在 , 你 就 可 以 试 着 证 明 其 他 三 个 积分 (20.1.2 节 的 卫 、 了 
和 J) 发 散 了 . 


第 22 章 ”数列 和 级 数 : 基本 概念 


无 穷 级 数 和 反常 积分 非常 相似 , 这 是 个 好 消息 . 所 以 , 很 多 (但 不 是 全 部 ) 反常 
只 分 的 方法 都 可 以 用 于 讨论 无 穷 级 数 , 我 们 就 不 用 重新 寻找 方法 了 . 要 定义 无 穷 级 
数 , 就 要 先 讨论 数列 . 跟 反 常 积分 的 讨论 一 样 , 我 用 两 章 来 讨论 数列 和 级 数 : 本 章 
主要 包括 一 些 原理 , 而 下 一 章 注重 实际 , 包含 了 求解 问题 的 若干 方法 . 如 果 你 是 第 
一 次 阅读 , 那 就 先 看 一 下 本 章 的 详细 内 容 吧 . 如 果 是 为 了 回顾 , 快速 浏览 一 下 要 点 
就 足够 了 , 然后 可 以 直接 看 下 一 章 的 具体 例题 . 下 面 是 本 章 的 内 容 : 

。 数列 的 收敛 和 发 散 ; 

。 两 个 重要 数列 ; 

。 数列 极限 和 函数 极限 之 间 的 联系 ; 

。 级 数 的 收敛 与 发 散 , 以 及 几何 级 数 的 敛 散 性 讨论 ; 
级 数 的 第 ”项 判别 法 ; 
级 数 和 反常 积分 的 联系 ; 
比 式 判别 法 、 根 式 判别 法 、 积分 判别 法 以 及 交错 级 数 判 别 法 的 介绍 . 
本 章 主要 进行 理论 探讨 , 大 部 分 例题 在 下 一 章 . 


22.1 数列 的 收敛 和 发 散 


数列 是 一 列 有 序 的 数 , 可 能 有 有 限 项 , 也 可 能 有 无 穷 项 , 其 中 有 无 穷 项 的 数列 
叫 作 无 穷 数列 . 例如 ， 


0,1,—1,2,—2,3,—3,.…: 
是 一 个 包含 所 有 整数 的 无 穷 数 列 . 下 角 标 经 常用 于 数列 中 , 其 中 ai 表示 数列 中 的 
第 一 项 , az 表示 第 二 项 , as 表示 第 三 项 , 以 此 类 推 . (有 时 ao 是 第 一 项 , ai 是 第 二 项 ， 
以 此 类 推 . 我 们 也 可 以 不 用 a, 如 用 b, 或 其 他 的 字母 .) 所 以 上 例 中 , ai = 0、aa = 
1、a3s = -1、 aa4 = 2 以 此 类 推 . 数列 经 常 由 一 个 公式 来 给 出 , 如 


sin(n) 
2 ) 


an = 
其 中 n= 1,2,…, 定义 了 数列 
sin(1) sin(2) sin(3) sin(4) 
Te 22 ， 32 ， A 
对 于 无 穷 数列 , 我 们 主要 讨论 当 n 趋 于 无 穷 时 数列 的 极限 值 , 即 当 我 们 观察 数 
列 中 越 来 越 靠 后 的 数 时 , 会 发 生 什么 ? 数学 上 表示 为, 极限 
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lim an 
也 一 CO 


存在 与 否 ; 若 存 在 , 值 是 多 少 . 虽然 我 们 还 未 给 出 上 述 极限 的 定义 , 不 过 它 与 函数 f 
的 极限 lim f(z) 差不多 . (定义 参见 附录 A 的 A.3.3 节 .) 基本 思想 是 : 
的 im an 一世 

意味 着 a 在 开始 时 可 能 有 稍 许 徘 徊 , 最 后 会 越 来 越 趋 近 于 并 一 直 保持 这 种 直 
势 . 若 存 在 这 样 的 工 , 则 数列 {4} 收敛 , 否则 发 散 . 与 函数 一 样 , 数列 也 可 以 发 散 到 
oo 或 -co, 也 以 不 断 振荡 (可 能 会 很 疯狂 ) 而 不 趋 于 一 个 特定 的 值 . 例如 , 上 述 数 
列 0,1, 一 1,2, 一 2,… 发 散 , 但 不 是 发 散 到 co 或 -co, 而 是 在 绝对 值 不 断 增 大 的 正 
数 和 负数 间 

和 函数 一 样 , 有 时 也 可 以 说 当 半 一 co 时 on 一 忆 这 与 lim an = 工 意思 一 样 ， 


22.1.1 数列 和 函数 的 联系 


考虑 数列 
oe 0 
我 们 之 前 见 过 , 它 与 函数 
ys -0 


紧密 相关 . 事实 上 ， 对 每 个 正 整数 n，a,， 都 等 于 f(n)， 所 以 如果 我 们 能 证 明 
lim f(z) 存在 , 就 可 以 说 数列 {a,} 有 相同 的 极限 . 数列 继承 了 函数 的 极限 性 质 . 
生平 泊 过 线 上 一 者 由 有 联系 记 信 着 7 人 = 则 fo) 的 图 人 有 水 
平 渐 近 线 y = 
2 从 外 ,我 们 还 可 以 很 容易 地 将 函数 极限 的 其 他 性 质 推广 到 数列 极 
限 . 例如 两 个 收敛 数列 {an} 和 {0w}, 当 n 一 0% 内 an 二 也 bn 全 则 其 和 
an 十 bn 构成 一 个 收敛 于 区 +M 的 新 数列 . 对 于 差 、 商 (假定 M 和 0, 因为 分 母 
不 能 为 0) 和 常数 的 积 也 同样 适用 . 虽然 这 个 结论 意义 没有 那么 深远 不 过 的 确 很 
有 用 . 
另 一 个 重要 的 事实 是 三 明治 定理 , 即 夹 通 定理 , 对 数列 也 适用 ，( 三 明治 定理 内 
容 参 见 3.6 节 .) 特别 地 , 假设 有 数列 {a,}, 若 怀 疑 其 收敛 于 某 数 二 则 要 找到 一 个 
比 {ai} 大 的 数列 {0} 和 一 个 比 其 小 的 数列 {cn， 且 两 个 数列 均 收敛 于 元 , 则 我 
们 就 可 知 该 数列 的 确 收 僵 于 二 了 . 用 数学 语言 描述 就 是 , 若 co < an < ba, 且 当 
nn 二 00 时 , bw 二 工 , cn 二 工 , 则 当 n 王 00 时 , a 二 工 . 对 前 面 的 数列 
sin(n) 


n2 


可 以 通过 将 经 典 不 等 式 -1 和 sin(n) < 1 除 以 m2, 并 利用 三 明治 定理 得 对 所 有 n 有 


Nn 


©O 


OR 
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一 1 sin(n) 区 1 


2 


n2 ~ nn n2 
数列 5; ==1/r2 和 cu = 一 1/m2? 在 一 oo 时 均 收敛 于 0, 所 以 夹 于 它们 之 间 的 数列 
an 也 收敛 于 0. 即 


lim 
有一 co nN 
另 一 个 可 由 函数 性 质 推广 过 来 的 是 连续 函数 保持 极限 . 这 是 什么 意思 呢 ? 假设 
n 全 oo 时 an 二 工 , 则 如 果 函 数 f 在 x = 工 连 续 , 我 们 就 可 以 说 当 n 一 00 时 
f(an) 一 f(L). 当 对 任何 式 子 取 函 数 时, 极限 关系 仍 保持 . 例如 求 


lim cos (=) 
N00 Nn 


sin(n) 
2 


sin(n) 
一 2 一 (0. 


由 


是 多 少 ? 我 们 已 经 有 
当 n 一 co 时 ， 一 0， 
于 余弦 函数 在 0 点 连续 , 因而 两 边 同 时 取 余 弦 , 可 得 
当 n 一 00 时， cos (=) 一 cos(0) = 1. 

还 有 一 个 可 以 从 函数 理论 中 借用 的 重要 工具 是 洛 必 达 法 则 ( 见 14.1 节 ). 应 
该 法 则 的 一 个 问题 是 , 不 能 对 关于 n 的 量 a 求 导 , 因为 n 只 是 一 个 整数 . 事 
上 , 当 对 函数 f 求 关于 变量 x 的 导数 时 , 只 是 为 了 看 一 下 当 对 z 做 极 小 变动 时 
数 f(z) 有 什么 变化 . 你 不 能 对 整数 做 极 小 变动 , 因为 极 小 变动 后 它 就 不 再 是 整数 
了 . 所 以 若 想 应 用 洛 必 达 法 则 , 首先 需 将 数列 嵌入 到 一 个 合适 的 函数 中 . 例如 , 若 
an 三 In(n)/Vn, 则 可 令 


| 
负 将 于 


ln(z) 
VT 9 
并 利用 洛 必 达 法 则 求 出 lim_ f(z) 的 值 再 求 得 _lim_a. 注意, 这 是 oo/oo 情形 , 所 
以 可 以 利用 该 法 则 . 对 分 子 和 分 母 分 别 求 导 , 可 得 
lim It 2 im 加 = lim = 

Zo0 VT oo 1/2VZ oo VT 加 
因为 函数 的 极限 是 0, 则 数列 aj, 当 n 一 co 时 也 收敛 于 0.( 我 们 也 可 以 采用 对 数 
在 oo 处 增长 缓慢 的 结论 来 求 上 述 极限 , 只 需要 应 用 21.3.4 节 开头 部 分 的 公式 并 令 
a 三 1/2 即 可 .) 
22.1.2 两 个 重要 数列 

取 常 数 7, 并 考虑 从 n = 0 开始 取 值 的 数列 on = r”, 这 是 一 个 等 比 数列 , 每 一 
项 都 是 前 一 项 与 这 个 常数 的 乘积 . 我 们 来 看 一 些 等 比 数列 : 

。 若 7 二 0, 则 数列 为 0,0,0,… ,显然 收 线 于 0; 


0. 
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。 阁 7 二 1, 则 数列 为 1,1,1,… ,显然 收敛 于 1; 
。 阁 7 二 2, 则 数列 为 1,2,4,8,.… ,明显 发 散 于 ow; 


。 若 7 = -1 则 数列 为 1, 一 1,1, 一 1,1,… 


 , 发散, 但 不 是 发 散 于 co 或 -co, 因 


为 它 一 直 在 -1 和 1 之 间 来 回 振荡 , 换 句 话说 , 不 存在 极限 ; 


限 ), 事实 上 这 次 的 振荡 范围 更 宽 ; 


振荡 最 后 变 得 越 来 越 小 . 
上 面 这 些 都 是 下 述 一 般 规则 的 特例 . 


若 7 = 一 2, 则 数列 为 1, 一 2,4, 一 8,… , 与 | 


若 7==1/2, 则 数列 为 1,1/2,1/4,1/8,… , 收敛 于 0; 
若 7 = -1/2, 则 数列 为 1, 一 1/2,1/4, 一 1/8,… , 尽管 振荡 , 也 收敛 于 0, 因为 


lim 7” 


=0 如 果 一 1<r<1， 
= 如 果 了 = 1， 

no0 一 oo 如 果 > 1， 
不 存在 ”如果 r < 一 1. 


F 面 数列 发 散 方 式 相同 (不 存在 极 


我 们 对 上 述 极限 进行 证 明 . 首先 , 当 ~ > 0, 极限 与 9.4.4 节 ( 见 中 间 的 方 框 ) 中 的 含 


有 的 极限 相似 . 容易 出 错 的 情况 是 当 ” < 0 时 , 这 是 


个 问题 , 注意 对 所 有 n 都 有 


< 


Irl", 


因为 数列 振荡 . 为 了 解决 这 


这 里 比较 好 的 情况 是 数列 {一 |rJ"} 和 {lr|" 都 不 振荡 . 实际 上 , 若 -1<r < 0, 则 


"| < 1, 因此 我 们 知道 这 两 个 数列 都 收敛 于 0, 现在 可 用 三 明治 定型 


推出 r* 一 0. 


最 后 , 车 7 < 一 1, 则 x” 不 可 能 收敛 , 因为 它 的 值 在 大 于 等 于 1 和 小 于 等 于 -1 的 数 


中 来 回 跳跃 , 则 极限 因 这 些 振 荡 而 不 存在 . (该 ' 


似 , 也 可 参见 附录 A 的 A.3.4 节 .) 


青 形 与 3.4 节 的 极限 Jim sin(z) 类 


等 比 数列 无 须 从 1 开始 , 若 令 an = ar”, 其 中 a 为 常数 , 则 首 项 ao 等 于 a. 


你 可 以 将 上 述 方 框 中 的 _lim "的 值 乘 以 a 来 求 _lim ar" 的 值 . 最 重要 的 是 ,着 


-TI<r<l 则 lm ar" 为 0, 与 a 无 关 . 


把 大 量 时 间 用 在 等 比 数列 的 讨论 之 后 , 我 们 来 快速 看 男 一 个 数列 . 特别 地 , 车 


k 为 任意 常数 , 则 


这 就 是 根据 9.2.3 节 开头 讲 的 那个 极限 而 来 的 . 在 数列 的 相关 内 容 中 可 知 , 这 个 极 


限 很 有 用 . 
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22.2 ”级 数 的 收敛 与 发 散 


级 数 就 是 和 , 就 是 将 数列 on 的 所 有 项 都 加 起 来 , 把 各 项 之 间 的 逗号 用 加 号 代替 . 
对 于 无 穷 数 列 , 好 像 有 点 理 不 出 头绪 了 , 将 无 穷 多 个 数 相 加 意味 着 什么 呢 ? 例如 , 车 
数列 a 是 等 比 数列 1,1/2,1/4,1/8,… , 则 相应 的 级 数 就 是 1+1/2 十 1/4 十 1/8 十 …. 
我 们 需要 做 一 些 不 同 寻常 的 事情 , 来 处 理 意味 着 级 数 不 断 加 下 去 的 省 略 号 . 
一 般 地 , 我 们 想 知道 


Ql 十 Q2 十 a3 十 … 

意味 着 什么 . 为 了 处 理 这 个 无 穷 项 之 和 , 我 们 把 前 若干 项 之 后 的 项 去 掉 . 若 取 前 面 
NN 项 , 则 去 掉 后 面 那些 项 的 级 数 为 

Q1 十 a2 十 Q3 十 …: 十 QN_ 1 十 QN. 

现在 是 有 限 项 之 和 , 变 得 有 意义 了 . 下 面 就 是 我 们 想 要 的 : 


Ql 十 a2 十 a3 十 …: 二 lim (Qi 十 a2 十 Qa3 十 … 十 QaN-_1 十 aN). 
No00 


右边 看 起 来 有 点 奇怪 , 因为 随 着 NN 的 增 大 , 项 数 也 在 增多 . 所 以 , 我 们 定义 一 个 新 
的 数列 {An}: 


AN= 二 Qi 十 a2 十 a3 十 … 十 QN-1 十 aN. 
这 个 新 的 数列 被 称 为 部 分 和 数列 . 前 面 那个 奇怪 的 等 式 现在 为 
Ql 十 Q2 十 Qa3 十 …: = im Aw. 
现在 右边 就 不 那么 奇怪 了 , 是 个 数列 的 极限 . 如 果 极 限 存 在 且 等 于 工 , 则 我 们 说 左 


边 的 级 数 收 敛 于 元. 若 极 限 不 存在 , 则 级 数 发 散 . 
理解 上 面 这 些 , 有 个 极 好 的 类 比 . 假想 你 站 在 一 条 又 直 又 长 的 高 速 公路 休息 站 
祁 , 休息 站 两 边 公路 向 两 侧 延 伸 , 一 边 是 来 的 方向 , 另 一 边 是 要 去 的 方向 . 休息 站 的 
位 置 为 0，( 我 们 在 5.2.2 节 见 过 这 个 高 速 公路 的 例子 .) 不 幸 的 是 , 你 失去 了 自 | 
意识 , 有 人 每 分 钟 都 用 扩 音 器 告诉 你 走 一 定 的 英尺 数 , 他 下 命令 你 才能 动 . 如 果 他 
说 出 一 个 负数 , 你 就 往 回 走 , 每 一 次 移动 称 为 一 步 . (希望 他 不 会 让 你 一 步 走 100 英 
尺 !) 

持 扩 音 器 的 家 伙 喊 的 第 一 个 数 为 ol, 你 从 位 置 0 移动 到 位 置 ol (长 度 单位 是 
英尺 , 下 同 ). 第 二 个 数 为 oz, 又 向 前 走 az 英尺 , 现在 到 哪儿 了 ? 在 位 置 ol + az 处 ， 
因 这 次 是 从 ai 开始 走 的 . 在 第 三 个 数 us 之 后 , 你 将 在 位 置 a1 + az + aa. 趋势 很 明 
显 : 按 a1, oz, as 的 步 长 , 第 N 步 为 an, 你 会 在 位 置 


Ql1 十 Q2 十 Q3s 十 …: 十 QN_1 十 QN. 


这 正好 是 上 面 定 义 的 部 分 和 Aw 的 值 . 换 名 话说 , 4w 是 第 N 步 后 你 的 位 置 . 所 以 


ell 


Ql 十 a2 十 a3 十 :… 二 lim 4N， 
No00 
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意思 就 是 如 果 最 终 要 走向 高 速 公路 的 某 个 特定 目标 , 你 可 以 将 所 有 的 步 都 加 起 来 . 
你 必须 非常 非常 接近 那个 点 , 决 不 能 很 远 . 在 那个 点 附近 , 要 用 很 小 的 步子 路 起 脚 
走 , 否则 就 不 可 能 把 这 些 步 加 起 来 , 级 数 将 会 发 散 . 

现在 是 时 候 引 入 求 和 号 了 ( 见 15.1 节 ). 4w 表达 式 变 为 

N 
AN= 二 Qi1 十 a2 十 Q3 十 …… 十 QN_14 aN = an. 
无 穷 级 数 可 写 为 
Q1 + 十 os 十 一 》 an. 


因此 , 下 面 是 用 求 和 号 定义 的 无 穷 级 数 的 值 : 
00 N 


如 果 右 边 的 极限 不 存在 , 则 左边 的 级 数 发 散 . 右边 就 是 数列 的 极限 , 所 以 上 述 等 式 
并 不 像 符号 所 表示 的 那样 简易 明了 . 
我 们 再 回顾 一 下 . 我 们 从 无 穷 数列 


{an} = Q1,Q2,Q3,. 


台 , 并 用 它 构 造 无 穷 级 数 


oo 
>》 an = ta tas t+.... 


和 二 二 


为 了 理解 级 数 的 极限 , 这 里 构造 了 一 个 新 的 部 分 和 数列 : 
N 


4 = 2 an 一 al 十 ao 十 aa 十 …: 十 QN_1 十 QN. 


定义 , 如 果 极 限 存 在 ， 级 数 的 极限 与 部 分 和 数列 的 极限 一 样 ; 否则 级 数 发 散 . 鉴于 
这 里 有 两 个 数列 与 一 个 级 数 一 起 讨论 , 一 定 要 确保 能 将 它们 区 分 清楚 ! 

级 数 不 必 从 n= 1 开始 , 也 可 以 从 其 他 的 数 开始 , 甚至 ”= 0. 你 需要 做 的 仅仅 
是 把 部 分 和 的 起 始 项 更 改 一 下 . 重要 的 一 点 是 : 级 数 收 敛 还 是 发 散 与 起 始 项 无 关 ! 
例如 , 我 们 将 在 22.4.3 节 看 到 级 数 


> 1 
前 二 二 上. 
发 散 . 由 此 结果 ， ee 
1 
> | 
FE89 及 n=1 000 000 


为 了 讨论 为 什么 第 一 个 级 数 发 散 只 要 将 原来 那个 级 数 的 前 四 项 取出 来 , 如 下 : 


| 
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0 
> 


从 n 二 1 开始 的 级 数 和 从 nn 二 5 开始 的 级 数 只 相差 有 限 常数 25/12. 由 于 从 nn 二 1 
始 的 级 数 发 散 到 oo, 故 减 去 25/12 对 其 不 会 有 任何 影响 , 因而 从 n=5 开始 的 级 
数 一 定 也 发 散 . 当然 , 5 没有 什么 特别 的 , 对 任意 的 起 始点 都 会 有 相同 的 结果 . 类 似 
的 , 我 们 将 在 22.4.3 节 讨 论 


| 
2 


将 原 和 式 进行 拆 分 并 证 明 的 话 , 下 面 的 这 些 级 


实际 上 也 是 收敛 的 . 这 意味 着 如 果 外 


数 也 收敛 : 
eo se 这 oo 1 
i 2 
n=101 n=5 000 000 
在 我 们 讨论 几何 级 数 之 前 再 注意 一 件 事 : 考虑 
St 


我 们 将 起 始点 换 为 n = 0, 令 人 讨厌 的 事 是 : 首 项 变 为 1/02, 但 它 # 
述 级 数 不 是 发 散 , 而 是 没 意 义 ， 


不 存在 . 因此 上 
因为 首 项 没有 定义 . 我 们 总 是 以 一 个 足够 大 的 n 作 


为 起 点 以 避免 这 样 的 情形 , 这 样 级 数 的 所 有 项 就 都 有 定义 了 . 
几何 级 数 (理论 ) 


我 们 来 看 一 个 无 穷 级 数 的 重要 例子 . 假定 以 我 们 在 22.1.2 节 见 过 


十 的 等 比 数 列 


1,7,72,73,… 开始 , 可 以 把 这 个 数列 作为 无 穷 级 数 
1 二 7 十 2 十 但 十 二》 和 
n= 


的 项 , 则 这 个 级 数 为 几何 级 数 . 问题 是 , 该 级 数 收敛 吗 ? 若 收敛 , 收敛 于 何 值 ? 
为 了 求解 , 我 们 最 好 看 一 下 部 分 和 . 选择 数 N, 则 部 分 和 Aw 为 


AN = 二 1 十 7 十 ?2 十 73 十 .… 十 rN-1 寺 rN， 
用 求 和 号 表示 为 
N 
4N = 》 rn 
n=0 
希望 你 在 前 面 的 学 习 中 已 经 知道 上 述 表 达 式 可 化 简 为 
1 
AN = 二 1 十 7 十 这 十 让 十 … 十 7N-1 寺 7 和 Y= a 
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只 要 了 夫 1. (不 管 怎样 , 后 面 会 给 出 其 证 明 .) 现在 我 们 要 求 当 NN 一 co 时 4 的 极 
限 , 首先 假设 -1<r <1, 则 由 前 面 22.1.2 节 方 框 中 第 一 种 情形 知 im rw =0, 将 
NN 换 为 N 十 1 也 得 到 Jim rN+1 二 0. 所 以 


1—rN+t!l 1 
lim Aw = Aim a 一 
一 co N00 1 一 7 1 一 7 


该 几何 级 数 收敛 于 1/(1 一 7). 下 面 是 写 在 一 起 的 带 求 和 号 的 整个 论证 过 程 : 


{0 


oo N 
ey 完 1 一 rA+1 1 
i 


n=0 Vd 
若 7 不 介 于 1 和 一 1 之 间 呢 ? 结论 是 几何 级 数 肯定 发 散 , 下 一 节 将 给 出 证 明 . 总 结 
如 下 : 


oo 


如 果 -1<r<1， DD 
如 果 7 之 1 或 + < 一 1 级 数 发 散 . 

上 述 儿 何 级 数 的 首 项 总 是 1, 因为 ra = 1 如 果 用 其 他 的 某 数 a 代替, 则 各 项 
为 a,ar,ar? 等 . 所 以 每 项 都 可 以 乘 a, 得 到 上 述 原 理 更 一 般 的 形式 : 


> a 
如 果 一 1<r<l 人 


如 果 r>1 或 > 芯 -1, 级 数 发 散 . 
我 们 将 在 23.1 节 讨 论 儿 何 级 数 的 更 多 例子 . 同时 , 证 明 


ee A 
A = 2 cies 1—r 
n=0 
证 明 如 下 : 首先 , 和 式 左 乘 (1 一 7) 可 得 
N 
An(1—7)=(1-—7) > rr" 
= 
将 因 式 (1 一 7) 移入 求 和 号 内 并 化 简 得 
N N 
AN(1—7)= >》 rr- 站 = > (一 rm) 
妍 三 日 n=0 


右边 的 和 是 一 个 伸缩 级 数 ( 见 15.1.2 节 ), 所 以 和 为 7° 一 ri 或 1 一 rN 因此 
4N(1 一 7 =1—rN+tl, 现在 为 证 得 结果 ， 只 需 除 以 (1 —7), 其 中 (1 —7) 不 为 0， 因 
为 我 们 已 经 假设 7 冯 1. 
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22.3 ”第 n 项 判别 法 (理论 ) 


对 于 收敛 级 数 , 部 分 和 的 极限 必须 存在 . 要 知道 , N 步 后 的 部 分 和 表示 你 按照 
持 扩 音 器 家 伙 的 指令 走 了 NN 步 后 的 位 置 . ( 若 不 明白 我 在 说 什么 , 参见 22.2 节 ) 总 
之 , 若 你 的 位 置 随 着 你 的 步 数 不 断 增加 而 逐渐 收敛 于 某 个 极限 位 置 , 则 每 一 步 都 需 
要 变 得 很 小 很 小 , 否则 , 你 将 失误 且 不 能 待 在 与 特定 位 置 一 致 的 地 方 . 前 后 挪动 并 
不 好 , 要 接近 特定 位 置 , 你 需要 非常 靠近 , 驻 留 在 很 接近 的 位 置 . 

所 以 , 由 数列 {an} 给 出 的 每 一 步 到 最 后 要 变 得 很 小 很 小 , 才能 使 得 级 数 收敛 . 
数学 上 表示 为 , 当 n 一 oo 时 on 一 0, 故我 们 有 


第 n 项 判别 法 : 车 lim an 六 0, 或 极限 不 存在 , 则 级 数 > 了 an 发 散 . 


入 = 二 


车 lim an = 0, 则 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 艇 ,需要 采用 其 他 的 方法 解决 该 上 
题 . 注意 : 第 n 项 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判别 ! 

这 个 判别 法 是 一 种 求 真 判定 ; 若 ww 不 趋 于 0, 该 级 数 发 散 . 否则 仍 需 要 采用 其 
他 方法 继续 讨论 该 问题. 例如 , 我 们 马上 要 讨论 


es ER 

丰收 全 ,但 > - 太 发 攻 
这 两 个 级 数 的 通 项 都 趋 于 0: 

下 下 珊 0 


第 n 项 判别 法 在 两 个 级 数 中 都 不 适用 ! 只 有 当 极 限 不 为 0 的 时 候 才 能 使 用 该 判别 
法 . 下 面 是 一 些 该 判别 法 适用 的 例子 : 


>》 2"，》'(-3)” 和 >》 1 
帘 三 嫉 并 二 个 n=0 


我 们 有 

lim 27 = oo， lim (一 3)”* 不 存在 ， lim 1=1. 
根据 第 n 项 判别 法 ,上 面 三 个 级 数 都 发 散 , 因为 每 个 级 数 通 项 的 极限 都 不 是 0. 
实 上 , 这 些 级 数 都 是 几何 级 数 , 公 比 分 别 为 2 -3 和 1. 一般 地 , 对 于 公 比 > 1 


7 < -1 的 几何 级 数 汉 rm, 通 项 当 n -oo 时 不 趋 于 0 ( 见 22.1.2 节 方 框 中 公式 .) 
交 寺 人 Q 


及 业 


所 以 第 ”项 判别 法 告诉 我 们 , 任何 公 比 不 在 (-1 1) 里 的 几何 级 数 均 发 散 . 
在 收敛 级 数 中 , 虽然 通 项 a,, 要 收敛 于 0, 但 这 并 不 意味 着 级 数 的 极限 为 0. 例 
如 , 公 比 为 >= 1/2 的 等 比 数列 1,1/2,1/4,1/8,… 收敛 于 0, 我 们 可 以 由 前 一 节 的 
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公式 得 出 相应 的 级 数 的 值 : 
TN 1 1 
2 (3) 1—r 1— 3 
所 以 数列 收敛 于 0, 而 级 数 却 收敛 于 2. 反 过 来 可 以 说 , 若 数 列 收 敛 于 2, 则 由 第 nn 
项 判别 法 知 相应 的 级 数 发 散 . 
我 们 将 在 23.2 节 看 到 更 多 关于 第 n 项 判别 法 的 例子 . 现在 来 看 一 下 其 他 的 判 


别 法 . 


ut 


22.4 ”无 穷 级 数 和 反常 积分 的 性 质 
无 穷 级 数 和 反常 积分 之 间 是 有 一 些 联系 的 , 特别 是 当 反 常 积分 在 oo 有 瑕 点 的 
时 候 . 其 中 的 一 个 联系 就 是 积分 判别 法 , 这 将 在 22.5.3 节 讨 论 . 本 节 主 要 告诉 你 反 
常 积 分 的 四 个 判别 法 对 无 穷 级 数 仍 适 用 . 下 面 就 一 一 讨论 . 
22.4.1 比较 判别 法 (理论 ) 


假设 给 定 的 级 数 > an 的 每 一 项 都 为 正 , 若 认 为 该 级 数 发 散 , 则 要 能 找到 一 个 
ys 


比 党 a 小 的 发 散 级 数 立 5,, 即 可 被 证 实 ， 即 , 车 对 所 有 n, 有 0 < bs < aw, 且 
YW n=1 


> bn 发散， 则 > an 也 发 散 . 若 认 为 原 级 数 收敛 , 则 要 能 找 一 个 比 它 大 的 收敛 级 


数 立 5b, 即 可 被 证 实 . 即 , 车 对 所 有 n, 有 b> an > 0, 且 于 b 收 全 ; 则 六 a 
你 一 n=1 n= 二 1 


基本 上 , 这 与 反常 积分 的 比较 判别 法 一 致 . 级 数 比 较 判别 法 成 立 理由 与 积分 的 
比较 判别 法 一 样 , 若 有 兴趣 可 自行 证 明 . 
级 数 的 首 项 不 必 从 n= 1 开始 , 可 以 从 任何 数 开始 . 例如 , 考虑 
>》， ( | sin(m)|. 
n=3 
利用 比较 判别 法 很 容易 判定 . 要 知道 , 对 任何 w 都 有 |sin(n)| < 1, 我 们 可 得 
oo 1 Nn oo 1 Nn 
2 (3) |sin(n)| < 2 (3) < oo. 
后 面 一 个 级 数 收敛 , 因为 它 是 公 比 为 1/2( 介 于 -1 到 1 之 间 ) 的 几何 级 数 . 根据 比 
较 判 别 法 , 原 级 数 也 收敛 . 下 一 章 我 们 将 介绍 比较 判别 法 的 更 多 例子 . 
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22.4.2 极限 比较 判别 法 (理论 ) 
在 20.4.1 节 , 我 们 有 如 下 的 定义 : 


当 z 一 oo 时， f(x) ~ g(x) 与 im 本 二 1 含义 一 样 
这 里 数列 也 有 类 似 的 定义 : 
当 呈 一 co 时 , an ~ 如 与 lim 证 =1 含义 一 样 . 


极限 比较 判别 法 为 , 若 当 


no00 时 a ~ bn, 


有 a 和 如 均 有 限 , 则 并 a 与 
六 二 让 


> bp, 同时 收敛 或 同时 发 散 . 当然 , 没有 必要 必须 从 n = 1 开始 ， 


也 可 以 从 n= 0， 


n 二 19 或 任何 其 他 的 n 的 有 限 值 开始 . 该 比较 判别 法 的 证 明 与 积分 的 极限 比较 法 
证 明 类 似 , 这 里 不 再 歼 述 . 读者 可 自行 证 明 , 若 当 n 一 co 时 qj, ~ 如, 我 们 说 两 个 
数列 渐 近 等 价 
我 们 在 第 21 章 讨 论 的 函数 的 所 有 性 质 对 数列 均 成 立 . 例如 , 考虑 
> i (去 ) | 
当 n 很 大 时 , 1/2" 变 得 很 小 ( 即 趋 于 0). 我 们 知道 当 z 一 0 时 sin(z) ~z( 见 21.4.2 
节 ), 将 z 用 1/2” 代 换 , 我 们 有 
这 去 一 0 时 sn ( 充 中 


将 1/27 另 写 为 (1/2)", 且 注 意 1/2" 一 0 等 价 于 n 一 oo. 故 上 述 关 系 可 写成 


当 n 一 co 时 ， sin (去 ) 改 ( 2 


极限 比较 法 , 两 级 数 


Ds (去 ) 和 > 1 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 现在 我 们 知道 右边 的 级 数 收敛 ， 


因为 它 是 公 比 为 1/2( 绝 对 值 


小 于 1) 的 几何 级 数 , 所 以 左边 的 级 数 也 收敛 . 但 是 , 右边 的 级 数 收敛 于 2( 如 22.3 
节 所 见 ) 并 不 意味 着 左边 级 数 也 收敛 于 2， 我 们 不 知道 它 收敛 于 何 值 , 只 可 知 其 


收敛 . 
22.4.3 p 判别 法 (理论 ) 
级 数 也 有 p 判别 法 , 基本 上 与 反常 积分 在 瑕 点 ce 的 p 判别 法 一 样 . 特别 地 ， 
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> 
4 【发散 , 若 p<1. 

它 的 最 简单 的 证 明 要 用 到 积分 判别 法 , 所 以 将 到 22.5.3 节 再 讨论 . p 判别 法 的 一 些 
简单 例子 为 


Co 1 村 Co 二 、 
0 


第 一 个 级 数 中 窜 次 2 大 于 1, 故 收敛 . 另 一 方面 , 由 Vn = n1/2 知 第 二 个 级 数 肾 次 
为 1/2, 因为 1/2 小 于 1, 级 数 发 散 . 
在 讨论 绝对 收敛 判别 法 之 前 , 先 看 一 下 所 谓 的 调和 级 数 


Sg 

Dy 
p 判别 法 知 该 级 数 发 散 , 不 过 我 们 也 可 以 直接 证 明 它 发 散 . 方法 是 : 先 将 该 级 数 
各 项 写 出 来 , 再 把 它们 用 特殊 的 方式 组 合 . 特别 地 , 上 述 级 数 可 以 写 为 


| 1 中 

2 \3 4 5 6 7 8 
1 1 1 1 1 1 1 1 

+ 10+1111 让 + 二 + 让 + 看 )+… 

除了 开始 的 1 和 1/2 外 , 后 面 每 一 组 中 的 项 数 都 是 前 一 组 的 两 倍 . 主要 过 程 为 : 每 

一 组 的 最 后 一 项 是 该 组 中 最 小 的 项 , 故 上 面 的 和 式 大 于 


i 1 
5 4 4) \8 8 8 8 


1 1 1 二 Dd 
16 16 16 16 16 16 16 16/ : 


在 这 个 新 级 数 中 , 一 项 为 1, 一 项 为 1/2, 两 项 为 1/4, 四 项 为 1/8, 八 项 为 1/16, 以 
此 类 推 . 也 就 是 说 , 除了 第 一 项 , 每 一 组 的 和 都 为 1/2, 所 以 上 面 的 级 数 等 于 
1 1 1 1 
Lh 


该 级 数 发 散 ! 最 后 根据 比较 判别 法 ， 调和 级 数 发 散 , 因为 它 大 于 上 面 的 发 散 级 数 . 现 
在 我 们 可 以 轻松 地 知道 1/n? 当 p < 1 时 发 散 , 因为 1/n? > 1/n, 再 次 应 用 比较 
判别 法 即 可 . (细节 试 着 自行 完成 .) 
22.4.4 绝对 收敛 判别 法 

若 级 数 > an 的 各 项 os 有 的 为 正 , 有 的 为 负 , 则 会 使 问题 变 得 更 难 了 (或 更 
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有 意思 了 , 这 取决 于 你 怎么 看 ). 如 果 级 数 从 某 一 项 后 都 为 正 , 这 就 没 问题 , 可 以 
去 前 面 的 项 , 只 讨论 后 面 的 正 项 组 成 的 新 级 数 . 要 知道 , 级 数 的 前 面 有 限 项 不 影 
级 数 最 终 的 敛 散 性 . 类 似 地 , 和 若 级 数 从 某 一 项 后 均 为 负 ， 可 以 忽略 前 面 的 有 限 项 ， 
讨论 由 后 面 的 负 项 组 成 的 级 数 . 然后 , 考虑 所 有 项 均 为 正 的 级 数 Ca n): 若 ; 
级 数 收敛 , 则 原 级 数 也 收敛 ; 若 它 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 . 这 是 因 为 新 级 数 与 原 级 数 
相差 一 个 负 号 . 

若 级 数 各 项 正 负 交错 出 现 会 怎 i 


Dslr )(3) ， 2 Cc “> 


第 二 个 和 第 三 个 级 数 实际 上 是 交错 级 数 即 各 项 正 数 和 负数 交错 出 现 例如 , 第 三 
个 级 数 可 展开 为 


D3 


和 


人 


可 以 清楚 地 看 到 每 隔 一 项 为 负 . 上 面 的 第 一 个 级 数 不 是 交错 的 . 虽然 sin(n) 有 时 为 

正 , 有 时 为 负 , 但 正 负 项 不 是 交错 出 现 . 例如 , sin(1)、sin(2) 和 sin(3) 都 是 正 的 ( 因 

为 1,2 和 3 都 在 0 与 7 之 间 ), 而 sin(4)、sin(5) 和 sin(6) 都 是 负 的 . 

不 管 怎 样 , 我 们 将 在 22.5.4 节 专 门 讨论 针对 交错 级 数 的 判别 法 . 现在 还 有 绝对 

收敛 判别 法 : 若 > laa| 收敛 , 则 > an 也 收敛 . 同样 , 级 数 可 以 从 n 的 任何 值 开 
其 三 纪 


始 , 不 必 一 定 从 n= 1 开始 . 现在 利用 该 判别 法 讨 i 从 上 而 的 例子 . 对 于 第 一 个 级 数 


ao 自首 


Ssin(n)) (3) , 
如 一 3 
注意 我 们 只 需 对 sin(n) 加 绝对 值 号 , 因为 因 式 (1/2)* 恒 正 . 我 们 已 经 在 22.4.1 节 
用 比较 判别 法 证 明了 上 述 级 数 是 收敛 的 , 则 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 (不 带 绝 对 
值 号 的 ) 也 收敛 . 实际 上 , 原 级 数 绝对 收敛 . 更 多 信息 见 22.5.4 节 . 
对 于 第 二 个 级 数 


2 


加 绝对 值 后 为 


加 绝对 值 后 为 
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2 判别 法 知 该 级 数 收敛 (因为 2 > 1), 故 由 绝对 收敛 判别 法 知 原 级 数 绝对 收敛 . 
对 于 第 三 个 级 数 


1)” 
加 绝对 值 后 为 
> 
p 判别 法 知 该 级 数 发 散 , 故 不 能 运用 绝对 收敛 判别 法 . 即 不 能 得 出 原 级 数 
~ (一 
发 散 的 结论 . 只 能 涪 访 级 数 不 绝对 收 信 实际 上 , 在 22.5.4 节 我 们 将 会 知道 该 级 数 
是 收敛 的 , 尽管 它 加 上 绝对 值 后 是 发 散 的 ! 在 此 之 前 , 我 们 还 有 一 些 其 他 判别 法 要 


讨论 . 


22.5 ”级 数 的 新 判别 法 
我 们 来 看 四 个 与 反常 积分 无 对 应 的 级 数 收敛 性 判别 法 : 比 式 判别 法 、 根 式 判别 
法 . 积分 判别 法 和 交错 级 数 判 别 法 . 在 下 一 章 讨论 应 用 之 前 , 我 们 先 来 看 看 它们 的 
内 容 . 
22.5.1 ” 比 式 判别 法 (理论 ) 
这 是 一 个 只 能 用 于 级 数 而 不 能 用 于 反常 积分 的 非常 有 用 的 判别 法 , 被 称 为 比 式 
判别 法 , 因为 它 涉及 级 数 相 邻 两 项 的 比 , 提出 的 问题 是 对 于 级 数 ba an, 车 要 使 


它 收敛 , 则 各 项 要 以 足够 快 的 速度 趋 于 0. 解决 方法 是 : 考虑 一 个 3 新 的 数列 bn, 下 
义 其 为 级 数 相 邻 两 项 之 比 的 绝对 值 , 即 对 每 个 n 令 


Qn+1 
On, 


be 


这 是 一 个 数列 , 所 以 它 可 能 收敛 于 某 数 . 结果 为 : 若 数 列 {0%} 收敛 于 一 个 小 于 1 的 
数 , 则 立即 得 知 级 数 六 on 收 敏 . 实际 上 它 绝对 收敛, 即 六 as| 也 收敛. 另 一 方 
n=1 部 生 击 


面 , 车 数列 {5%} 收敛 于 一 个 大 于 1 的 数 , 则 级 数 并 an 发 散 . 若 数列 {64} 收敛 于 
和 % 二 1 


1 或 不 收敛 . 则 我 们 对 原 级 数 得 不 出 什么 结论 . 
下 一 章 将 讨论 比 式 判 别 法 的 更 多 例子 , 现在 来 看 能 否 证 明 该 判别 法 . 这 是 一 个 
很 复杂 的 论证 , 若 不 能 理解 , 不 要 着 急 , 可 直接 跳 到 下 一 节 . 我 们 只 是 来 试 一 下 . 这 
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里 假定 对 所 有 n 有 an > 0, 这 样 就 可 以 去 掉 绝 对 值 号 . 假设 5b, 收敛 于 一 个 小 于 
的 值 亏 , 即 


[ 
二 


ss a 
当 n 一 co 时 ， tT: 
a 


这 意味 着 当 n 很 大 时 , 比 式 on+iy/an 近似 等 于 二 若 比 式 就 等 于 二 则 级 数 为 具有 
公 比 工 的 几何 级 数 , 且 当 工 <1 时 级 数 收敛 . 但 比 式 只 是 极限 等 于 工 , 所 以 我 们 要 
更 聪明 点 才 行 . 

可 令 7r 等 于 工 和 1 的 平均 值 , 由 于 工 <1, 则 均值 > 介 于 工 和 1 之 间 , 所 以 7 
小 于 也 即 工 <r<1. 然后 呢 ? 由 于 比 式 on+iy/an 收敛 于 工 , 因而 该 比 式 会 总 小 于 
7. 也 就 是 说 , 该 比 式 一 开始 可 能 会 在 菜 些 值 之 间 徘徊 , 但 最 终 会 趋 近 于 地. 若 比 值 
不 小 于 7 就 不 能 趋 近 于 L, 因为 ” 大 于 二 所 以 , 关键 点 是 若 去 除 级 数 前 面 足够 多 


项 后 ， 总 能 有 an+1/an 小 于 7. 


看 一 下 我 们 得 到 的 结论 : 我 们 从 江 on 开始 , 但 去 掉 了 前 面 的 若干 项 , 得 到 从 
六 生生 


某 数 m 开始 的 > an. 去 掉 前 面 的 有 限 项 并 不 影响 级 数 的 敛 散 性 . 另 一 方面 , 这 


个 操作 是 有 用 的 , 因为 可 以 确定 对 所 有 n > m 有 anti/an <7; 换 一 种 写法 即 为 : 
对 所 有 nn 之 m 有 an < Tan. 

我 们 就 要 接近 问题 的 核心 了 : 数列 {aj,} 受 控 于 公 比 为 7 的 等 比 数列 ， 毕 竟 ， 
an 推出 an+l, 需 乘 以 一 个 小 于 7 的 数 (因为 aw41 < ran). 另 一 方面 , 要 从 公 比 
为 了 的 等 比 数列 的 某 项 推出 下 一 项 , 也 需 乘 以 ~. 所 以 车 等 比 数列 从 a 开始 , 则 
该 数列 领先 于 数列 {a}, 且 保持 领先 . (所 有 这 些 都 可 用 推导 得 出 . 假设 on < Ar"， 
则 两 边 同 乘 7 可 得 ra < 47?+1. 由 于 al < ranw 我 们 有 al < 4r2+l. 现在 只 
需 选 择 使 得 om < 4Ar™ 的 4 即 可 , 任何 大 于 amyrz 的 数 都 行 .) 

好 的 , 我 们 已 经 得 到 对 某 数 4 有 an < Ar", 于 是 


>》， an < >》， Ar". 


因为 0 < + < 1 右边 收敛, 故 由 比较 判别 法 知 左边 也 收 敏 ， 最 后 , 由 绝对 收 伍 判别 
法 知 级 数 沁 an 也 收敛 , 虽然 有 些 项 w 是 负 的 ， 

真 不 容易 , 幸运 的 是 发 散 的 情形 不 会 这 么 麻烦 . 假定 比 式 av+i/an| 收敛 于 一 
个 大 于 1 的 数 ,车 我 们 册 掉 足够 的 项 之 后 , 只 需 讨论 lon|, 其 中 m 是 使 得 


leant/an| > 1 对 所 有 n > m 均 成 立 的 足够 大 的 数 .也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 n> m 
部 有 anti| > lan| 项 lon| 随 着 n 的 增 大 而 增 大 , 所 以 不 可 能 有 lim a = 0. 现在 
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只 需 运用 第 ” 项 判别 法 即 可 证 明 半 0 发散 , 故 on 也 发 区 


剩 下 的 问题 就 是 , 证 明 工 = 1 时 无 明确 结论 这 里 有 一个 很 好 的 例子 : 考虑 级 
数 > 1/n2, 计算 相 邻 项 的 比 
n=1 


二 
ot _ wm /nV 
an 市 (n+ 1)? ni+1/) 


我 们 可 以 去 掉 绝 对 值 号 , 因为 各 部 分 均 为 正 . 当 n 一 co, 显然 有 /TDHT 一 了 所 
以 p 次 暴 仍 趋 于 1, 即 


. 


Nn p 

Sn (二 Se 
所 以 , 比 式 的 极限 工 无 论 p 为 何 值 均 为 1 我们 知道 当 pz > 1 时 二 1/m 收敛 ， 
而 p< 1 时 发 散 . 比 式 极限 工 = 1 对 这 两 种 可 能 都 不 能 判定 . 这 个 例子 足以 说 明知 
工 == 1, 则 原 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 只 是 无 从 判定 . 
22.5.2 根 式 判 别 法 (理论 ) 

根 式 判 别 法 (也 叫 mn 次 方 根 判 别 法 ) 类 似 于 比 式 判 别 法 , 考虑 的 不 是 相 邻 项 的 
比 , 而 是 第 n 项 绝对 值 的 mn 次 方 根 , 即 对 给 定 级 数 > an, 构造 新 数列 为 


n=1 


Un 


= |an|2”. 
(要 知道 , 某 量 的 1/n 次 窜 与 其 n > 可 事 .) 现 在 欲 知 数列 {5%} 收敛 与 否 ， 
并 要 求 极 限 . 铬 极限 值 小 于 1, 则 级 数 > an 收敛 (事实 上 , 绝对 收敛 ). 若 极 限 值 大 
于 1, 则 级 数 发 散 . 若 极 限 值 等 于 1， 则 我 们 对 原 级 数 得 不 出 明确 结论 , 需要 采用 其 
他 方法 进行 讨论 . 
我 们 仍 用 下 一 章 的 一 个 例子 来 证 明 该 结论 . 若 读 不 懂 , 可 直接 进入 下 一 节 . 不 
管 怎样 , 其 主要 思想 仍 是 通过 等 比 数 列 来 讨论 的 . 假定 on = 7", 则 |as| 的 mn 次 方 
根 为 |7|， 所 以 当 7| < 工时 级 数 收敛 , 而 当 |r| > 1 时 级 数 发 散 . 这 里 , 我 们 并 未 没 明 
确 的 几何 级 数 , 但 也 差不多 了 . 我 们 假定 
当 一 co 时 ， im lanll = 大 < 1 
采用 与 比 式 判别 法 证 明 相 同 的 逻辑 , 令 7 等 于 L 和 1 的 平均 值 , 最 终 |an|Y” < m， 
即 在 级 数 中 的 某 一 点 n= m 后 , |as| <r”. 故我 们 有 


人 
因为 > < 1, 所 以 右边 级 数 收敛 ， 我 们 运用 比较 判别 法 可 得 左边 级 数 也 收敛 , 所 以 级 
数 羡 a 绝对 收敛 
到 二 二 
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另 一 方面 , 假设 极限 值 5 大 于 1, 即 

当 n 00 时 ， im， lan|/*=L>1. 
最 终 对 足够 大 的 mw 总 有 |an|V" > 1, 意味 着 |as| > 1. 故 由 第 n 项 判别 法 知 级 数 
a 发 散 , 因为 通 项 不 趋 于 0. 


如 = 二] 


若 极 限 值 工 为 1, 判别 法 仍 无 效 , 还 是 用 例子 3 1/m? 来 讨论 . 由 你 自行 证 明 ， 


即 
1/m 


= lim m-2z/m 一 1. 
了 九 一 CO 


1 


np 


lim 
+00 


(把 它 看 作 洛 必 达 类 型 的 问题 进行 讨论 , 该 类 型 问题 参见 14.1.5 节 .) 我 们 知道 > 1/n? 
对 某 些 p 值 发 散 , 对 其 他 p 值 收 敛 . 由 此 可 知 , 根 式 判 别 法 给 不 出 任何 有 用 的 信 忆 ， 
因为 无 论 p 为 何 值 , 上 面 的 极限 值 都 为 1. 
22.5.3 积分 判别 法 (理论 ) 

我 们 在 22.4 节 讨 论 过 , 反常 积分 和 无 穷 级 数 之 间 是 有 联系 的 . 积分 判别 法 更 
有 定 了 这 种 联系 . 特别 地 , 对 给 定 的 级 数 > an, 其 中 an 为 正 且 递减 . 这 里 “递减 ” 
意思 是 对 所 有 n 都 有 an+l < an- (更 专业 地 说 应 是 是 “ 非 增 ”, 因为 这 里 的 不 等 式 并 
不 严格 .) 这 类 级 数 的 一 个 例子 为 二 1/n?, 其 中 p > 0: 各 项 当然 为 正 , 且 显 然 递减 
我 们 画 个 一 般 情形 的 图 像 , 如 图 22-1 所 示 . 


a 


图 22-1 


坐标 轴 用 n 和 an 代替 z 和 yy. 数 nn 上方 相应 点 的 高 度 是 an 的 值 , 注意 所 有 
的 点 都 在 x 轴 (其 实 为 n 轴 ) 上 方 , 因为 所 有 的 a 均 为 正 . 另外 , 高 度 在 逐渐 变 小 ， 
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因为 各 项 递减 . 
假想 能 找到 某 个 递减 的 连续 函数 f 可 以 把 点 连接 起 来 , 如 图 22-2 所 示 . 
y 
y=f(7) 


图 22-2 


于 曲线 y= f(x) 穿 过 每 一 个 点 , 所 以 对 所 有 正 整 数 n 有 f(n)=an. 考虑 丰 


| f(x)dz 


若 该 积分 收敛 , 则 级 数 an 也 收敛 . 为 什么 呢 ? 我们 在 图 像 上 画 一 些 线 , 如 图 22-3 
和 三 二 
所 示 . 


> 


| 
心 > 


5 


AN 


Ql 


图 22-3 


我 们 在 曲线 下 方 夯 了 一 串 和 矩形 .每 个 矩形 的 底 为 1, 高 分 别 为 a2, a3, Qa4,…. 


(这 里 ao 没有 对 应 的 矩形 .) 所 有 和 矩形 的 总 面积 为 an (平方 单位 ), 由 比较 判别 法 ， 
n=2 
该 面积 之 和 是 一 个 有 限 的 数 , 因为 


oP] f(z)dx < co. 
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所 以 级 数 和 an 收敛 , 当然 > an 也 收敛 . (要 知道 , 级 数 的 前 几 项 不 影响 其 收敛 性 !) 
另 一 方面 假设 / f(z)dz 发 散 . 这 次 我 们 画 不 同 的 矩形 , 如 图 22-4 所 示 . 
y 
图 22-4 
这 次 矩 形 延伸 到 曲线 上 方 , 每 个 矩形 的 底 为 1, 高 分 别 为 ul, oa, a3, …. (这 次 
al 有 对 应 的 矩形 !) 由 于 矩形 在 曲线 上 方 , 我 们 有 
六 


比较 判别 法 可 知 级 数 an 发 散 . 
T= 


综 上 所 述 , 我 们 有 积分 判别 法 : 若 f 是 使 得 对 所 有 正 整 数 n 有 f(n) = an 的 递 
减 正 函 数 , 则 


| f(z)dzx 和 >》 an 
1 1 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 这 里 , 级 数 还 是 可 以 从 任何 数 开始 , 不 必 一 定 从 n = 1 开始 ， 
只 需要 改变 相应 的 积分 下 限 . 下 一 章 将 讨论 一 些 应 用 积分 判别 法 的 例题 , 现在 我 们 
至 少 可 以 用 它 来 证 明 级 数 的 p 判别 法 , 该 判别 法 已 经 在 22.4.3 节 见 过 . 

为 了 研究 > 1/n? 的 收敛 性 , 首先 假设 p > 0 并 考虑 函数 f(x) = 1/z?, z > 0. 


该 函数 显然 当 2 二” 时 等 于 1/no, 是 递减 、( 证 明 递 碱 的 一 个 方法 就 是 考虑 导数 
在 这 个 例子 中 , fr(z) = -pe-?-!1, 当 x > 0 时 为 负 , 故 了 递减.) 我 们 可 以 由 积分 判 
别 法 得 


“二 2 
| 2 和 并 十 


同时 收敛 或 同时 发 散 , 到 底 是 哪个 呢 ? 当 p > 1, 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 收敛， 
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所 以 级 数 也 收敛 ; 当 0 < p< 1, 根据 积分 的 p 判别 法 知 积分 发 散 , 所 以 级 数 也 发 散 . 
那 p < 0 的 时 候 呢 ? 这 时 不 能 运用 积分 判别 法 , 因为 f(x) = 1/z? 是 增 函 数 . 你 
知道 , 若 p < 0, 则 对 于 某 gq > 0, 可 令 p = -9. 则 


OO CO OO 
1 1 
> = 一 三 a > 条 2 
np 7 一 2 
n=1 区 Y 三 4 n=1 


最 后 一 个 级 数 根据 第 n 项 判别 法 可 知 发 散 , 因为 当 n -oo0，n4 -， co (不 是 0). 最 
后 , 若 p = 0, 级 数 入 1/n? 为 和 1=1+1+1+.…, 显然 发 散 . 综 上 所 述 , 我 们 知 
ws ee 


级 数 汪 1/n? 当 p > 工时 收敛 , 当 p <1 时 发 散 ,这 就 是 级 数 的 p 判别 法 ! 
n= 
22.5.4 交错 级 数 判别 法 (理论 ) 


假设 级 数 六 a 其 中 各 项 不 确定 是 正 还 是 负 , 但 正 负 交替 出 现 . 我 们 在 22.4.4 
和 


二 
| 
[ei 


过 这 样 的 例子 , 有 些 情况 下 , 绝对 收敛 判别 就 可 以 解决 问题 , 比如 当 级 数 lanl 
pL 


收敛, 则 原 级 数 收敛 . 但 车 时 lou| 发 散 怎么 办 呢 ? 你 究竟 能 做 什么 呢 ? 
天 三 二 

这 的 确 是 个 问题 , 通常 没有 简单 的 答案 . 多 年 来 , 这 个 困扰 人 的 问题 引起 了 很 
多 的 思考 和 讨论 . 令 人 振奋 的 是 , 有 一 个 简单 的 判别 法 常 被 应 用 . 假设 级 数 是 交错 
的 , 意味 着 每 隔 二 项 为 正 , 而 每 陋 一 项 为 负 . 若 令 每 个 正 项 级 数 各 项 乘 以 (-1", 则 
可 得 到 一 个 交错 级 数 . (也 可 乘 以 (-DD"+1.) 前 面 我 们 讨论 的 两 个 级 数 

2 —_1)n 9 1)n 

SE 
交错 级 数 . 我 们 已 经 知道 ( 见 22.4.4 节 ), 第 一 个 级 数 绝对 收敛, 故 收 敛 . 第 二 个 
意思 , 它 不 是 绝对 收敛 的 , 因为 它 的 绝对 值 形式 > 1/n 发 散 . 令 人 惊奇 的 是 ， 

n=1 


4 


vd 


m 夺 ”条 


原 级 数 六 (1)"/n 是 收敛 的 ! 当 一 个 级 数 收 敛 而 其 绝对 值 形式 发 散 , 我 们 就 说 该 
到 天 计 


级 数 条 件 收敛 . 所 以 级 数 > (-1)"/n 条 件 收敛 . 来 看 下 原因 . 
交错 级 数 判 别 法 表明 , 若 级 数 a 是 交错 的 , 且 各 项 的 绝对 值 递减 趋 于 0, 则 
级 数 收敛 也 就 是 说 a 正 负 交错 , |4,| 递减 , 且 Jim |on| = 0, 则 级 数 收敛 , 例如 前 
面 的 级 数 芝 (1)"/n 收敛 , 因为 它 是 交错 级 数 , 各 项 的 绝对 值 为 递减 数列 {1/m， 
目 趋 于 0 在 23.7 节 , 我 们 将 总 结 判别 法 , 讨论 更 多 关于 交错 级 数 判别 法 的 例子 
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为 什么 该 判别 法 可 行 呢 ? 首先 我 们 做 个 可 信 度 验证 ， 其 中 的 一 个 条 件 为 级 数 
各 项 的 极限 趋 于 0， 如 果 不 是 这 样 , 则 根据 第 n 项 判别 法 可 知 级 数 发 散 ! 所 以 该 
条 件 是 显而易见 的 ， 再 看 看 剩 下 的 条 件 是 怎么 起 作用 的 . 考虑 部 分 和 {4w}, 其 中 
Aw = 这 qn, 由 于 a 不 停 地 在 正 负 之 间 交 错 ,部 分 和 Aw 则 来 回 游 移 , 回想 持 扩 


de 


音 器 的 家 伙 告 诉 你 来 回 走 : 每 一 秒 , 他 告诉 你 向 前 走 , 而 下 一 秒 他 告诉 你 向 后 走 . 你 
可 能 向 前 走 迈 右 脚 , 而 向 后 走 会 迈 左 脚 . 另 一 方面 , 步 长 ( 即 |a|) 变 得 越 来 越 小 且 
趋 于 0, 所 以 你 发 现 自己 在 用 越 来 越 小 的 步 长 来 回 走动 . 这 意味 着 , 你 左 脚 和 右 脚 正 
在 向 一 起 靠近 . 每 次 迈 出 左 脚 , 就 会 比 原来 的 位 置 远 一 点 ; 每 次 迈 出 右 脚 , 就 会 回来 
一 点 . 在 极限 情况 下 , 你 的 两 只 脚 并 在 了 同一 点 上 , 所 以 级 数 收敛 ! 
假定 a1,a3,as,:… 都 为 正 , a2,a4,a6,… 都 为 负 , 则 我 们 可 以 用 数学 方式 表述 
性 上 述 过 程 . 现在 考虑 奇 部 分 和 A1, 43, 45, …, 这 是 你 的 右 脚 不 断 走 的 位 置 . 我 要 求 
于 于 其 为 递减 数列 . 实际 上 , A1 = ai, 而 4s = ai +az 十 as, 也 可 写 为 41 十 a2 十 a3. 现在 
aa 是 负 的 , as 是 正 的 , 且 由 对 步 长 递减 的 假设 知 |az| > |as|. 这 意味 着 oz + as < 0， 
即 43 = hi 十 az 十 a3 < A1. 现在 对 45 重复 该 论证 , 看 会 发 生 什 么 . 你 知道 , 45 是 
前 五 项 an 之 和 , 而 4A3 是 前 三 项 之 和 , 故 可 以 写 为 45 = hs 十 a4 十 a5. ( 知 你 在 三 步 
之 后 知道 自己 在 哪儿 , 即 4s, 则 只 需 走 下 两 个 带 符号 的 步 ck 和 as 来 看 一 下 五 步 
之 后 在 哪儿 , 即 45.) 不 管 怎样 , a4 十 as < 0, 因为 a4 为 负 , as 为 正 , 且 |as| > |asl. 
这 意味 着 45 < 43. 若 继续 该 过 程 , 你 会 发 现 
Ai> A3> As2>A7>.… 
所 以 你 的 右 脚 实际 上 随 着 时 间 的 流逝 一 直 往 回 走 . 
你 可 以 对 偶 部 分 和 42, 44, 46,…… 重复 相同 的 论证 (但 方向 相反 ). 做 一 下 看 看 


能 否 得 出 


< 


A2 < As < Ae < Ags <.…, 

故 你 的 左 脚 随时 间 变 化 不 断 向 前 走 . 关键 是 : 数列 41, 43, 45,…… 递减 , 所 以 它 要 么 
趋 于 -co, 要 么 收敛 于 某 有 限 值 . 不 过 它 不 会 趋 于 -oo0, 因为 所 有 项 都 大 于 42. (为 
什么 呢 ? ) 类 似 地 , 偶数 列 42, 44, 46,…… 递增 , 故 其 要 么 趋 于 co, 要 么 收敛 . 它 不 
会 趋 于 so, 因为 所 有 项 都 小 于 A1， (为 什么 ? ) 所 以 奇 部 分 和 数列 与 偶 部 分 和 数列 
都 收敛 由 于 两 者 之 差 |a,| 越 来 越 小 , 故 两 者 的 极限 一 定 相同 ! 即 , 奇 部 分 和 数列 
递减 至 偶 部 分 和 数列 增长 的 值 , 即 你 的 两 只 脚 靠 得 越 来 越 近 直到 任意 接近 . 这 就 证 
明了 部 分 和 数列 {4w} 收敛, 而 这 意味 着 原 级 数 2 ov 也 收 全 


| 所 以 交错 级 数 判别 法 可 行 . 重要 的 是 , 只 有 当 你 验证 了 给 定 的 级 数 非 绝 对 收敛 
时 才 需 要 用 它 . 下 一 音 我 们 将 用 更 多 例题 来 讨论 它 的 用 法 . 
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问题 : 对 于 级 数 》 an, 确定 它 收 敛 与 否 . 知 该 级 数 收敛 , 你 可 能 想 知 道 它 的 值 
T= 


( 即 收敛 于 哪个 值 ). 要 想 求 得 一 个 具有 漂亮 表达 式 的 级 数值 , 这 个 级 数 就 必须 很 特 
殊 . 当然 , 级 数 不 必 与 上 面 一 样 从 n= 1 开始 , 它 可 以 从 n=0 或 nn 的 其 他 值 开始 . 
本 章 主 要 围绕 这 样 的 问题 展开 讨论 . 下 面 是 关于 级 数 的 讨论 布 图 . 
(1) 是 几何 级 数 吗 ? 如 果 级 数 只 包含 2" 或 eg" 这样 的 指数 , 那么 它 可 能 是 几 
何 级 数 , 或 是 多 个 几何 级 数 之 和 . 这 种 情形 的 讨论 见 23.1 节 . 
(2) 级 数 各 项 趋 于 0 吗 ? 如 果 不 是 几何 级 数 , 尝试 用 第 m” 项 判别 法 . 检验 一 下 
各 项 是 否 趋 于 0, 如 果 不 是 , 则 根据 第 ”项 判别 法 知 级 数 发 散 . 详情 见 23.2 节 . 
(3) 级 数 中 有 负 项 吗 ? 如 果 有 , 你 可 能 要 用 绝对 收敛 判别 法 或 交错 级 数 判别 法 . 
多 信息 见 23.7 节 . 
(4 级 数 中 有 阶乘 吗 ? 如 果 有 , 用 比 式 判 别 法 . 该 判别 法 同样 适用 于 级 数 中 包 
含 指数 而 非 儿 何 级 数 的 情形 . 详情 见 23.3 而. 
(5) 有 底 和 指数 都 包含 mn 的 指数 吗 ? 如 果 有 , 试 着 用 根 式 判别 法 . 一 般 地 , 如 果 
容易 对 项 un 取 n 次 方 根 , 就 可 以 用 根 式 判别 法 . 详情 见 23.4 节 . 
(6) 项 里 面 有 因子 1/m 或 对 数 吗 ? 在 这 种 情况 下 , 积分 判别 法 可 能 是 你 想 用 的 . 
我 们 将 在 23.5 节 讨 论 . 
(7) 上 面 的 所 有 判别 法 都 不 能 用 吗 ? 你 可 能 需要 用 比较 判别 法 或 p 判别 法 与 极 
限 比较 判别 法 联合 使 用 , 并 重 温 第 21 草 关 于 函数 所 有 表现 的 讨论 . 我 们 将 在 23.6 
节 应 用 这 些 判 别 法 . 
以 上 讨论 计划 将 引导 你 在 各 种 不 同 的 级 数 中 穿梭 . 上 述 这 些 其 实 并 不 完美 , 仍 
不 时 会 有 陷阱 出 现 , 希望 这 些 情况 能 少 出 现 一 点 . 我 的 建议 是 掌握 所 有 这 些 资料 ， 
然后 在 你 平时 的 学 习 中 时 刻 提防 不 常见 的 陷阱. 现在 让 我 们 来 看 一 下 上 其 体 细节 . 


23.1 求 几何 级 数 的 值 
如 果 级 数 只 包含 2" 或 es 这样 的 指数 , 那么 它 可 能 是 一 个 或 多 个 几何 级 数 
之 和 . 如 上 一 章 所 述 , 几何 级 数 很 简单 , 可 以 直接 求 它 的 值 (如 果 它 收敛 的 话 ). 几何 
级 数 的 一 般 式 是 六 ur, 其 中 7 是 公 比 . 在 22.2.1 节 , 我 们 讨论 了 如 何 求 该 级 数 


N=mMm 


公 
的 值 , 我 推荐 用 文字 而 不 是 数学 语言 来 学 习 这 个 方法 : 
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首 项 


若 -1< 公 比 < 1 无 穷 几 何 级 数 的 和 = 1 一 公开 


如 果 公 比 不 是 介 于 一 1 和 1 之 间 , 则 级 数 发 散 . 
©O 我 们 来 具体 应 用 , 假定 要 求解 


这 是 一 个 几何 级 数 , 因为 我 们 有 


和 (3) 

37 3 
此 , 我 们 可 知 公 比 是 1/3, 它 介 于 -1 到 1 之 间 , 故 该 级 数 收敛 . 你 会 问 : 收敛 于 
何 处 ? 首 项 在 n=5 时 为 4/35. 所 以 


37 3 1-1/3 


结果 为 2/81. 
他 这 是 个 极 具 欺骗 性 的 例子 : 


ee 
它 不 是 几何 级 数 , 但 可 以 分 成 两 个 几何 级 数 之 差 : 
CK 92n ( A ee 92n oo (一 7)” 

为 什么 分 开 后 两 个 都 是 几何 级 数 呢 ? 在 第 一 个 级 数 中 , 你 可 以 用 年 替换 22", 然后 
将 42/117 表示 成 (4/11)”. 最 后 这 一 步 变换 同样 可 以 用 在 第 二 个 级 数 中 , 我 们 有 

227 7” /4 这/-7Y” 

> 
于 这 两 个 级 数 的 公 比 分 别 为 4/11 和 一 7/11, 都 介 于 -1 和 1 之 间 , 因此 都 收敛 ， 
故我 们 可 以 写成 上 式 . n = 2 为 第 一 项 , 所 以 首 项 分 别 为 (4/11)? 和 (-7/11)2. 因此 
计算 出 来 为 


(4/11)? (—7/11)* 
1—(4/11) 1—(-7/11)’ 


OG 化 简 后 为 -5/126. 
如 果 把 问题 稍微 变 一 下 会 怎样 呢 ? 考虑 
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oo 


117 


痪 三 分 


次 还 是 把 和 拆 成 两 组 , 写 为 


介 于 :二 1 


可 见 , 几何 级 数 很 好 计算 . 如 果 给 定 的 不 是 几何 级 数 , 按照 下 面 的 顺 ) 


> 


证 二 


到 


一 13\“ 
11 


不 必 求 出 第 一 个 级 数 的 值 , 只 需要 知道 它 收敛 . 第 二 个 级 数 | 


和 1 之 间 而 发 散 . 收敛 级 数 和 发 散 级 数 之 和 一 定 发 散 ! 


于 公 比 -13/11 不 是 


项 判别 法 开始 进行 判断 . 


23.2 ”应 用 第 n 项 判别 法 
无 论 什么 时 候 都 要 首先 考虑 第 n 项 判别 法 ! 其 内 容 为 : 


车 lim on 夫 0 或 极限 不 存在 , 则 级 数 > ,an 发 散 . 


沽 过 


字 , 从 第 n 


若 级 数 通 项 不 趋 于 0, 则 级 数 定 发 散 . 若 通 项 趋 于 0, 则 级 数 可 能 发 散 也 可 能 收敛 : 


和 全 


需要 进一步 判断 . 
通 项 是 否 趋 于 0， 


该 判别 法 不 能 用 于 级 数 收敛 性 的 判定 . 


避免 在 其 他 判别 法 上 浪费 时 间 . 例如 , 考察 级 数 


> n2—3n+7 
n+2n+l 


不 需要 考虑 其 他 任何 判别 法 , 只 要 注意 
2 一 3 十 7 


即 该 级 数 通 项 不 
如 果 级 数 通 : 
要 快速 看 下 级 数 是 否 有 人 负 项 . 这 种 情况 一 般 发 4 


1 


lim 
m 一 co 4n2 十 27 1 


一 八 


正 ， 


用 下 面 的 判 男 


ES 


4’ 


趋 于 0, 由 第 n 项 判别 法 可 知 原 级 数 发 散 . 


总 总 之 ， 内需 需 快 速 检 验 一 下 


项 趋 于 0, 则 需要 尝试 用 其 他 判别 法 来 判别 . 在 进行 判定 之 前 , 一 定 


| 法 进行 判定 


E 在 有 些 项 包含 负 号 、 因 


图 数 (尤其 是 sin(n) 或 cos(m)) 时 . 出 现 负 项 的 情形 参见 23.7 节 . 若 各 项 均 为 


23.3 ”应 用 比 式 判别 法 
若 级 数 中 包含 阶乘 , 用 比 式 判别 法 . 记 住 , 阶乘 包含 感叹 号 , 如 ml 或 (2m 十 5)， 


子 (-1)” 或 
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对 于 含有 指数 的 级 数 , 如 2” 或 (-5)3", 比 式 判 别 法 同样 适用 . 根据 22.5.1 节 , 该 判 
别 法 总 结 为 : 


; 则 n= >》 on 在 工 < 1 时 绝对 收敛 ,在 工 >1 时 发 散 ;但 


Tu 


若 L= lim 
也 一 CO 


Qn+l 
Qn 


当 工 = 1 或 极限 不 存在 时 , 比 式 判别 法 无 效 . 


可 按照 下 面 的 步骤 使 用 比 式 判别 法 进行 判别 : 
Qn+1 . 第 n 项 中 用 nn 十 1 代 换 nn 
lim | 一 一 | = lim A 
m 一 co | an, no0 第 n 项 


因为 可 能 会 是 分 式 比分 式 的 形式 , 所 以 这 里 要 用 稍 长 的 分 数 线 . 级 数 的 第 n 项 是 
an, 把 n 换 成 (mn 上 DT 就 得 到 wii 现在 求 上 面 的 极限 . 假设 我 们 已 经 完成 这 一 步 
并 求 得 极限 值 5, 则 有 三 种 可 能 : 
(1) 车 工 <1 则 原 级 数 六 a 收敛, 实际 上 是 绝对 收敛 ; 

驴 关 二 


(2) 若 工 > 1 则 原 级 数 发 散 ; 
(3) 若 工 = 1 或 极限 不 存在 , 则 比 式 判别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 
来 看 一 些 例子 . 首先 考虑 


Be n1000 

= Sn 
于 分 子 是 多 项 式 , 所 以 该 级 数 不 是 几何 级 数 , 又 因为 指数 增长 速度 快 于 多 项 式 ( 见 
21.3.3 节 ), 可 知 第 n 项 的 极限 为 0, 即 


则 我 们 不 能 用 第 n 项 判别 法 . 因为 该 级 数 包含 指数 , 我 们 试 一 下 比 式 判别 法 . 根据 


标准 步骤 , 有 


(n+1)1000 
1 。 TIT 
lim = lim | 一 2 
7 一 co | an N00 V2 
2n 


注意 分 母 就 是 第 ”项 , 我 们 直接 将 其 从 原 级 数 中 挪 过 来 的 ; 分 子 除了 将 交换 为 m%+1 
外 , 跟 分 母 一 样 . 现在 通过 将 上 述 表达 式 题 倒 相 乘 , 分 组 同类 项 , 得 到 


(n+ 1)1000 2” /nt+1lN "1 ls 

ni000 onti -Jim ( ) Re 

注意 我 们 去 掉 了 绝对 值 号 (每 项 都 为 正 ), 把 1000 次 方 的 项 也 写 在 一 起 , 同时 运用 
了 事实 lim (n 二 1)/n=1. 总 之 , 上 面 的 极限 为 1/2, 它 小 于 1, 所 以 由 比 式 判别 法 
可 知 原 级 数 收敛 . 解 题 完 毕 . 


lim 
no00 
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© 
2 nln(n) 


能 够 得 到 , 当 一 co 时 , 级 数 通 项 趋 于 co, 所 以 由 第 n 项 判别 法 可 知 该 级 数 发 散 . 


假设 你 只 考虑 了 比 式 判 别 法 , 同样 能 得 到 
n+l 
jm tl Tin | EDorD| jy 3"+1 n ln(n) 二 
m 一 co | an no0 nin) n 一 co 37 nl1ln(n+t1) 


我 们 用 到 了 lim mw/(n+1)=1 和 lim mo)/na+Il = 二 前 者 好 求 , 而 后 者 
就 不 容易 了 . 对 后 一 个 极限 , 可 用 洛 必 达 法 则 验证 是 否 极限 为 1. 总 之 , 上 述 比 值 的 1 
极限 是 3, 因 3 > 1, 原 级 数 发 散 . 所 以 , 虽然 我 们 没 用 第 n 项 判别 法 , 比 式 判 别 法 也 纪 
能 判别 . 
当 遇 到 含 阶乘 的 级 数 时 , 比 式 判 别 法 是 相当 有 用 的 . 记 住 , n! 是 从 1 到 的 自 
然 数 之 积 : 


nl=1x2x3x:.…x(n—m1)xn. 


当 用 比 式 判 别 法 对 含 阶乘 的 级 数 判 别 时 , 经 常会 考虑 到 比 式 


nl 


(n+ 1)! 
化 简 该 式 的 唯一 可 行 方法 就 是 将 阶乘 展开 并 做 相 消 , 即 
nl lx2x:..x(n—1)xn 1 


mil)! 1x2x -x(n lxnx(nil) ntl 
该 方法 还 可 以 , 不 过 当 遇 到 类 似 (2n)! 的 式 子 可 能 就 有 麻烦 了 . (2n)! 与 2xnl 不 
同 这 是 个 常 犯 的 错误 . 考虑 比 式 
(2(n+1)! (2n+2)! 


(2n)! (2n)! 
分 子 是 前 2n 十 2 个 数 之 积 , 而 分 母 只 是 前 2n 个 数 之 积 . 故 比 式 为 
lx2x:.. x (2n—1)x (2n) x (2n+1) x (2n+2) 
lx2x:..x (2n—1)x (2n) 
这 类 计算 经 常 有 , 例如 级 数 O 


= (2n +1)(2n 十 2). 


该 级 数 收 敛 还 是 发 散 呢 ? 通 项 是 否 趋 
直接 考虑 用 比 式 判别 法 : 


| 
© 
S| 
Ep 
tH 


楚 , 但 级 数 中 含有 阶乘 , 所 以 我 们 


Oo © 
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Ce) 
jim | n+l jim | TD (2n + 2)! nl 


注意 我 们 对 比 式 乱 次 进行 了 变形 , 上 述 结果 可 化 简 为 


1 \” ,4n?2+6n+2 
所 以 极限 值 大 于 1, 级 数 发 散 . 为 了 说 明 该 级 数 的 敏感 性 , 我 们 对 其 做 个 小 小 的 修 


改 , 在 其 通 项 的 分 母 上 加 一 个 因子 57, 为 
(2n)! 


如 
现在 试 着 计算 比值 , 将 额外 的 一 个 因子 1/5 提出 来 , 就 可 求 得 极限 为 4/5, 小 于 1， 
所 以 修改 后 的 级 数 收敛 
考虑 级 数 


加 nl 
> (有 十 3)7 


=1 


它 含 有 阶乘 , 故我 们 用 比 式 判别 法 , 有 


(n++1)! 


lim | lim (GEE = lim mr PR en 

7 一 co | Qn 九 一 co ta N00 nl (n+ 4)ntl 
可 将 上 式 中 的 (n 填 1)1/nl 化 简 为 (rn 十 1), 因此 , 上 式 结果 可 化 为 

(n+ 3)” 
0 
现在 怎么 做 呢 ? 看 起 来 似乎 很 难 . 何不 把 分 母 变 为 (n 十 人 x (十 和 ”以 使 其 与 分 
子 的 寡 次 一 样 呢 ? 然后 , 我 们 就 可 以 把 各 部 分 组 合成 : 
(+3 .n+lm+3)” ) n+l /n+3y" 
a ns pd (3) 


有 些 明 朗 了 . 第 一 个 因子 (+ TV/ 十 省 显然 在 n 一 co 时 趋 于 1, 但 第 二 个 似乎 
有 点 难 . 计算 它 的 一 个 方法 就 是 将 n 换 成 x, 考虑 极限 
a (5) 

lim 

zo0 和 人 十 4 
根据 洛 必 达 法 则 类 型 C (参见 14.1.5 节 ), 求 对 数 (经 过 某 些 代数 运算 后 ) 的 极限 : 

次 1 z+3 

lim ln (: 一 汪 = lim xln (+3) = lim (省 ) 
X00 T++4 X00 T++4 X00 1/z 


分 子 当 x 一 co 时 趋 于 0, 因为 (z 十 3)/z 十 四 一 1 且 ln() =0. 分 母 也 趋 于 0, 可 
用 洛 必 达 法 则 证 明 
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骂人 (33) -二 
这 部 分 工作 留 给 你 自己 完成 . 取 窜 并 将 z 换 回 n, 我 们 就 得 到 
lim (2 2) =e-l. 
noo0 \nn 十 4 


现在 , 我 们 需要 的 每 一 部 分 都 已 得 到 , 上 面 比 式 的 极限 值 为 
| i (3) =1 ee 
心 


moco | Qn no0Nn 十 4 \n 二 +4 
于 该 极限 值 小 于 1, 故 原 级 数 收敛 . 
级 数 
~ 1 
> nln(n) 


的 敛 散 性 如 何 呢 ? 显然 , 当 n oo 时 通 项 趋 于 0. 我 们 试 一 下 比 式 判别 法 : 


nt1) TT i Nn ln(n) 
m | | = lim 
1 n=200n 二 11ln(n1) 


有 一 OO 


nn(n) 
(对 于 含 对 数 的 比 式 的 极限 , 仍 要 用 到 洛 必 达 法 则 .) 我 们 已 经 得 到 比 式 的 极限 为 1， 
这 意味 着 什么 ? 这 就 意味 着 比 式 判 别 法 不 能 给 出 任何 有 用 的 信息 . 除了 知道 比 式 判 
别 法 无 效 外 , 与 刚 看 到 级 数 时 状况 相 比 , 我 们 没有 得 到 更 多 关于 级 数 的 信息 . 我 们 
需要 试 一 下 其 他 的 方法 . 事实 上 , 积分 判别 法 是 判定 这 个 级 数 的 最 好 方法 , 我 们 将 
在 23.5 节 进 行 讨论 . 


23.4 ”应 用 根 式 判别 法 
当 级 数 通 项 的 指数 为 特殊 的 关于 n 的 函数 时 , 用 根 式 判别 法 . 当 通 项 具有 形 
式 43, 其 中 4 和 B 都 为 关于 nn 的 函数 时 , 根 式 判别 法 尤其 有 用 . 根据 22.5.2 节 ， 
该 判别 法 的 新 内 容 为 : 


车 上 = lim an] 则 n= 》 an 在 工 <1 时 绝对 收 化 ,在 工 >1 时 发 散 ; 但 
st 


当 工 = 1 或 极限 不 存在 时 , 根 式 判 别 法 无 效 . 


et 
H 


使 用 根 式 判 别 法 , 一 般 先 讨论 表达 式 

lim lan|!/?, 
然后 将 an 代 换 为 所 研究 级 数 的 通 项 , 求 极限 (如 果 存 在 的 话 ), 并 称 之 为 L. 则 与 比 
式 判 别 法 一 样 , 有 三 种 可 能 , 幸好 结论 也 是 一 样 的 : 


)》 
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(1) 若 二 < 1 则 原 级 数 a 收敛 , 实际 上 是 绝对 收敛 
n=1 


(2) 若 工 > 1 则 原 级 数 发 散 ; 
(3) 若 工 = 1 或 极限 不 存在 , 则 根 式 判别 法 无 效 , 尝试 用 其 他 方法 . 


例如 , 考虑 级 数 
2 


mus: 


于 通 项 的 指数 包含 n 的 究 次 , 因而 该 级 数 能 用 根 式 判别 法 来 判别 . 应 用 根 式 判 别 


法 , 有 
2 n2 1/n 2 n2xi 2 n 
lim loan 一 lim (4 一 3 = lim (4 一 本 = lim @ 一 3 
你 一 Co 7 一 CO nN n— oo Fb n— 00 Lg 
三 :6 2 


注意 我 们 把 绝对 值 号 去 掉 了 , 因为 该 式 为 正 , 并 应 用 了 22.1.2 节 最 后 的 那个 重要 极 
限 (把 k 换 成 -2). 所 以 极限 值 为 e-?, 显然 小 于 1; 由 根 式 判别 法 知 原 级 数 收敛 . 


23.5 ”应 用 积分 判别 法 
当 级 数 同时 含有 1/n 和 ln (m) 时 , 可 用 积分 判别 法 . 由 22.5.3 节 知 , 若 N 为 
任意 正 整 数 , 则 我 们 可 以 说 : 


若 对 连续 递减 函数 f 有 an=f(n), 则 》 an 与 | f(z)dzx 同时 收敛 或 同时 发 散 . 
n=N N 


面 是 积分 判别 法 的 实际 应 用 步 又 
。 将 见 换 为 由 将 半 换 成 | ， 并 在 后 面 加 dz. 当然, 若 级 数 从 = 2 开始 
n=1 


1 
则 用 / 代 换 . 
检验 被 积 函数 是 否 递 减 , 这 可 以 通过 验证 导数 是 否 为 负 或 直接 检查 被 积 函 
数 获知 . 
。 现 在 讨论 第 一 步 中 的 反常 积分 . 用 积分 讨论 级 数 的 一 个 主要 好 处 是 可 以 对 积 
分 做 换 元 (或 变量 蔡 换 , 如 果 你 喜欢 的 话 ). 本 书 中 最 常见 的 换 元 是 上 = In(z). 
。 若 反 和 常 积分 收敛 , 则 级 数 也 收敛 ; 若 积 分 发 散 , 则 级 数 也 发 散 . 
例如 , 考虑 


局 


23.6 ”应 用 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 PP 判别 法 ”463 


事实 上 我 们 已 经 讨论 过 该 级 数 了 , 在 23.3 节 曾 试图 用 比 式 判 别 法 进行 敛 散 性 判定 ， 
但 没有 成 功 . 现在 我 们 换 用 积分 判别 法 进行 判定 , 因为 它 包 含 了 1/n 和 In(n). 将 
变量 n 换 为 z, 和 式 换 为 积分 , 可 得 


| 
| zln(z) 


被 积 函 数 1/(zln(z)) 关于 z 递减 , 这 可 以 通过 证 明 其 导数 为 负 得 到 ; 或 更 直接 地 ， 
观察 x 和 In(x) 均 关于 x 递增, 则 它们 的 乘积 也 递增 , 所 以 倒数 1/(zln(z)) 递减 . 不 
管 怎样 , 我 们 已 经 在 第 21 章 讨论 过 这 个 积分 , 这 里 给 出 大 致 过程 : 做 换 元 t= In(z)， 
则 dt = 1/zdz, 积分 变 为 
| 3 
ln(2) 


只 分 p 判别 法 可 知 该 积分 发 散 . 由 于 积分 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 (积分 判别 法 ). 
另 一 方面 , 我 们 对 级 数 做 个 小 的 变动 : 考虑 
1 
m(n(z))2 
同样 包含 因子 1/n 和 对 数 , 所 以 尝试 用 积分 判别 法 . 将 n 换 为 x, 并 将 级 数 转换 为 


4 旦 
只 分 可 得 


4 


保 被 积 函 数 关 于 > 递减 . 做 换 元 t= In(z), 这 次 积分 变 为 


二 生计 
| oe 
in(2) ¢ 


根据 p 判别 法 , 该 积分 收敛 . 这 一 次 级 数 收敛 (积分 判别 法 ). 将 这 个 例子 与 前 面 例 
子 一 起 来 看 , 可 以 发 现 级 数 收敛 的 整个 过 程 是 多 么 地 微妙 .我 们 知道 随 着 n 的 增 
大 , In(n) 与 的 任意 正 数 次 景 相 比 是 很 小 的 , 但 上 面 的 例子 共同 说 明了 对 数 会 带 


来 很 大 的 不 同 . > 1/(nln(n)) 分 母 上 In(n) 的 容 次 增加 一 个 很 小 的 量 都 会 将 一 个 
2 
发 散 级 数 变 为 一 个 收敛 级 数 . (在 21.3.4 节 , 我 们 见 过 一 个 类 似 的 例子 .) 


23.6 ”应 用 比较 判别 法 、 极 限 比较 判别 法 和 p 判别 法 
当 其 他 的 判别 法 不 能 使 用 时 , 对 正 项 级 数 应 用 这 些 判别 法 . 你 一 定 是 想 最 先 应 
用 第 n 项 判别 法 , 然后 对 包含 阶乘 的 级 数 采 用 比 式 判别 法 , 对 包含 底 和 指数 都 为 n 
的 函数 的 项 的 级 数 采 用 根 式 判别 法 , 或 对 包含 因子 1/n 和 对 数 的 级 数 采 用 积分 判 
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别 法 . 还 剩 下 什么 呢 ? 基本 上 与 积分 的 工具 一 样 : 比较 判别 法 、 极限 比较 判别 法 、p 

判别 法 ,以 及 对 常见 函数 在 oo 和 0 附近 的 表现 的 理解 . 非常 有 必要 在 学 习 本 节 前 

复习 第 21 章 , 因为 方法 几乎 是 相同 的 . 不 管 怎样 , 这 里 会 再 次 讨论 那些 判别 法 . ( 

了 便于 对 比 , 在 这 里 , 比较 判别 法 和 极限 比较 判别 法 中 的 an 都 假定 为 非 负 .) 

(1) 比较 判别 法 的 发 散 情 形 : 若 认 为 > an 发 散 , 则 找 一 个 同样 发 散 的 较 小 的 
条 三 寺 


一 


志 


级 数 , 即 找 一 个 使 得 对 所 及 都 有 o> 的 正 项 数列 {5}, 使 得 级 数学 pn 发 散 . 则 
j= 


oo oo 
> Qn 之 > bn 二 00， 
答 守 水 六 党 小 


所 以 级 数 a 发散 . 
入 二 


(2) 比较 判别 法 的 收敛 情形 : 若 认 为 并 on 收敛 , 则 找 一 个 同样 收敛 的 较 大 的 
n=1 


级 数 ; 即 找 一 个 使 得 对 所 有 n 都 有 an < 5b 的 数列 {5,}, 使 得 级 数 习 5 收 敏 . 则 
n=1 


ce ce 
>》 an 入》 bn < oo， 
n=1 六 二 二 


所 以 级 数 a, 收敛 . 
n=1 


(3) 极限 比较 判别 法 : 找 一 个 当 nn 二 oo 时 a ~ 如 的 简单 级 数 5,， 则 车 
1 


民品 收敛 ,入 ao 也 收敛 . 另 一 方面 , 若 并 b, 发 散 , 则 和 a 也 发 散 . (要 知道 
和 R= 于 el 区 三 二 二 1 
“ 当 n 王 00 时 ay ~ bw7 与 “Lim an/bn = 1” 意 思 一 样 .) 
(4) p 判别 法 : 若 a > 1, 级 数 

& 1 上 收敛， 如 有 果 p>1; 

n=a n? | 发散， 如 果 p<<1. 
这 与 积分 的 p 判别 法 中 je 情形 一 样 . 
现在 来 看 一 些 例子 . 在 下 面 的 每 个 例子 中 , 你 都 可 以 用 积分 代 换 和 式 得 到 一 个 
反常 积分 (有 正点 co) 来 代 换 级 数 . 反常 积分 问题 的 解 就 是 相应 级 数 的 解 . 对 每 种 
情形 , 应 该 试 着 写 下 对 等 的 反常 积分 的 问题 和 人 解 . 返回 第 21 章 , 试 着 将 每 个 瑕 点 为 
oo 的 反常 积分 转换 成 级 数 , 也 是 一 个 好 办 法 . 它们 几乎 都 可 以 用 上 述 判 别 法 求解 . 
( 解 中 包含 变量 变换 上 = In(z) 的 问题 是 个 例外 . 对 于 这 些 问 题 , 为 了 求解 相应 的 级 
数 问题 , 你 需要 用 积分 判别 法 .) 考虑 级 数 


Nt 
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oo 


SD 
+2n+t1l 


为 了 检验 这 个 说 法 , 注意 每 个 多 项 式 的 最 高 次 项 起 决定 作用 , 由 于 ” 变 得 越 来 越 大 
( 详 见 21.3.1 节 ), 我 们 有 


Dp Qn2 2 


~ 
74 十 273 十 1 n4 722 


当 n 一 co 时 ， 


p 判别 法 知 并 2/n2 收 敏 (常数 2 不 相关 ); 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 
n=1 


收敛 . 
考虑 几乎 一 样 的 例子 : O 


这 需要 采用 一 点 小 小 的 技巧 ， 该 级 数 与 上 个 级 数 的 唯一 区 别 是 , 和 式 从 n=0 开 

始 ， 车 采用 与 前 面 级 数 相同 的 讨论 方法 , 就 会 发 现 需 将 上 述 级 数 与 并 2/n? 进行 
n=0 

比较 .后 者 显然 没有 定义 好 , 因为 它 的 第 一 项 看 似 为 2/0, 显然 没有 意义 . 你 可 以 

通过 如 下 两 种 方法 之 一 来 避免 这 样 的 问题 : 可 以 改变 首 项 n = 0, 如 换 成 n = 1， 

这 样 并 不 改变 原 级 数 的 敛 散 性 ; 或 者 , 将 首 项 从 和 式 中 提出 来 . 事实 上 , 当 n= 0， 

(222 十 3n 十 7)/(n 十 273 十 2) 为 7, 所 以 


nN 十 2n? 十 1 On 2n 1 


右边 的 级 数 收敛 , 故 左 边 的 级 数 也 收敛 . 加 上 有 限 数 7 仍然 收敛. 通常 , 若 和 式 从 
n = 0 开始 , 且 你 想 应 用 极限 比较 判别 法 , 就 可 将 首 项 提出 来 , 这 样 就 可 以 考虑 从 
nn 二 1 开始 的 级 数 了 . 

现在 来 看 


GO 县 


> V27n6 十 9n2 十 4 
73 十 9n2 十 4 
根据 我 们 关于 较 高 次 苏 起 决定 作用 的 标准 观点 , 有 
7Nn6 十 9n2 十 4 WV27ne 3n2 _3 


n3 十 9n2 十 4 n3 n3 n. 


p 判别 法 知 并 3/n 发 散 , 故 由 极限 比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 散 . 
我 三 水 


天 ©O 
— 2—ny,1000 
于 n 


当 n 一 co 时 ， 
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呢 ? 在 23.3 节 , 我 们 运用 了 比 式 判 别 法 来 解 这 个 问题 . (事实 上 我 们 将 2-"ml1000 写 
成 了 nl/2", 不 过 它们 当然 是 一 样 的 ) 现在 我 们 用 比较 判别 法 来 求解 这 个 问题 
用 这 种 方法 解 题 , 需要 用 到 指数 增长 较 快 的 观点 . 用 21.3.3 节 描 述 的 方法 , 我 们 有 
2 7005， 


这 里 选择 指数 为 1002, 因为 它 比 问 人 1000 大 2. 现在 我 们 有 
n n1000 < DR n1000 -0 让 
n2 De， 


最 后 的 级 数 ， 判别 法 可 知 收 总 训 比较 判别 法 知 原 级 数 也 收 各 
现在 考虑 


n(n 
这 恰恰 是 21.3.4 节 中 例子 的 级 数 形式 . 事实 上 , 你 可 以 用 积分 判别 法 将 该 级 数 问题 
转化 为 反常 积分 问题 , 因为 被 积 函 数 是 递减 的 , 但 关键 点 是 什么 ? 我 们 可 以 直接 解 
该 题 . 与 在 反常 积分 中 的 方 法 一 样 , 我 们 采用 In(n) < Cn00005, 这 里 巧妙 地 选择 如 
此 小 的 指数 0.0005 以 使 得 原 指数 ( 原 级 数 中 的 指数 )1.001 减 去 它 后 仍 大 于 1. 故我 
们 有 


o> On 0.0005 


Ce 
ln(n) 要 
2 nio0l 下 i nL00l 一 2 n1.0005 <%, 
el 


最 后 的 级 数 由 p 因 别 法 可 知 收 人 故 根 据 比 较 关 别 法 知 原 级 数 收敛 . 


> 0 
Nt 
相当 容易 求解 . 要 知道 |sin(n)| < 1， ee 
| | | > 


n=1 
故 由 比较 判别 法 知 级 数 收敛. 
现在 考虑 级 数 


= 1 

Ds (3) . 
该 级 数 似乎 有 些 项 为 负 , 不 过 那 只 不 过 是 表面 现象 . 事实 上 , 当 从 1 开始 随 着 正 
整数 的 不 断 增 大 , 数 1/m 从 1 开始 不 断 减 小 并 趋 于 0， 即 , 1/n 总 是 介 于 0 和 1 
之 间 . 由 于 sin(x) 在 0 和 1 之 间 恒 正 , 则 级 数 所 有 项 均 为 正 . 我 们 还 没 解决 该 问 
题 , 下 面 该 怎么 做 昵 ? 在 21.4.2 节 , 当 z 一 0 时 sin(z)~z. 用 1/n 替换 x， 则 当 
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1/n 二 0 时 sin(1/n) ~ 1/n. 等 一 下 , 当 1/n 一 0 必须 使 nn 一 co. 即 , 我 们 已 经 证 得 
当 n 二 00 时 sin(1/n) ~ 1/n, 这 正 是 我 们 需要 的 ! 由 于 级 数 》 1/m 发 散 , 由 极限 
全 
比较 判别 法 知 原 级 数 也 发 散 . (将 这 个 例题 与 21.4.2 节 中 最 后 一 个 例题 比较 一 下 .) 
男 一 方面 , 级 数 


co 要 1 
Ds (3) 
收敛 , 因为 当 nn 一 co 时 sin2(1/mp) ~ 1/n2, 具体 过 程 请 自行 完成 . 
最 后 来 看 一 个 很 让 人 头疼 的 级 数 
(n2 + 4n — 3) oa 
(tan ( a 
如 何 讨论 呢 ? 分 开 考 虑 该 级 数 . 当 n 一 co, 因 式 (2 +4n - 3) 渐 近 等 价 于 n2, 且 因 
式 Vi7 十 2n4 十 37 渐 近 等 价 于 Vn7, Vn7 就 是 mn7/2. 所 以 可 以 说 
x (n2+4dn—3)ln(n) nln(n) In(n) 
当 n 一 co 时 ， i ~ = np 
男 一 方面 , 当 n 很 大 时 , 上 述 关 系 式 两 边 都 趋 于 0. (要 知道 , 对 数 增长 绥 慢 !) 所 以 可 
以 运用 关系 当 z 一 0 时 tanz ~ x 将 zx 换 成 长 串 (n2+4n-3)In(n)/Vn? 十 2n4 十 3m， 
可 得 
当 n 一 co 时 ， an 人 


现在 我 们 来 关注 


2 十 4 一 3) | (2 十 4 一 3)In(p) ln(n) 
V77 + 2nt 3n Vn + 2ns + 3n n3/2 


3 lIn(n) 
A n3/2 
这 里 我 们 需要 运用 对 数 增长 缓慢 的 事实 , 即 In(n) 较 之 n3/? 不 重要 ( 详 见 21.3.4 节 )， 
特别 地 , 我 们 需要 分 母 中 的 宕 次 3/2, 不 希望 其 为 1 或 更 小 ， 故 我 们 采用 In(n) < 
Crma/4( 这 里 震 次 仅 需 小 于 1/2) 可 得 
In(n) . Cn/4 C 


证 性 a a 
因此 , 把 所 有 项 加 起 来 , 由 2 判别 法 可 得 
In(n) 1 
2 n3/2 < — 5/4 3 
所 以 由 比较 判别 法 可 知 
2 ln(n) 
ee 
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收敛 . 现在 回 


为 它 一 直 在 振荡 . 我 们 知道 该 
需 看 看 由 cos?(m) < 1 能 得 到 人 


到 前 面 的 渐 近 关系 ， 


tan ( 
和 二 人 
也 收敛 , 太 好 了 , 我 们 就 要 成 功 了 . 习 


因子 小 于 等 于 1, 且 为 正 ( 
| 么 . 事实 上 


极限 比较 判别 法 可 推 得 
(n2 + 4n— 3) = ) 
Vn + 2nt + an 


因子 cos?(n) 呢 ? 这 个 因子 不 起 什么 作 


因为 是 平方 ). 所 以 我 们 只 


(SS 十 47 一 
二 cos? n) tan 
Vn' 十 元 2 3n 


(人 


2 十 4 一 3) = 
< 
Vn’ + 2n4 + 3n 


,大 


3) 


如 我 们 刚刚 得 证 的 , 右边 的 级 数 收敛 , 所 以 根据 比较 判别 法 可 知 原 级 数 收敛 . 在 这 


个 问题 中 , 我 们 


令 人 迷惑 的 判别 法 . 不 过 如 


这 三 个 判别 法 的 问题 了 . 


用 了 两 次 比较 判别 法 , 一 次 极限 比较 判别 法 


你 能 够 独立 完成 这 类 问题 , 训 


23.7 ”应 对 含 负 项 的 级 数 
对 于 某 些 项 为 负 的 级 数 , 这 里 有 一 些 解决 方法 . 


和 两 次 p 判别 法 . 一 堆 
能 够 解决 任何 一 个 涉及 


(1) 若 所 有 项 都 为 负 , 则 可 通过 在 所 有 项 前 面 加 负 号 来 修改 级 数 : 修改 后 的 级 


数 二 


化. 事 
原 级 数 只 


收敛 
0<z<1,M 则 In(z) < 


就 比较 容易 了 , 该 级 数 其 5 


Du 
外 
EE 
[Ea 


上 , 若 修改 后 的 级 数 收敛 于 工 , 贝 
相差 一 个 负 号 . 例如 , 级 数 


天 为 一 In(1/n) = 一 (In(1) 一 


us 


还 是 发 散 ? 当 很 大 时 , 1/m 趋 于 0, 所 以 它 的 对 数值 


0.) 所 以 现在 考虑 修改 后 的 级 数 


In(n)) = In(n). 有 灵感 了 吗 ? 若 该 级 数 只 是 


是 一 个 负数 . ( 


n) 所 有 项 均 为 正 . 然后 运用 前 面 所 学 的 正 项 级 数 判别 法 来 判定 级 数 的 敛 


(~a 
散 性 若 修 改 后 的 级 数 发 散 , 则 原 级 数 也 发 散 ; 若 修 改 后 的 级 数 收敛 , 则 原 级 数 也 收 
实 上原 级 数 收敛 于 -元 , 因为 修改 后 的 级 数 与 
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2 判别 法 可 知 是 发 散 的 . 通常 , 对 数 不 起 什么 作用 , 但 这 并 不 总 是 对 的 , 想 一 下 前 
面 的 积分 判别 法 的 例题 . 不 管 怎样 ， ee 因为 当 n 一 co， 
它 无 界 . 基本 的 逻辑 是 n 从 3 往 上 取 值 , In(n) 的 最 小 值 是 In(3), 故我 们 有 
lIn(n) > In(3) 

对 任意 nz 3 均 成 立 . 在 我 们 的 级 数 中 , 由 p 判别 法 (p = 1/2) 可 得 


ln(3 se 
Dm 到 > 二 2 - 0 


即 修改 后 的 级 数 发 散 到 co, 由 此 可 知 原 级 数 发 散 到 一 
(2) 车 有 些 项 为 正 有 些 项 为 负 , 尝试 用 第 nn 项 判别 法 即 , 验证 当 n 一 oo 时 
通 项 趋 于 0, 否则 , 马上 可 知 级 数 发 散 . 例如 ， 


oo 


Bl 


n=1 
发 散 , 因为 项 (-1)”n? 的 极限 不 为 0. (实际 上 , 极限 不 存在 , 因为 数列 在 越 来 越 大 
的 正 数 与 负数 之 间 来 回 振荡 .) 这 里 没 必要 运用 其 他 的 判别 法 . 
(3) 车 有 些 项 为 正 , 有 些 项 为 负 , 且 当 n 一 oo 时 通 项 趋 于 0, 尝试 应 用 绝对 收 
敛 判别 法 : 


若 >》， oa| 收敛 , 则 >》 an 也 收敛. 


笠 二 沁 cp 
在 这 种 情况 下 , 我 们 说 数列 绝对 收敛 . 例如 , 级 数 
2 sin(n) 


绝对 收敛 , 因为 我 们 已 经 在 23.6 节 见 到 
> ee 


=1 
收敛 . 所 以 对 给 定 的 有 些 项 为 正 、 有 些 项 为 负 的 级 数 , 若 其 不 是 明显 不 能 用 第 ”项 
判别 法 , 则 需 看 一 Dn 绝对 收敛 . 若 该 级 数 绝对 收敛 , 则 其 收敛 ; 若 不 是 绝 
对 收敛 , 不 要 放弃 , 继续 下 一 
(4) 车 级 数 不 是 绝对 收 全 ， 尝试 交错 级 数 判 别 法 : 如 22.5.4 节 所 述 ， 


若 当 一 co 时 交错 级 数 的 通 项 的 绝对 值 单调 递减 趋 于 0, 则 级 数 收敛 . 


所 以 若 想 对 级 数 祥 a, 应 用 该 判别 法 , 有 三 件 事情 需要 验证 : 
守 二 二 


©O 


©O 
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。an 的 值 在 正 负 之 间 交 替 ( 即 各 项 的 符号 顺序 为 十 ,一 ,十 ,一 ……，, 或 一 ,十 ,一 ， 
。 随 着 n 的 增 大 , 量 |a,| 趋 于 0, 即 
lim lan| = 0; 

。 绝 对 值 |a,| 关于 n 递减 ( 即 通 项 的 绝对 值 变 得 越 来 越 小 ). 

如 果 上 面 三 个 性 质 都 满足 , 则 级 数 收敛 . 注意 : 无 论 何 时 都 要 首先 尝试 运用 绝 
对 收敛 判别 法 . 若 级 数 绝对 收敛 , 就 不 必用 交错 级 数 判别 法 ! 同样 , 注意 第 二 个 性 
质 是 第 n 项 判别 法 的 另 一 种 形式 , 因为 lim lan| = 0， 当 且 仅 当 im an = 0. 所 以 ， 
即使 你 筷 了 先 用 第 ”项 判别 法 , 但 作为 交错 级 数 判 别 法 的 一 种 形式 , 你 还 是 会 用 到 
第 n 项 判别 法 的 . 


这 是 一 个 经 典 的 例子 : 


根据 p 判别 法 , 其 绝对 值 形式 1/n 发 散 . 所 
接应 用 交错 级 数 判别 法 . 我 们 需 ;要 验证 这 三 个 性 


以 原 级 数 不 


级 数 如 果 含 有 形 如 (-1) 或 (-1 


和 更 乘 以 一 一 个 正 


例子 中 , 第 n 项 是 (-1)” 与 正 数 1/n 相 乘 . 那 第 二 个 和 
:| (De 
lim = 


此 式 显然 成 立 , 因为 |(--1)”/n|=1/n. 对 第 三 个 
一 个 递减 数列 . 可 以 很 直接 得 出 来 , 还 是 因 


oo 


一 1 
汪 


n=1 
收敛 . 由 于 我 们 已 经 知道 它 不 绝对 收敛 , 故 其 
男 一 方面 , 考虑 级 数 


I 


S 


(1 
> 


条 件 


性 质 , 我 们 需要 证 
为 |(- 
于 nn 递减. 所 以 可 以 应 用 交错 级 数 判别 法 , 并 得 


1)"/n| = 1/n, 
到 原 级 数 


收敛. 


它 的 绝对 值 形式 为 1/n2, 根据 p 判别 法 知 基 


此 没 必 要 浪费 时 间 在 交错 级 数 判别 光村 
我 们 来 看 另 一 些 例题 . 首先 来 看 


收敛 . 所 以 上 


是 绝对 收敛 的 . 现在 直 


E 质 . 首先 , 级 数 交 错 吗 ? 是 
E 数 的 项 , 则 一 定 是 交错 的 . 在 这 个 
E 质 呢 ? 我 们 需要 证 明 


且 我 们 知道 


述 级 数 绝 对 收敛 , 因 


的 . 一 个 


明 {|(-1)"/n|} 是 


1/n 关 
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和 CD" sin (3) ‘ 

n=1 

这 与 23.6 节 讲 到 的 一 个 例题 很 像 , 只 是 现在 这 个 级 数 含有 因子 (一 1)”. 对 该 级 数 要 
做 的 第 一 件 事 是 验证 其 是 否 敛 . 绝对 值 形式 为 


rs- 人 


在 原来 的 例题 中 , 我 们 已 知 当 n > 1, sin(1/n) 非 负 , 这 就 可 以 去 掉 绝 对 值 号 . 我 们 
同样 知道 , 上 式 右 侧 级 数 发 散 , 所 以 原 级 数 不 是 绝对 收敛 的 . 另 一 方面 , 该 级 数 的 各 
项 显然 交错 , 且 当 n 一 co 时 通 项 趋 于 0, 因为 sin(1/n) 是 这 样 的 . 现在 考虑 |a,,|， 
其 实 就 是 sin(1/n). 它 关 于 ”递减 吗 ? 对 sin(1/z) 关于 z 求 导 , 可 得 - cos(1/z)/z2， 
当 xz 之 1 时 它 为 负 . 或 者 可 以 说 , 1/n 关于 n 递减 , 且 在 0 附近 sin z 关于 z 递增 ， 
所 以 sin(1/n) 关于 nn 递减 . 不 管用 哪 种 方法 , 我 们 已 经 证 得 了 三 个 性 质 , 故 由 交错 
级 数 判 别 法 可 知 级 数 收敛 . 由 于 该 级 数 不 绝 对 收敛 , 所 以 它 条 件 收 敛 . 
最 后 一 个 例题 . 考虑 级 数 


C1)" ( 十 ) 
妇 二 二 

该 级 数 显然 交错 , 但 第 n 项 的 极限 是 多 少 ? 若 期 望 该 级 数 收敛 , 我 们 需要 极限 值 为 
0. 这 里 似乎 有 点 问题 , 根据 22.1.2 节 来 方 框 中 的 极限 , 将 有 用 1 代 换 , 我 们 有 


lim (+ 2 一 el 一 e， 
n=00 nN 
所 以 这 个 数列 的 交错 形式 在 数 e。 和 -e 之 间 振 荡 . 这 意味 着 
lim (—1)” (4 十 加 不 存在 . 


n= 00 


于 极限 不 为 0, (甚至 不 存在 !) 由 第 ”项 判别 法 知 原 级 数 
1) ( 十 5) 
yi% 
肯定 发 散 , 这 里 不 要 掉 进 交错 级 数 判 别 法 的 陷阱 , 否则 会 得 出 级 数 收 敛 的 结论 . 
可 见 , 级 数 的 讨论 并 不 简单 . 另外 , 我 们 在 下 一 章 讨 论 容 级 数 和 泰勒 级 数 时 仍 
会 用 到 这 些 技术 , 所 以 你 非常 有 必要 理解 这 一 章 的 内 容 , 否则 的 话 就 难以 应 对 后 面 
接 中 而 来 的 问题 . 当然 , 大 量 做 题 会 很 有 帮助 . 
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现在 我 们 讨论 关于 宕 级 数 、 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 重要 话题. 本 章 将 从 总 体 
上 探讨 这 些 话题. 后 面 两 章 将 讨论 以 本 章 为 背景 的 解 题 方法 . 下 面 是 本 章 要 讨论 的 
内 容 : 

。 近 似 值 、 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 近似 定理 ; 

。 近 似 值 的 精确 度 和 完整 的 泰勒 定理 

。 宕 级 数 定义 ; 

。 泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 定义 ; 

。 泰 勒 级 数 的 收敛 性 问题 


24.1 ”近似 值 和 泰勒 多 项 式 


1 
这 里 有 个 不 错 的 结果 : 对 任意 实数 x, 我 们 有 


2 3 
Pl 


6 
另外 , z 越 趋 近 于 0, 近似 程度 就 越 好 . 
现在 我 们 来 讨论 这 个 结果 . x = 0 时 , 两 边 其 实 都 等 于 1, 所 以 这 个 近似 值 
想 ! 那 z 不 为 0 时 呢 ? 我 们 试 一 下 z = 一 1/10, 由 上 述 等 式 可 得 
1 ，1/100 _ 1/1000 
10 2 6 


民 理 


~ 


e—1/10 之 1 


化 简 可 得 


1/10 2 5429 
6000 


根据 计算 器 所 得 结果 , e-1/10 等 于 0.9048374180 (精确 到 10 位 小 数 ), 而 5429/6000 
等 于 0.904833 333 3 (也 精确 到 10 位 小 数 )， 这 些 数 很 接近 . 事实 上 , 它们 的 差 仅 为 
0.000 004 0847. 
那 到 底 我 是 怎么 想 出 多 项 式 1 十 zx 十 避 /2 十 x3/6 的 呢 ? 很 显然 , 它 不 只 是 一 个 
旧 多 项 式 , 特别 的 是 它 与 ez 有 关系 . 与 其 只 关注 ez, 倒 不 如 考虑 其 他 更 一 般 的 函 
数 . 同样 , 该 多 项 式 的 次 数 3 也 没有 什么 特别 的 , 我 们 可 用 任何 次 数 . 我 们 就 从 次 
数 1 开始 吧 , 看 看 会 发 生 什 么 . 
24.1.1 重 访 线性 化 

我 们 说 ， 有 些 光滑 函数 可 以 被 求 任意 阶 导 而 不 会 出 现任 何 问题 ， 这 里 有 个 
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13.2 节 问 过 的 问题 : 在 点 (a, f(a)) 附近 , 与 曲线 y = f(z) 最 近似 的 直线 方程 是 什 
么 ? 答案 是 所 求 让 线 为 沿线 上 点 (a, f(a)) 处 的 切线 , 它 的 方程 为 
y= f(a)+f'(a)(z—a). 
这 就 是 了 在 z = a 的 线性 化 ， 右 边 是 次 数 为 1 的 多 项 式 ， 图 241 给 出 了 曲线 
y = f(z) 在 = =a 的 切线 , 看 起 来 不 像 是 整个 曲线 的 近似 . 

不 过 , 它 确实 为 曲线 在 (a, f(a)) 附近 的 近似 . 事实 上 , 我 们 把 (a, f(a)) 附近 放 
大 , 如 图 24-2 所 示 . 可 以 看 到 , 切线 与 曲线 y = f(z) 并 没有 很 大 的 差别 . 图 像 放 得 
越 大 , 它们 的 差别 就 越 小 


(a,f(0)) 


图 24-1 图 24-2 


24.1.2 二 次 近似 


为 什么 只 讨论 直线 ? 我 们 再 来 探讨 这 个 与 前 
一 节 开 始 相 同 的 问题 , 但 这 次 讨论 抛物 线 . 问题 : 
在 点 (a, f(a)) 附近 , 与 曲线 y = f(x) 最 近似 的 二 
次 曲线 方程 是 什么 ? 采用 相同 的 函数 , 图 24-3 是 (@f (0) 
我 们 猜 出 的 二 次 曲线 可 能 的 样子 

事实 上 , 在 xz 接近 于 a 时 ( 即 , 曲线 上 点 (a, f(a)) 
附近 ), 最 近似 于 曲线 y = f(z) 的 二 次 曲线 方程 为 站 

y= f(0) + f(s 0) + (sa)?. 

它 其 实 是 一 个 关于 z 的 二 次 函数 , 因为 若 展开 (z -a)?, 则 z 的 最 高 次 项 为 zz. 这 
里 仍 保留 了 相同 的 形式 , 并 称 之 为 “关于 (z 一 a) 的 二 次 函数 ”. 我 们 称 该 二 次 函数 
为 马 , 即 


Ble) = 0) + FO + i a) 
现在 , 我 们 搜集 一 些 关 于 己 的 好 结论 
(1) 将 z = a 代入 方程 已 (xz), 可 以 很 容易 地 得 到 已 (a) = f(a). 所 以 当 z = a 
时 , 肪 与 7 的 值 相等 . 事实 上 , 因为 函数 的 零 阶 导 为 该 函数 本 身 , 所 以 当 z =a 时 
肪 与 7 的 零 阶 导 相等 
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2) 对 已 求 导 可 得 Pi(z) = (a) 十 (a)(z 一 a). 同样 , 若 代 入 x = a, 可 知 
= 了 六 (a). 当 zz=a 时 ,一 阶 导 有 轧 与 了 也 相等 . 

(3) 再 求 一 次 导 可 得 PY(z) = f(a). 当 z = ww 有形 (q = f"(a)， 所 以 当 
2 二 a, 二 阶 导数 值 也 相等 . 

(4) 另 一 方面 , 由 于 f(a) 为 常数 , 所 以 对 所 有 x 有 PY'(x) = 0. 对 所 有 更 高 阶 
导数 均 有 相同 结论 . (毕竟 , 马 是 二 次 的 , 任何 二 次 函数 的 三 阶 或 更 高 阶 导 数 必 处 处 
为 01) 

所 以 已 与 f 在 z=a 有 相同 的 零 阶 导 、 一 阶 导 和 二 阶 导 ,但 已 的 三 阶 或 更 
高 阶 导 恒 为 0. 可 以 说 , 忆 提取 了 了 在 xz=a 处 二 阶 导 及 以 下 的 所 有 信息 . 

男 一 个 关于 已 的 好 结论 是 : 若 忽 视 已 (z) 方程 右边 的 最 后 一 项 , 就 得 到 f(a) 十 
f(a)(z 一 a). 这 恰恰 是 上 一 节 的 线性 化 , 所 以 可 以 认为 最 后 的 项 43”(a)(z - oa)2 为 
所 谓 的 二 阶 修正 项 . 这 意味 着 我 们 应 该 能 够 找到 比 切线 更 好 的 近似 . 二 阶 修正 项 有 
助 于 更 接近 于 曲线 , 至 少 当 x 在 a 附近 时 是 这 样 的 . ( 当 f(a) = 0 时 是 例外 , 在 这 
种 情况 下 饭 仅 为 线性 化 , 并 不 能 使 近似 更 好 .) 

24.1.3 高 阶 近似 


我 们 继续 相同 形式 的 讨论 , 只 不 过 这 里 用 任意 次 N 代替 1 或 2. 问题 : 对 a 附 
近 的 x, 哪个 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 最 近似 于 f(x)? 答案 由 下 面 的 定理 给 出 . 

泰勒 近似 定理 : 若 f 在 z = a 光滑 , 则 在 所 有 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 中 ， 

当 z 在 a 附近 时 , 最 近似 于 f(z) 的 是 


Py(s) = (0) + F (os 0) + (ea) 
(3) (0 CD 
人 a)3 十. 全 a)™ 


用 求 和 号 表示 该 公式 为 : 
pT 

Pn(z) = >》， 二 i 
n=0 


在 这 个 公式 中 , 要 知道 0! = 1, Fo)(a) 与 f(a) 意思 一 样 ( 零 阶 导数 ), f(D(a) 与 f(a) 
意思 一 样 (一 阶 导数 ). 

我 们 称 多 项 式 Pw 为 f(z) 在 xz =a 处 的 NN 阶 泰勒 多 项 式 . 注意 Py 的 次 数 
可 能 小 于 N. 例如 , 车 AN(a) = 0, 则 上 述 和 式 的 最 后 一 项 为 0, Py 的 次 数 至 多 为 
NN 一 1. 因此 , 我 们 称 之 为 V 阶 泰勒 多 项 式 而 不 是 N 次 泰勒 多 项 式 . (多 项 式 Py(z) 
有 时 被 写成 PN(z;a), 以 强调 每 次 选择 不 同 的 N 和 a 得 到 不 同 的 多 项 式 . 我 将 采 
用 形式 Pw(z), 因为 每 次 讨论 我 们 只 选择 一 个 a.) 
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再 次 强调 , Py 的 重要 性 质 是 对 所 有 m = 0,1…… N， 

Po = f(a), 
即 当 x = a 时 , Py 的 所 有 N 阶 导 及 以 下 的 导数 值 都 与 f 对 应 值 相 等 , 但 是 Py 的 
所 有 更 高 阶 导 数 必须 处 处 为 0. 函数 Py 提取 了 在 x=a 处 直到 N 阶 导数 的 所 
有 信息 . 
当然 , 当 N = 1 时 , 我 们 得 到 已 (z) = f(a) 十 f(a)(z 一 a),) 为 f 在 z=a 处 的 
线性 化 . 当 N = 2 时 , 我 们 就 得 到 上 一 节 的 公式 已 (zx). 下 面 看 一 下 该 方法 对 a =0 
的 f(z) = ez 的 应 用 . 由 上 面 的 公式 , 令 N = 3 且 a = 0, 我 们 有 


A (3) 
Pe) = FO) + FOr+ e+ fas 


幸运 的 是 , ez 关于 z 的 所 有 导数 均 为 ex, 所 以 可 知 f(0), (0), 1”(0) 和 7(3)(0) 都 
是 eo, 等 于 1. 由 于 2! = 2, 3! = 6, 因而 上 述 公 式 变 为 
P(x)=1+Zz+ 3 十 Bo. 

这 恰恰 是 24.1 节 开 头 提 到 的 三 次 多 项 式 ! 在 所 有 的 次 数 为 3 或 更 低 次 的 多 项 式 
中 ， 这 个 多 项 式 是 与 x 在 0 附近 的 er 最 近似 的 ， 为 什么 是 0 呢 ? 因为 那 是 
我 们 所 选择 的 a 值 . 知 选择 不 同 的 a 值 , 我 们 将 得 到 x 在 a 附近 对 ez 有 很 好 
近似 的 另 一 个 不 同 的 多 项 式 ， 去 掉 三 次 项 x3/6 后 可 以 看 到 , PB(x) = 1 二 x 十 
ZX?2/2, 然后 再 去 掉 二 次 项 x2/2, 得 到 线性 化 P(x) = 1 +z， 从 另 一 个 角度 来 看 ， 
已 (zx) 通过 加 上 二 阶 修正 项 z2/2 而 改进 了 记 (zx), 而 (x) 通过 加 上 三 阶 修正 项 
Z3/6 而 改进 了 忆 (z)， 每 次 使 N 加 1 都 会 使 近似 通过 加 上 男 一 个 修正 项 而 变 得 
更 好 . 

其 实 泰 勒 近似 定理 依赖 于 泰勒 定理 , 泰勒 定理 将 在 下 一 节 讨 论 . 近似 定理 也 有 
一 些 模糊 不 清 的 说 法 :“ 最 好 的 近似 ” 究 竞 是 什么 意思 ? 我 们 将 在 下 一 节 进 一 步 探 
讨 , 真正 的 答案 连同 定理 证 明 在 附录 A.7 节 . 
24.1.4 泰勒 定理 

在 24.1 节 开 始 , 我 们 看 到 

3 


2 
e? 赎 1 十 十 十 
特别 地 , 注意 当 x = -1/10, 上 面 的 近似 变 为 了 
1 .1/100 1/1000 ”5429 
10 2 6 6000' 
这 个 近似 有 多 好 ? 衡量 的 一 个 方法 是 , 考虑 真正 的 量 e-110 与 近似 值 5429/6000 的 
差 . 我 们 称 这 个 差 量 为 近似 的 误差 , 因为 它 指出 了 用 近似 值 代替 真实 值 的 错误 有 多 
大 . 该 例子 的 误差 是 : 


e—1/10 之 1 
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误差 = 真实 值 - 近似值 = e-1/10 - 1 

若 误差 很 小 , 则 近似 程度 较 好 . 在 24.1 节 , 我 们 看 到 近似 到 10 位 小 数 时 差 值 为 
0.000 0040847, 但 我 们 需要 用 计算 器 , 且 这 不 是 我 们 做 近似 的 全 部 目的 . 要 知道 , 计 
算 器 给 出 的 数 也 是 近似 值 ! 此 外 , 你 认为 计算 器 是 怎么 工作 的 ? 可 能 它 是 用 泰勒 多 
项 式 求 出 e-110 的 近似 的 . 

我 们 真正 喜欢 的 是 误差 的 另 一 个 公式 , 泰勒 定理 由 此 而 来 . 与 其 只 讨论 特定 的 
例子 ez, 倒 不 如 讨论 更 一 般 的 问题 . 我 们 正在 讨论 光滑 函数 f 和 它 的 关于 x = ua 的 
NN 阶 泰勒 多 项 式 , 如 前 一 节 所 见 , 该 多 项 式 为 


N_ Flmro 
Pra= 忆 王国 co 


n=0 
我 们 想 用 Py (zx) 的 值 来 获取 f(x) 的 近似 值 , 所 以 考虑 误差 项 , 即 真实 值 和 近似 值 
之 差 : 


ERvtzZ) = f(x) 一 Pv(D)， 
实际 上 , RNw(z) 被 称 为 N 阶 误 差 项 , 也 称 为 N 阶 余 项 , 因为 它 就 是 从 f(x) 取 走 
Pv(z) 所 余下 的 部 分 . 如 前 所 述 , 泰勒 定理 给 出 了 RN(x) 的 另 一 个 公式 : 


泰勒 定理 : 关于 x = a 的 入 阶 余 项 
可 NT+D) c 
RN(7) = Rt 


其 中 ec 是 介 于 z 与 a 之 间 的 一 个 数 . 


(Z pe a 


注意 数 c 依赖 于 x 和 N, 一 般 不 能 确定 ! 由 于 f(x) = Py (x) 十 RN(7), 则 我 们 可 以 
写 为 


N pa (N+ (6 
1 ot 


这 个 式 子 看 起 来 很 不 舒服 . 而 且 这 个 c 究竟 是 什么 呢 ? 其 实 , 我 们 以 前 见 过 类 似 的 
情况 . 回顾 11.3 节 对 中 值 定理 (MVT) 的 讨论 . 由 MVT, 若 f 在 区 间 [a,b| 上 足够 
光滑 , 则 在 [ww 中 上 存在 一 个 数 c( 其 值 一 般 不 能 确定 ), 使 得 


Ps 0 


若 将 5 换 为 z, 并 解 出 f(z), 可 得 
f(7) = f(a) + f (0) (x— a), 

其 中 c 介 于 a 和 z 之 间 . 现在 回 到 泰勒 定理 那个 最 后 的 等 式 并 令 N = 0. Po(z) 是 

什么 ? 就 是 f(a). 那 Ru(z) 呢 ? 根据 泰勒 定理 ， 
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(1) 
Rols) = 4 = (O20), 
其 中 c 介 于 a 和 zx 之 间 . 则 泰勒 定理 (N = 0) 有 
f(z) = Pz) + Ro(z)= f(a) + f'(O(z— a), 
这 就 是 MVT 的 内 容 ! 所 以 , 泰勒 定理 基本 上 是 中 值 定理 的 扩展 . 另外 , 这 里 说 c 介 
于 a 和 zz 之 间 而 不 是 a < cz<z, 是 因为 x 也 可 能 比 a 小 , 那样 的 话 , 我 们 将 会 有 
XT<c<ua. 
现在 令 N = 1 而 不 是 N = 0. 上 面 方 框 中 的 主要 公式 变 为 
f) = (0) + Fas 0) + Os oa) = £0) + Fle) 
这 里 L(x) = f(a)+f'(a)(x 一 a) 是 上 关于 z= ua 的 线性 化 , 且 Ri(z) = "(co)(x 一 a)? 
为 一 阶 误差 项 . 这 与 我 们 在 13.2.4 节 给 出 的 误差 项 >(z) 一致. 
回 到 es 的 近似 , 当 我 们 写 
2Z2 x 
er 包工 十 2 十 了 十 6 
时 , 就 是 在 说 er = 己 (z), 其 中 PP 是 f(z) = ez 关于 z=0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 . 1 
泰勒 定理 , Rs 为 


(4) 
Ra(7) = / 9 2 
其 中 c 介 于 0 和 z 之 间 . (我 只 是 将 =3 和 a=0 代 入 上 面 方 框 中 的 RN(z) 公 
式 .) 由 于 es 的 任意 阶 导 数 (关于 z 的 ) 都 为 ez, 我 们 可 以 知道 (9(c) = ec, 4! = 24， 


所 以 有 


_© ,4 
Rs(7X) = py 
换 句 话说 ， 
i a er 
T=] 二 x1 | | 和 
0 D4 


我 们 已 经 把 近似 变 成 一 个 方程 , 但 不 知道 c 的 值 ! 不 过 我 们 还 是 从 这 里 得 到 了 一 
些 有 用 的 东西 , 因为 我 们 知道 c 介 于 0 和 x 之 间 . 例如, 车 再 次 令 z = 一 1/10， 
可 得 


1 1/100 1/1 
e-1/10 =1 人 


10 2 6 24 
上 式 可 化 简 为 


e-1/10 一 5429 e- 

6000 ”240000 
这 次 , 我 们 知道 c 介 于 0 和 z = -1/10 之 间 , 所 以 其 实 有 -1/10 < c < 0. 因为 es 关 
于 ec 递增 , 显然 c 足够 大 , es 就 会 最 大 . 这 就 意味 着 c = 0 时 ee 有 最 大 值 , 这 样 ee 就 
不 会 比 e0 = 1 大 . 所 以 误差 项 至 多 为 1/240 000. 换 句 话说 , 当 写 e-L10 ~ 5429/6000 
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时 , 我 们 知道 近似 的 精确 度 要 好 于 1/240 000, 大 约 为 0.0000041667. (将 该 值 与 24.1 
节 的 差 的 实际 值 比较 一 下 .) 
我 们 将 在 25.3 节 看 一 些 运 上 


泰勒 定理 的 例子 . 现在 来 讲 讲 肾 级 数 和 泰勒 级 数 . 


24.2 ”震级 数 和 泰勒 级 数 


这 是 另 一 个 结论 : 
2 3 4 5 
zr 2 Zz a 

e” 二 1 十 2+4 | | | Fe 


2 3 4 5 
对 所 有 实数 z 均 成 立 . 你 可 能 会 注意 到 , 它 与 24.1 节 开头 的 近似 类 似 , 但 有 天 


| 
能 会 


点 明 


显 不同 . 首先 , 我 们 不 再 讨论 近似 ; 其 次 , 右边 是 一 个 无 穷 级 数 . 当面 对 无 穷 级 数 时 ， 
要 小 心 了 . 
我 们 来 看 一 下 , 能 和 否 理解 上 述 等 式 的 意义 . 假定 从 
2Z2 023 2Z4 25 
ele a 
台 , 它 看 起 来 像 是 一 个 多 项 式 , 但 实际 上 不 是 , 因为 没有 最 高 次 项 . 它 只 是 一 直 继 


证 
中 


续 下 去 . 其 实 , 它 是 一 个 震级 数 . 若 将 z 换 成 规 


的 级 数 . 例如 , 若 x = -1/10, 得 到 级 数 


FE 意 一 个 特定 的 值 , 就 得 到 一 个 


1 1 ,101/100 ,110000 1/100000 
10 2! 3! 4! 5! 0 
也 可 以 另 写 为 
让 ， “这 1 1 1 
10 100x2! 1000x3! 10000x41 100000x5 


该 级 数 可 能 收敛 , 也 可 能 发 散 . 那 到 底 是 收敛 还 是 发 散 呢 ? 答案 是 收敛 . 还 有 , 我 们 


甚至 知道 它 收敛 于 e-1/20. 这 就 使 我 们 知道 了 , 对 任意 实数 zx， 
人 02 23 rt 05 
机 
都 成 立 . 意思 是 车 将 z 的 任何 特定 值 代 入 右边 , 就 得 到 一 个 收敛 于 ez 的 级 数 . 我 
们 将 在 24.2.3 节 证 明 这 个 结论 的 正确 性 . 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 , 代入 z 的 一 些 不 
同 值 会 得 到 什么 : 
22 23 24 25 
2 一 2:1 十 2 十 可 1 收敛 于 e2 
52 53 54 55 
ee 收敛 于 e 
Z=0:1+0+0+0+01 收敛 于 1 
我 还 可 以 给 出 更 多 例子 , 实际 上 有 无 穷 多 个 . 这 个 窜 级 数 给 出 了 无 穷 多 个 常规 级 数 
的 信息 , 一 个 x 值 对 应 一 个 级 数 . 显然 , 上 面 最 后 的 级 数 收敛 于 1. 令 x = 0, 会 发 生 
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很 特别 的 事情 : 它 使 得 除了 常数 项 外 的 其 他 项 都 消失 了 . 我 们 很 快 就 会 讨论 这 点 ， 
先 来 看 一 般 的 震级 数 ， 
24.2.1 一 般 宫 级 数 
关于 x = 0 的 昭 级 数 是 形 为 
ao 十 aiZz 十 ao2Z2 十 a3Z3 十 a4Z4 十 …: 
的 式 子 , 其 中 数 a,, 是 确定 的 常数 . 尽管 震级 数 不 是 一 个 多 项 式 , 我 们 仍 可 定义 an 
为 霸 级 数 中 z 的 系数 . 上 述 级 数 也 可 以 用 求 和 号 写 为 


Ce 
> anz”. 
n=0 


在 前 一 节 的 例子 中 , 相应 级 数 是 


由 习 2 | bd | 
oe a a 
用 求 和 号 可 写成 
2 
n=0 


所 以 这 是 一 个 系数 定义 为 um = 1/n! 的 肾 级 数 , 其 中 n 为 任意 非 负 整 数 . 注意 , x 
是 唯一 的 变量 , n 只 不 过 是 一 个 虚拟 变量 , 一 旦 将 和 式 展开 它 就 消失 了 . 比 上 述 震 
级 数 更 简单 的 一 个 级 数 的 展开 式 及 求 和 号 表示 形式 为 


oo 
1 十 人 2 十 3 十 2 十 = 二》 2 
n=0 


在 这 个 级 数 中 , 系数 on 都 等 于 1. 希望 你 能 够 看 出 这 是 首 项 为 1、 公 比 为 x 的 几何 
对 给 定 的 zx, 我 们 经 常 将 方程 写成 
f(x) 三 ao 十 aiz 十 aa22 十 aszZ3 十 ad4Z4 十.…， 
的 形式 . 意思 是 若 将 x 取 值 范围 内 的 一 个 值 代入 , 窜 级 数 就 变 为 收敛 于 值 f(x) 的 
常规 级 数 . 例如 , 我 们 已 经 说 过 (但 未 证 明 ) 的 


22 23 24 25 
a 
对 所 有 z 均 成 立 . 另 一 方面 , 当 我 们 讨论 22.2 节 等 比 数 列 的 求 和 方法 时 , 有 
1 十 7 十 2 十 73 十 7 Rs -1<r<l1. 


 z 代 换 7; 
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Ce 
1 
1+z 二 如 十 如 十 2 十 … 二 2" 二 于 二， -1l<zx<l1. 


即 , 当 --1<x<1, 


tt , 

若 将 zx 换 成 任意 一 个 在 该 区 间 的 数 , 右边 就 得 到 一 个 常规 级 数 , 收敛 于 左边 的 值 . 
男 一 方面 , 车 x > 1 或 x < 1 义 会 如 何 呢 ? 左边 有 意义 , 但 右边 没有 意义 , 因为 对 z 
的 这 些 值 , 级 数 发 散 . ( 当 z 等 于 1 时 , 两 边 都 无 定义 .) 
当 x = 0 时 , 容 级 数 

ao 十 aiZz 十 aa2z2 十 aasz3 十 ad4Z4 十 …: 
有 一 些 很 好 的 性 质 : 除了 开始 的 ao, 其 他 所 有 项 都 没 了 , 所 以 级 数 自动 收敛 . (当然 ， 
收敛 于 ao0 但 这 并 没有 告诉 我 们 , 对 其 他 的 x 值 , 级 数 是 否 收敛 . 例如 , 几何 级 数 
只 有 当 一 1 < x <1 时 收敛 , 而 我 们 将 在 26.1.2 节 指 出 , 下 面 的 级 数 只 有 当 x = 0 时 
收敛 ， 


oo 


>》, nlz™ 


n=0 
不 可 否认 , 0 是 一 个 很 受 欢迎 的 数 , 但 它 并 不 比 其 他 的 实数 特殊 . 我 们 可 将 这 个 特殊 
的 性 质 转移 到 其 他 的 数 a. 我 们 只 需 将 x 换 为 (x 一 a). 故 下 面 是 究 级 数 在 x = a 的 
ao + az—a)+as(z—a) +as(r— a +al(rz—a)t+.... 


求 和 号 表示 为 


>》， an(Z — a)". 
n=0 


当 z = a 时 , 该 级 数 当 然 收 敛 , 因为 除了 ao 外 , 其 他 所 有 项 都 没有 了 . 数 a 称 为 
震级 数 的 中 心 . 什么 时 候 需要 考虑 中 心 不 为 0 的 需 级 数 呢 ? 一 个 可 能 的 例子 是 , 你 
想 求 收敛 于 ln(z) 的 寡 级 数 ， 该 量 在 x = 0 没有 定义 , 所 以 想 求 收敛 于 In(x) 的 
在 x = 0 的 需 级 数 是 思春 的 行为 . 另 一 方面 , 我 们 能 找到 一 个 以 1 为 中 心 且 收 敛 
于 jn(z) 的 暴 级 数 , 至 少 对 x 的 某 些 值 是 可 以 的 . 实际 上 , 在 26.2.1 贡 , 我 们 将 看 到 


二 一 c-Dr=moal 
和 
对 一 1 < (z 一 1) <1 成立, 即 对 0<zx<2 成立 . (甚至 对 x =2 也 成 立 : 
| 2 


和 


不 过 , 这 个 不 是 很 容易 证 明 !) 
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24.2.2 泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 
在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 在 z = a 时 的 一 般 究 级 数 为 ( 求 和 号 表示 形式 和 展开 式 ) 


DO ans — 0)" =a0+ae— a)+as(s— a) +as(s— 0) +as(e — a)t + 


在 x =a 收敛 , 也 可 能 在 z 的 其 他 值 收敛 . 在 26.1.2 节 , 我 们 将 讨论 求 使 级 数 收敛 
的 z 值 的 方法 . 我 们 可 以 每 次 代 换 一 个 > 值 , 看 看 每 种 情况 下 , x 收敛 于 何 值 , 并 
称 收敛 的 值 为 f(zx). 我 们 从 霸 级 数 开始 , 需 定义 一 个 函数 . 

假设 我 们 从 一 个 光滑 函数 f 开始 . 用 f 的 所 有 导数 定义 一 个 在 x = a 的 过 级 


数 


将 求 和 号 展开 后 变 为 


() (0 ， 
/OP 一 辐 二 人 全 人 一 oj 二 于 和 + a 


该 寡 级 数 的 系数 为 on = f(a)/nl. 该 级 数 称 为 f 关于 x = a 的 泰勒 级 数 . 所 以 ， 
从 函数 开始 , 我 们 定义 了 窜 级 数 . 
仔细 看 一 下 上 面 泰勒 级 数 的 定义 , 应 该 很 面 熟 吧 . 其 实 , 该 公式 与 24.1.3 节 中 
泰勒 多 项 式 Pw(z) 的 定义 很 像 . 唯一 的 区 别 是 , 和 式 没有 终止 于 n = NN, 而 是 一 直 
持续 到 oo. 换 句 话说 , 泰勒 多 项 式 Py(z) 是 泰勒 级 数 的 N 项 部 分 和 . 

我 们 将 在 下 一 节 讨 论 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 联系 . 首先 , 我 们 有 男 一 个 定义 : 
麦克 劳 林 级 数 , 它 是 f 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 的 另 一 个 名 字 . 所 以 ， 


SO(0) 
2 RU 


展开 式 为 


f(0) + fF (0)z1+ a 2 十 一 F 一 页 2Z4 十 …: . 
无 论 什 么 时 候 看 到 “麦克 劳 林 级 数 ”这 几 个 字 , 脑子 里 想 着 “a = 0 的 泰勒 级 数 ” 就 
可 以 了 . 
24.2.3 泰勒 级 数 的 收敛 性 


好 , 我 们 来 回顾 一 下 . 我 们 从 一 个 函数 上 和 数 a 开始 , 构造 了 了 关于 z=a 的 
泰勒 级 数 : 
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这 是 一 个 中 心 为 a 的 暴 级 数 , 但 不 仅仅 是 旧 震 级 数 : 它 包 含 了 f 在 x = a 的 所 有 
导数 值 . 若 能 写 为 


oo pm (0 
)=D 
n=0 2 


将 会 很 酷 , 因为 那样 我 们 就 会 知道 泰勒 级 数 对 任何 x 都 收敛 , 且 收 和 敛 于 原 函 数值 
f(x). 问题 是 上 面 的 等 式 并 不 总 是 成 立 . 级 数 可 能 会 对 z 的 某 些 值 发 散 , 或 者 对 
所 有 zx 值 都 发 散 (除了 x = a: 如 我 们 看 到 的 , 寡 级 数 在 它 的 中 心 总 收敛 ). 更 糟 的 
是 , 级 数 可 能 收敛 于 不 是 f(z) 的 某 些 值 ! 幸运 的 是 , 我 们 在 例子 中 将 避 开 这 种 离奇 
的 可 能 性 ?. 

那么 , 你 是 怎么 知道 泰勒 级 数 是 否 且 何 时 收敛 于 原来 的 函数 呢 ? 跟 24.1.4 节 一 
样 , 从 


f(7) = PN(2) + RN(2) 


台 . 记 住 ， 


Ny 和 (N+D (ce 
Pv(z) = SD 人 一 a)” 和 RN(z) 一 人 0) 


n=0 
这 将 2 ) 表示 为 近似 值 Py (zx) 与 误差 或 者 余 项 RN(z) 的 和 . 这 里 比较 聪明 的 想法 
是 : 令 N 越 来 越 大 . 这 样 就 有 希望 使 近似 值 Py (zx) 越 来 越 接近 于 实际 值 f(x); 也 
就 是 希望 误差 RN (x) 越 来 越 小 . 
我 们 尝试 用 等 式 来 描述 上 面 的 论述 . 假设 对 某 些 zx, 我 们 已 知 
im_ RN (7) 一 0. 
对 等 式 f(z) = PN(7z) 十 RN(z) 取 N 一 co 的 极限 , 得 到 
Ai。 f(x) = dim PNv(Z) 十 im_ 尺 N(Z) = Aim Pn (72). 


于 f(z) 不 依赖 N, 左边 就 是 f(x), 所 以 我 们 知道 
f(z) = Aim_ PNv(z) = Aim 人 Se 


所 以 f(x) 等 于 它 的 泰勒 级 数 ! 奖 和 放 注 若 想 证 明 一 个 函数 在 某 些 数 x 处 等 于 它 
的 泰勒 级 数 , 可 尝试 证 明 当 N 一 ce 时 RN (x) 一 0. 

我 们 对 f(x) = er, a = 0 做 这 些 讨论 . 通过 改动 24.1.4 节 提 到 的 一 些 结论 , 你 
应 该 可 知 


@ 我 只 提 及 一 个 属于 这 种 泰勒 级 数 的 经 典 例子 : 若 f(z) = e-1/*”, 当 xz 取 0, 同时 我 们 定义 4(0) = 0， 
则 了 在 0 点 的 所 有 导数 均 为 0, 所 以 了 在 中 心 0 点 的 泰勒 级 数 为 0. 除了 当 z = 0 外 , 这 个 泰勒 级 
数 与 f(z) 一 点 都 不 同 . 
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A 22 3 zxN 

WN = 

以 及 对 于 介 于 x 和 0 之 间 的 某 些 e， 
RN(z) = i 
现在 我 们 需要 求 RN(z) 当 一 co 的 极限 并 说 明 该 极限 为 0: 
TI 
Aim_ Rn(7) 二 Aim_ ec TI 
在 24.3 节 , 我 将 证 明 
| 7N+1 
Wr 


对 任意 z 成 立 . 我 们 要 对 因子 es 多 加 小 心 , 因为 它 依赖 于 N. 问题 是 , es 会 有 多 
大 ? 要 知道 c 介 于 x 和 0 之 间 . 若 z 为 负 , es? i c= 0, 意味 着 
er° < 1; 若 xz 为 正 , e* 的 最 大 值 可 能 出 现 c = z, 意味 着 ec . 不 管 是 哪 种 情况 ， 
因为 z 是 固定 的 ( 即 , 看 作 常 数 ), 我 们 可 以 有 0 < ec < C， C 是 另 一 个 常数 . 
无 论 N 为 何 值 都 成 立 , 即便 c 随 着 NN 的 改变 而 在 x 和 0 之 间 变 动 . 不 管 怎样 , 希 
望 你 相信 这 些 , 由 此 你 就 会 相信 


0 和 ee 


[全 起 | 会 二 


|z | 
(V+HI (N+1)! 

现在 左边 和 右边 都 随 着 N 趋 于 ce 而 趋 于 0, 所 以 由 三 明治 定理 知 , 中 间 的 量 也 趋 
于 0. 我 们 已 然 证 明了 


lim RN (7) 一 0 
一 co 
对 任意 实数 > 成 立 . 这 就 意味 着 我 们 最 终 证 明了 


22 23 x4 25 
7 一 1: | | | | fe 
和 之 于 ol 1 1 A 1 T 


e 


对 所 有 实数 z 成立 . 

我 们 通过 求 f(x) = cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 并 证 明 它 对 所 有 z 都 收敛 于 f(z)， 
来 讨论 一 下 详细 过 程 . 首先 需要 对 f 连续 求 导 , 然后 将 0 代入 每 个 导数 看 一 下 会 
发 生 什 么 . 当 对 cos(z) 关于 z 连续 求 导 时 , 得 到 - sin(z), 然后 是 - cos(z), 之 后 重 
复出 现 sin(x), cos(z), 一 sin(z), 一 cos(X),…, 且 显 然 会 循环 下 去 . 当 将 xz = 0 代入 
时 , sin(z) 项 没 了 , 士 cos(z) 项 变 为 士 1， 所 以 数列 jn)(0) 为 

1,0, —1,0,1,0, —1,0,1,0, —1,0,.... 

若 将 这 些 数 代入 麦克 劳 林 公式 , 得 到 


// (3) (0 (4) (0 (5) (0 (6) (0 
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所 有 奇 次 项 都 没有 了 , 即 


写 为 更 紧凑 的 形式 为 
St 
这 就 是 cos(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 者 称 为 cos(z) 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 . 为 了 得 
到 相应 的 泰勒 多 项 式 , 所 需 做 的 就 是 削减 级 数 右 边 . 例如 ， 
P(x)=1— Tr 十 Tr. 
顺便 说 一 下 , B(x) 的 公式 与 已 (z) 公式 是 一 样 的 , 因为 上 面 的 麦克 劳 林 级 数 没 有 5 
次 项 . 这 就 说 明了 我 们 为 什么 要 用 “ 阶 ” 这 个 词 : BB 的 阶 为 5, 但 次 数 为 4. 
剩 下 需要 证 明 的 是 对 所 有 的 实数 x, cos(z) 都 等 于 它 的 麦克 劳 林 级 数 : 


cos(x)=1 | 人 
为 此 , 我 们 要 证 明 
lim RN(7x)=0 
我 们 知道 
f N+D(e) 
RN(z = (NT A 
其 中 c 介 于 x 和 0 之 间 . 取 绝 对 值 : 
_ IANTV (oO) 
[RN(7X)| = rh | 


7 的 所 有 导数 或 者 为 土 cos(7x), 或 者 为 土 sin(x), 所 以 |fN+D(c)| 或 者 为 |cos(o)|, 或 
者 为 |sin(o)|. 在 任 一 种 情况 下 ， 0 1, 所 以 我 们 有 


J 
在 下 一 市 , 我 们 还 将 证 明 
N+1 
ob (N 十 TI 


现在 用 三 明治 定理 来 证 明 


lim |Rw(z)| = 0， 
人 一 co 
这 同样 意味 着 


Aim_ RN(7x) = 0. 


我 们 已 经 证 明了 
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2Z2 xt ze 
2! 4 6! 
对 所 有 实数 z 都 成 立 . 我 们 把 上 述 级 数 用 求 和 号 来 表示 吧 . (什么 , 这 不 是 你 对 解决 
难题 的 庆祝 方式 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 是 怎么 只 得 到 x 的 偶 次 容 的 ? 答案 是 用 2n 替 
抽 n( 见 15.1 节 对 这 类 问题 的 讨论 ). 由 于 分 母 上 的 阶乘 与 次 数 一 致 , 我 们 猜测 , 该 
索 克 劳 林 级 数 可 写 为 


cos(Z) 一 1 


oo 2n 


2 


n=0 


问题 是 这 个 级 数 不 是 交错 级 数 , 所 以 需要 插入 一 个 因子 (1)”: 
So (—1)"z2" 

2 (2n)! 

若 将 其 展开 , 你 会 发 现 这 个 改变 是 对 的 , 即 


Se (一 1)"z2m 72 zr4 76 | 
cos(Z) = 》， Cl 三 壮 oT 1 Tt 


n=0 


对 所 有 实数 z 成 立 . 
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这 一 节 跟 暴 级 数 没 有 关系 , 只 是 关于 前 面 儿 闻 中 用 过 两 次 的 极限 的 证 明 : 
NTTI 


对 所 有 实数 x 成 立 . 令 m = N +1 (就 像 积 分 中 的 换 元 ) 则 与 证 明 


对 所 有 实数 x 成 立 一 样 . 有 一 些 方法 可 证 明 后 一 个 结论 , 不 过 这 有 一 个 不 显眼 的 方 
法 . 我 先 来 解释 一 下 要 用 到 的 逻辑 , 然后 再 用 该 方法 . 我 将 证 明 级 数 

> 

n=0 
收敛 , 不 必 考 虑 x 是 什么 (是 的 , 我 们 “知道 ” 它 其 实 收敛 于 e*, 但 这 是 等 到 我 们 
证 明 极 限 为 0 之 后 才 知 道 的 !) 不 管 怎样 , 级 数 收敛 于 什么 没关系 , 仅仅 知道 级 数 收 
敛 就 足够 了 . 为 什么 ? 因为 那样 的 话 , 第 n 项 zx?/nl 一 定 随 着 n 趋 于 co 而 趋 于 0， 
否则 第 ”项 判别 法 就 不 对 了 . 即 , 若 通 项 随 着 n 趋 于 ce 不 趋 于 0, 则 级 数 将 发 散 . 
因此 我 们 用 比 式 判别 法 来 证 明 级 数 对 所 有 z 收敛 . 固定 z, an = zx"/nl, 看 一 下 比 
值 的 极限 : 
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zt1/(n + 1)! 人 
我 们 知道 n!/(n 填 1)! 可 化 简 为 1/(n 十 1), 所 以 最 后 的 极限 为 

于 |z| 固定 且 1/(n +1) 趋 于 0, 极限 为 0, 小 于 1, 所 以 级 数 收敛 , 且 我 们 也 顺便 
证 明了 极限 的 正确 性 . 固定 x, 然后 对 该 特定 的 x 运用 比 式 判别 法 , 来 判别 级 数 收 
敛 的 方法 将 在 26.1.2 节 多 次 用 到 . 


Qm 十 1 更 


Qn 


L= lim 


也 一 CO 


一 lim 


1I0 
也 一 Oo 


) 


第 25 章 ”求解 估算 问题 


在 上 一 章 中 , 我 们 学 习 了 如 何 应 用 泰勒 多 项 式 来 估算 (或 近似 ) 特定 的 量 . 我 
们 也 知道 了 , 余 项 可 以 用 来 判定 近似 程度 . 本 章 , 我 们 将 详 述 相应 的 方法 并 讨论 一 
些 相 关 例 题 . 本 章 的 计划 是 : 
。 泰 勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 重要 结论 回顾 ; 
。 如 何 求 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 ; 
。 估算 问 题 ; 
。 分 析 误 差 的 一 个 不 同 的 方法 . 


25.1 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 总 结 
下 面 是 关于 泰勒 多 项 式 和 泰勒 级 数 的 一 些 重要 结论 , 已 在 前 一 章 中 讨论 过 . 
(1) 在 所 有 次 数 为 N 或 更 低 的 多 项 式 中 , 与 定义 在 a 附近 的 光滑 函数 f 最 近 
似 的 多 项 式 被 称 为 关于 xz = a 的 阶 泰勒 多 项 式 , 即 


Py = f+ 70- d+ 0) 
ja Ha 
eT (Z 一 oj3 十 …- i (xz—a)™. 


用 求 和 号 表示 , 可 写 为 


Pa = Ya 
"= “ 


(2) 多 项 式 Py 与 了 在 zx=a 点 直到 NN 阶 的 导数 相同 . 即 
人 
且 直 到 PW)(o) = f(a). 一 般 来 说 , 对 a 之 外 的 其 他 任何 值 , 或 大 于 N 的 任何 阶 
导数 , 上 述 等 式 都 不 成 立 . (实际 上 , Pw 的 大 于 N 阶 的 所 有 导数 都 等 于 0, 因为 Py 
是 次 数 为 N 的 多 项 式 .) 
(3) N 阶 余 项 RN(z), 或 称 为 阶 误差 项 , 是 f(x) - Pw(z). 对 任意 NN 有 


f(x) = PN (7) + RN(7). 


余 项 表达 式 为 


488 第 25 章 求解 估算 问题 


jon 
RN(z 一 NE 一 Ga) 
其 中 e 一 般 求 不 出 来 , 它 介 于 z 与 a 之 间 . 
(4) 所 以 , f(z) 的 完整 表达 式 为 


RR 


nl 


f(z) = 


n=0 


oo pn) (0 
> 
n=0 


被 称 为 f(z) 关于 z = a 的 泰勒 级 数 . 对 任何 特定 的 x, 该 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 
散 . 若 对 任意 特定 的 z, 余 项 Ry(z) 当 N 一 co 时 收敛 于 0, 则 对 该 > 有 


oo paro 
10) = 


即 在 点 z 处 , f(x) 等 于 它 的 泰勒 级 数 (关于 x = a). 
(6) 对 特别 的 情形 a = 0, 泰勒 级 数 为 


它 被 称 为 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 . 所 以 , 当 看 到 “麦克 劳 林 级 数 ” 时 , 可 以 把 它 看 作 
“关于 x = 0 的 泰勒 级 数 ”. 


25.2 ” 求 泰勒 多 项 式 与 泰勒 级 数 


欲求 特定 的 泰勒 多 项 式 或 级 数 , 幸运 的 话 , 可 以 通过 对 已 知 的 泰勒 多 项 式 或 级 
数 运算 来 求 得 想 要 的 多 项 式 或 级 数 ， 我们 将 在 26.2 节 讨论 一 些 相应 的 方法 ,不幸 
的 是 , 情况 并 不 总 是 这 样 , 有 时 你 需要 从 前 面 的 总 结 中 将 /关于 xz = a 的 泰勒 级 数 
分 离 出 来 : 


oo p(n) (go 
3 、 Dn 


知道 了 数 a 和 函数 f, 还 需要 求 出 f 的 所 有 导数 在 xz = a 的 值 , 然后 将 它们 代入 上 

述 公 式 . 然而 , 这 很 讨厌 ! 求 一 次 或 两 次 导 就 已 经 很 麻烦 了 , 求 成 百 上 干 次 导数 就 
充 雇 了 . 对 于 上 只 求 低 次 泰勒 多 项 式 来 说 还 不 是 那么 粳 糕 , 因为 只 需 计算 少量 导数 . 

将 在 26.2 节 讨 论 一些 可 以 帮 你 避 开 上 面 这 些 公式 的 好 方法 , 如 果 你 够 季 运 , 
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男 一 方面 , 有 些 函 数 是 很 容易 求 导 的 . 一 个 这 样 的 例子 是 函数 f(x) = 
章 我 们 讨论 了 它 的 麦克 劳 林 级 数 . 若 你 不 想 求 4 的 麦克 劳 林 级 数 , 而 是 


2 二 一 2 的 泰勒 级 数 怎么 办 ? 将 上 面 公式 中 的 0 用 a = -2 代 换 ， 
20 fF(n)(— 
> 
将 二 :人 


对 n 的 许多 值 , 我 们 需要 求 1 (2), 所 以 构造 一 个 导数 表 是 很 有 帮助 的 . 


表 的 模板 如 下 : 
1 (0) f(™) (0) 


S 


WO~ OO 


可 得 


text © 


一 般 地 ， 


首先 应 填 中 间 一 列 ， 从 最 上 一 行 的 函数 本 身 , 持续 求 导 . 每 次 求 完 导 后 , 将 结果 写 


在 表 的 下 一 行 ( 仍 为 中 间 一 列 ). 当中 间 那 列 填 满 后 , 将 x = a 代入 中 间 列 的 每 一 个 


值 , 将 相应 的 结果 填 在 同行 的 第 三 列 上 . 注意 可 能 要 更 多 行 , 这 取决 于 n 的 大 小 或 


计算 的 快慢 . 在 我 们 的 例子 中 , a = -2 且 f(z) 的 所 有 导数 均 为 ez, 所 以 填 完 的 表 


如 下 : 


很 清楚 : 对 所 有 n, 1 (-2) = e-?, 若 将 其 代入 公式 
oo pln) (2 
> ta), 
N=0 


可 得 到 er 关于 x = -2 的 泰勒 级 数 


ce -2 


> 


先 圭 0 


不 用 求 和 号 而 将 其 展开 是 个 好 主意 , 即 


A 


e -2 十 er2(z 十 2)1+ 


Ce 
2! 3! 


2 e 一 2 
(zZ 十 2)2 十 一 (Z 十 2)3 十 .…. 


还 有 男 一 个 例子 : 求 sn(z) 关于 z = ry/6 的 泰勒 级 数 , 写 吕 


上 直到 第 


我 们 从 导数 表 开始 . 


4 阶 的 项 . 个 
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n f(z) 1" (n/6) 
0 sin(Z) 1/2 

1 cos(z) V3/2 

2 一 Sin(z) 一 1/2 

3 一 cos(Z) —V3/2 
4 sin(Z) 1/2 


这 与 用 来 求 麦克 劳 林 级 数 的 表 类 似 , 不 过 这 里 是 求 my6 处 的 导数 而 不 是 0 处 的 导 
数 . 写 出 泰勒 级 数 的 标准 公式 : 


f" (a) 
21 


(3)(@ (fa > 
flO) + f(s) + a 


(7 


令 a=r/6, 将 上 面 表 中 的 值 代入 上 式 得 到 sin(z) 关于 z = /6 的 泰勒 级 数 为 

1 V3 TN\ —1/2 区 一 V3/2 x3 1/2 x\4 
| a ?) + 二 人 上 和 和 

要 写 出 用 求 和 号 表示 的 形式 比较 难 , 所 以 只 做 一 个 小 小 的 化 简 得 到 : 

1 | V3 Tn 1 元 \2 V3 XT\3 , 1 nx\4 

2 ”2 Ge | 站 | ji 3 人 上 人 
当然 , 为 了 求 四 阶 泰勒 多 项 式 户 (x) ( 仍 关 于 中 心 zx = x/6), 只 需 去 掉 后 面 的 “十 ……”. 
若 只 想 求 已 (z), 还 要 去 掉 最 后 那 项 , 则 最 后 一 项 的 过 次 变 为 3: 


1 3 区 1 TAN 3 AN。 
BD) -+ 上 ie | sl 6) : 
(将 2! 换 成 了 2, 3! 换 成 了 6.) 男 一 方面 , 若 想 求 P(x), 需要 在 上 面 的 表 尾 再 加 上 
对 应 于 n= 5 的 一 行 , 则 得 到 另外 的 项 (x 一 x/6)5. 

另 一 个 例子 : (1 十 zx)!? 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 因为 要 求 麦克 劳 林 级 数 , 所 以 
需要 令 a = 0. 画 一 个 到 四 阶 导 的 表 ， 


n f(z) f()(0) 
0 (1+ 2)1/2 1 
1 (1 + 2) -1/2 1/2 
2 一 二 (1 十 2)-3/2 一 1/4 
3 时 (1 十 Z)-5/2 3/8 
4 一 措 (1 十 2x)-"/2 一 15/16 


现在 写 出 麦克 劳 林 级 数 的 一 般 公式 


f(0) + (0)z+ 可 22 -| ET 站 Zz， 
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将 上 面 表 中 的 导数 值 代入 可 得 
1 -1/4 » 3/8 。 —15/16 ,4 
he np i 
化 简 得 
] .2 X72 23 5x4 
2 8 16 128 
实际 上 , 当 x 介 于 -1 和 1 之 间 时 , 余 项 趋 于 0( 这 个 证 明 比 较 环 手 )， 所 以 当 
一 1 < x <1, 我们 有 
2 3 4 
和 范 也 57 


这 是 二 项 式 定理 的 一 个 特殊 情形 , 即 对 -1 < x <1, 有 


a(a— 


(1 十 Z)2 王 1 十 az 十 
a(a— 1)(a—2)(a— 3) 4 | 


化 


2 a(a—1)(a— 2) 3 


3! 


41 


除非 a 是 非 负 整 数 , 否则 右边 的 级 数 在 x > 1 或 x < -1 时 都 发 散 . (在 这 种 情况 下 ， 


右边 实际 为 一 个 多 项 式 . 能 说 日 


为 什么 吗 ? ) 
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近似 程度 的 好 坏 . 现在 , 我 们 重新 看 一 下 这 些 方法 3 


在 24.1.4 节 , 我 们 用 三 阶 泰勒 多 项 式 忆 来 估算 e-10, 然后 用 余 项 Rs 来 说 明 


把 它们 一 般 化 . 


为 了 设置 问题 背景 , 考虑 下 面 两 个 相似 的 例子 : 


(1) 用 三 阶 泰勒 多 项 式 估算 er/3 


并 估算 误差 ; 


(2) 估算 el3, 且 误 差 不 得 大 于 1/10000. 
第 二 个 问题 要 比 第 一 个 难 . 你 也 看 到 了 , 在 第 一 个 问题 中 , 我 们 要 讨论 二 阶 泰 


勒 多 项 式 , 故 在 公式 中 令 N = 2. 在 第 二 个 问题 


需要 考虑 的 妃 一 件 事情 . 


用 这 两 个 问题 来 检验 一 下 求解 估 值 (或 近似 ) 问题 的 一 
(1) 看 一 下 要 估算 什么 , 选择 一 个 相关 的 函数 f. 在 
然后 , 我 们 令 x = 1/3, 这 是 


e 茶 式 ,所 以 令 f(x) = er. 
们 要 估算 的 量 . 


(2) 选 一 个 接近 x 值 的 数 a, 这 样 f(a) 就 很 理想 了 .这 就 意味 着 , 你 应 该 能 
出 f(a) 的 值 , 对 (a)、f”(a) 等 等 也 一 样 . 有 


很 接近 1/3, 且 e? 较 易 计算 . 


E 我 们 


FP, 我 们 实际 上 是 要 找到 N, 这 是 


股 方法 . 
面 的 例子 中 , 我 们 要 估算 
于 f(1/3) = el3, 这 就 是 我 


与 
为 它 


的 例子 中 , 我 们 令 a = 0, 因 


(3) 如 上 一 节 所 做 的 那样 ， 做 了 的 导数 表 . 它 应 该 有 三 列 ， 分 别 代表 n、 


f(z) 和 f(a) 的 值 . 


若 你 知道 所 用 的 泰勒 多 项 式 的 阶 , 则 这 就 是 你 需要 的 和 N 
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的 值 , 一 定 要 保证 表 中 导数 计算 到 第 CN + 1) 阶 . 否则 , 你 就 尽管 一 行 行 往 下 写 吧 ， 
直到 厌烦 为 止 , 只 要 需要 , 就 一 直 能 写 下 去 . 
(4) 若 你 不 介意 估算 的 误差 , 直接 跳 到 第 8 步 ; 否则 , 写 出 Rw(z) 的 公式 : 


上 at, 


eit 


上 保 注 明 “c 在 a 与 x 之 间 ”, 同时 注意 整个 过 程 中 用 a 的 实际 值 奉 代 a. 

(5) 若 已 知 所 用 泰勒 多 项 式 的 阶 , 在 上 述 公式 中 将 N 蔡 换 为 该 数 ; 若 不 知道 
根据 你 所 需要 的 误差 的 大 小 做 猜测 ， 误 差 越 小 , NN 应 该 越 大 . 对 于 很 多 问题 来 说 ， 
N ==2 或 3 就 可 以 了 . 若 该 猜测 值 是 错 的 , 那 应 该 很 快 就 能 知道 , 只 需 用 较 大 的 和 N 
重复 这 一 步 和 下 面 两 步 . 

(6) 现在 , 用 你 想 用 的 值 代 换 RN(z) 公式 中 的 z. 除了 ec 以外, 没有 其 他 的 未 
知 变量 , 且 可 以 用 不 等 式 写 下 ce 的 可 能 范围 . 在 我 们 的 例子 中 , 由 a=0 和 x = 1/3 
知 , c 介 于 两 者 之 间 , 可 写 为 0<c< 1/3. 

(7) 求 |RN(z)| 的 最 大 值 , c 在 适当 的 区 间 里 . 这 就 是 误差 可 能 的 大 小 . 车 已 知 
的 值 , 就 基本 完成 了 误差 估算 . 若 不 知道 , 则 用 你 想 要 的 误差 来 与 实际 误差 比较 . 
若 实际 误差 较 小 , 这 就 太 好 了 , 你 已 经 找到 了 一 个 较 好 的 值 . 反之 , 你 就 要 回 到 
步骤 5 再 来 一 次 . (我们 将 在 25.3.6 节 讨论 一 些 |RN(z)| 极 大 化 的 方法 .) 
(8) 最 后 , 求实 际 的 估算 . 写 下 Py (x) 的 公式 : 


Prv(z) = f(a) + f(a)(e d+ a)? 


现在 将 a 与 N 换 成 前 面 所 得 值 而 得 到 一 个 只 含有 x 的 公式 . 最 后 , 写 出 近似 


f(z) ~ Py(2), 
并 代入 所 需 的 z 的 实际 值 . 右边 将 是 你 想 要 的 量 , 而 左边 将 是 近似 值 . 

(9) 如 果 需 要 的 话 , 还 有 另 一 个 信息 : 若 RN(x) 是 正 的 , 则 估算 为 低估 ; 若 
RN(z) 为 负 , 则 估算 是 高 估 . 这 些 结果 遵从 等 式 
jz) = PN(7X) + RN(7). 

现在 , 我 们 来 看 一 下 有 关 这 类 问题 的 5 个 例子 . 
25.3.1 第 一 个 例子 


我 们 最 好 从 前 一 节 的 两 个 问题 开始 . 在 第 一 个 问题 中 , 我 们 想 用 二 阶 泰勒 多 项 
式 来 估算 el/3, 它 其 实 与 24.1.4 节 中 涉及 eV 的 问题 很 相似 . 不 管 怎样 , 我 们 还 
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用 前 面 的 方法 . 从 选择 f 开始 . 因为 要 求 寡 , 令 f(z) = er 且 注 意 er/3 就 是 1(1/3). 
最 后 , 我 们 令 x = 1/3, 但 这 还 不 算 完 , 还 要 选择 接近 1/3 的 a 使 得 e” 足够 精密 . 如 
我 前 面 提 到 的 , 很 自然 的 选 0. 

现在 , 该 填 导 数 表 了 : 


© 


我 求 到 3 阶 导 , 因 关 
误差 项 为 


其 中 c 介 于 0 与 zx 之 间 . 注意 在 RN(z) 的 标准 公式 中 , 我 将 a 换 成 了 0. 现在 , 我 
们 知道 N = 2, 所 以 实际 需要 


Rals) = (Os = Sa, 
在 前 面 的 表 中 , 将 中 间 一 列 的 最 后 一 行 的 > 换 成 <, 得 到 Ja)(c) = er. 现在 将 z 换 


为 1/3 可 得 


C 
3 © 


Ra(1/3) = $ (1/3) = 7; 


这 里 c 介 于 0 与 x=1/3 之 间 , 故 0<c<1/3. 取 绝 对 值 有 : 
e5 e° 
IR2(1/3)| = [76a | -16 


因为 ee 必 为 正 . 接 下 来 , 我 们 需要 最 大 化 |R2(1/3)|. 由 于 es 关于 c 递增 , 最 大 值 
出 现在 c= 1/3 时 . 这 就 有 


(a 工人 

R2(1/3)| = 65 < ee. 

似乎 有 一 个 问题 , 我 们 不 知道 er/3 是 多 少 . 这 其 实 是 该 问题 的 关键 点 ! 没关系 , 我 
们 粗略 高 估 一 下 el3. 你 知道 ,e < 8, 所 以 el/3 < 81/3, 而 81/3 为 2. 我 为 什么 选 8 
呢 ? 因为 我 可 以 什么 都 不 用 想 就 直接 取 它 的 三 次 方 根 ! 总 之 , 运用 不 等 式 el/3 < 2， 
前 面 |R2(1/3)| 的 不 等 式 变 为 


C 


< 


e el/3 2 1 
B/W- 1 
所 以 误差 不 大 于 1/81. 我 们 仍 需 求 估算 值 . 写 下 已 (x) 的 公式 , 并 令 a = 0: 
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B(x) = f(0) + f'(0)z1+ 0 


根据 前 面 的 表 , 将 (0)、Fr(0) 和 了 "(0) 换 为 1: 


1 
P(x)=1+Zz+ a7 


最 后 , 令 z = 1/3 可 得 


B(1/3) =11 5 (3) - su 


于 f(z) = 己 (z), 我 们 有 


f(1/3) ~ PB(1/3). 


根据 f(z) = ez, 我 们 有 
el/3 = f(1/3) = PB(1/3) = 

我 们 已 经 得 到 了 |R2(1/3)| < 1/81, 所 以 估算 值 至 少 精确 到 1/81. 其 实 , 因为 Ra(1/3) 
是 正 的 , 所 以 估算 值 25/18 相对 于 el/3 真实 值 是 低估 了 . 
25.3.2 第 二 个 例子 

我 们 将 讨论 25.3 节 的 第 二 个 例子 : 估算 eV3 的 值 , 且 误 差 小 于 1/10000. 与 前 
一 个 例子 一 样 , 我 们 令 f(x) = ez,a = 0, 最 后 令 x = 1/3, 我 们 有 
Nt ) (0) N+1 


RN (7) 一 NI” ) 


其 中 c< 介 于 0 与 z 之 间 . 我 们 已 经 从 前 一 个 例子 知道 , 不 能 令 N = 2, 因为 此 时 会 
得 到 一 个 最 大 的 误差 1/81, 而 我 们 需要 误差 小 于 1/10000. 所 以 , 来 看 一 下 N =3 
是 否 可 行 . 现在 误差 项 为 
(4) c 
Ral) = La = Sa 


其 中 c 介 于 0 与 xz 之 间 . 令 z= 1/3 可 得 


ec /1 es 
Mt (3) 24 x 81’ 
其 中 0 <c<1/3. 我 们 引用 前 一 节 的 结论 , 当 c 介 于 0 与 1/3 之 间 时 , ec < 2: 
led| 2 A 
[R13 = 8 < HA ™ 92 
这 个 结果 并 不 小 于 1/10000, 所 以 N = 3 不 够 大 . 再 试 一 下 N = 4. 
又, 有 


由 


重复 上 面 的 步 


JG(o ， er 
Ra 一 一 有 7 一 07 ， 
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所 以 令 z= 1/3, 可 知 


心 


ec /1NS © 
/i (3) ~ 120 x 243° 
c 还 是 介 于 0 与 1/3 之 间 , 同样 有 es < 2, 所 以 
1 
Rall/3)| < To0 x 43 = 14 580° 
( 别 急 着 用 计算 器 来 计算 最 后 的 分 数 , 再 想 一 下 , 其 实 可 以 将 2/120 化 简 为 1/60, 然 


后 算出 6x 243, 再 


乘 以 10, 最 后 写 在 分 母 上 .) 不 管 怎样 , 我 们 知道 |R4(1/3)| 远 小 于 


1/10000, 所 以 目的 达到 了 : 令 N = 4, 那 估算 值 是 多 少 呢 ? 我 们 需要 求 出 PB(1/3). 
一 般 地 , 当 a = 0, 四 阶 泰勒 多 项 式 已 为 
7x? 03 zx4 
P(r)=1+72+ 可 十 而 ， 
所 以 
和 让 下。 (1/3)” (1/3)2 = 1 1 1 1 2713 
(3)= 3 2 6 24 3 18 162 1944 1944’ 
即 
el/3 = f(1/3) ~ Pi(1/3) = 
所 以 , 我 们 可 以 将 前 一 个 例子 中 的 估算 值 25/18 替换 为 更 好 的 估算 , 即 2713/1944. 
这 个 新 的 估算 值 保证 与 el/3 真实 值 的 误差 在 1/10000 以 内 . 验证 一 下 , 我 用 计算 器 
算出 2713/1944 精确 到 5 位 小 数 的 值 为 1.395 58, 而 el/3 精确 到 5 位 小 数 的 值 为 
1.395 61, 最 多 相差 0.000 04, 显然 在 允许 的 范围 1/10000 = 0.0001 之 内 . 
25.3.3 第 三 个 例子 
这 里 有 一 个 问题 : 估算 V27, 误差 不 大 于 1/250， 根 据 前 面 的 方法 ， 我 们 需 
要 选择 一 个 合适 的 函数 f 以 及 a 和 z 的 值 . 较 好 的 选择 是 令 f(x) = Vz, 或 者 


f(x) = zx1/2, 随便 归 


Ph 个 都 行 . 我 们 要 估算 f(27) = V27 的 


27. 现在 


直 , 所 以 令 z = 


要 找 一 个 接近 27 日 易 求 平方 根 的 数 . 似乎 25 就 可 以 , 我 们 令 a = 25, 这 是 第 一 步 . 
第 二 步 是 填 一 个 导数 表 ; 

n f( (2) f(™) (25) 

0 £1/2 5 

1 SR /2 1/10 

2 一 一 3/2 一 1/500 

3 B25/2 3/8 x 1/55 
记 住 , 要 填 这 个 表 , 在 首 行 的 中 间 一 列 填 上 z12, 然后 连续 求 几 次 导 , 将 结果 填 在 中 


间 列 的 后 面 儿 行 . 最 后 , 契 


边 是 将 值 a = 25 代入 所 得 的 值 . 轩 


难 的 是 , 我 们 不 知道 


全 bE 
有 而 妇 


这 个 表 需 要 填 到 第 几 行 . 可 更 多 


行 . 
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现在 我 们 来 看 误差 项 


RN(7) = 


f N+ (e) 

(N+1)! 

中 cc 介 于 zz 与 25 之 间 . 我 们 关注 的 是 z = 27, 将 其 代入 得 到 
f N+Y (oc) f N+Y (0) 2N+1 


(Z 25)N+1, 


Y 
4 


4 (N+1)! 人 (N+1)! ; 
其 中 25 < c < 27. 感到 幸运 了 吗 ? 或许 N = 0 就 够 好 了 ! 我 们 来 试 一 下 : 
[Ro0(27)| = Ee (27 — 25)!| = se x 2=e-12, 


其 中 我 们 利用 前 面 的 表 来 求 f'(c) 并 去 掉 了 绝对 值 , 因为 所 有 数 都 是 正 的 . 现在 的 
大 问题 是 , 对 给 定 的 25 < c < 27, c-1/2 有 多 大 ? 注意 c-1/2 关于 ec 递减 , 所 以 当 
c= 25 时 有 最 大 值 . 因为 c-12 为 25-1/2 = 1/5, 所 以 , 有 

|Ro(27)| = cr12 < 1/5. 
故 误 差 可 能 高 达 1/5. 有 点 太 高 了 , 我 们 需要 误差 不 大 于 1/250. 所 以 选择 NW = 0 
显然 有 点 太 过 于 乐观 了 ! ni 试 一 下 NN = 1 则 
| 由- 1 1 Cc- 3/2 


0 一 
同样 用 前 面 的 表 来 求 a ). 这 次 我 要 用 绝对 值 , 因为 Ri1(27) 是 负 的 (是 的 , 有 些 估 
高 了 ). 还 是 当 c 最 小 时 c-322 最 大 , 即 c = 25, 这 时 表达 式 为 25-3/2 = 1/125, 所 以 
es 
Nos ~ 125 ”2 250° 
这 就 意味 着 误差 不 大 于 1/250, 正 是 我 们 想 要 的 . 因此 取 N = 1, 我 们 只 需求 Pi (27). 
(因为 N = 1, 这 里 我 们 其 实 运 用 了 线性 化 .) 总 之 , 我 们 知道 了 


Ri1(27)| = 


Pi(z) = f(25) + f°(25)(x — 25) =5+ (025), 
其 中 f(25) 和 户 (25) 的 值 可 从 前 面 的 表 中 得 到 , 令 x = 27, 有 
26 
Pi(27) =51 (27 25)= 富 - 


我 们 得 到 V27 近似 等 于 26/5 的 结论 , 这 两 个 数 之 间 的 差 在 1/250 之 内 , 且 26/5 高 
于 V327 (因为 误差 项 Ri(27) 是 负 的 ). 事实 上 , 计算 器 算出 的 V37 约 为 5.196 15, 与 
26/5 = 5.2 的 差 在 1/250 之 内 . 对 N = 2 或 更 大 值 的 情况 , 估算 值 不 会 错 , 反而 会 
好 , 只 不 过 数 会 更 不 整洁 . 
25.3.4 第 四 个 例子 

为 了 提出 本 节 的 问题 , 我 们 将 前 面 的 问题 做 个 小 的 变动 . 我 们 将 V27 换 成 V23， 
欲 估算 V33 的 误差 不 大 于 1/250 的 值 . 这 没 比 前 面 的 例子 难 多 少 , 是 吧 ? 然而 , 也 
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不 尽 然 , 我 们 来 看 看 . 我 们 仍 将 采用 f(x) = zl2, a = 25 的 泰勒 级 数 , 不 过 这 里 需 
要 将 x = 27 换 为 x = 23. 我 们 来 看 一 下 余 项 Rj: 


|R1(23)| = es 25)? 


1 1 c-3/2 
一 3/2 _9\2| 一 
-| 下 ~ al | 全 2 


这 就 是 误差 项 ! 不 过 现在 与 前 一 个 例子 有 个 很 重要 的 不 同 : c 介 于 23 和 25 之 间 . 
所 以 3c-3/2 有 多 大 了 呢 ? 这 个 量 仍 关 于 c 递减 , 所 以 随 着 c 的 减 小 , 其 值 变 成 最 大 
值 , 即 当 c = 23 时 值 最 大 . 因此 有 如 下 的 估算 : 
c-3/2 23-3/2 

i 
不 垃 的 是 , 23-3/2 并 不 比 25-3/2 好 算 . 我 们 唯一 可 以 肯定 的 是 这 种 情况 不 够 好 . 你 
知道 , :25-3/2 = 1/250, 但 二 23-3/2 大 于 1/250, 所 以 太 大 了 . 所 以 N = 1 不行 ， 
需要 试 一 下 N = 2. 

取 N =2 并 运用 25.3.3 节 的 表 , 有 


|R1(23)| = 


其 中 23 < c < 25. 这 次 当 c= 23 时 , c-522 还 是 最 大 的 , 因此 有 
Cc-5/2 9293-5/2 

二 
这 个 够 好 吗 ? 没有 计算 器 , 我 们 不 得 不 寻找 一 些 估 算 23-5/2 的 方法 . 朋友 , 你 怎么 
来 实现 呢 ? 我 能 想到 的 最 好 办 法 就 是 找 一 个 小 于 23 的 数 , 并 且 这 个 数 的 -5/2 次 
窜 是 容易 算出 来 的 . 那 应 该 是 16, 而 16-5/2 = 1/45 = 1/1024, 所 以 
995/2 16-5/2 1 1 1 


[Baa)| = | 08 25 


|R2(23)| = 


oO) < < 7 04* 3 08 
这 个 值 当然 小 于 1/250, 所 以 采用 N = 2 是 可 以 的 , 我 们 就 可 以 用 户 (23) 了 . 现在 
P(x) = f(25) + Pl25)(z — 25) + 4 (x — 25)! 
1 1 
=5+ He- 2) a 25)?. 
(再 一 次 利用 那个 表 ), 将 x 用 23 代 换 , 我 们 有 
1 1 2 4 1l99 
人 


因此 对 V23 的 估算 值 是 1199/250， 用 计算 器 得 出 最 后 分 数 的 结果 等 于 4.796, 而 
V323 的 计算 结果 为 4.795 83. 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/250 范围 内 . 

25.3.5 第 五 个 例子 

我 们 再 来 看 一 个 例子 : 用 三 阶 泰 勒 级 数 估算 cos(r/3 - 0.01) 的 值 , 并 给 出 该 估 
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算 的 精确 度 . 我 们 需要 选择 一 个 函数 , 显而易见 的 函数 是 f(x) = cos(z), 所 以 我 们 
要 令 z= /3 - 0.01. 那 余弦 值 易 求 且 接 近 于 z 的 数 是 什么 呢 ? 显然 a = /3 是 一 


个 自然 的 候选 项 . 故我 们 得 到 如 下 的 表 : 
n f(z) 1) (n/3) 
0 cos(Z) 1/2 
1 — sin(zx) —V3/2 
2 一 cos(Z) 一 1/2 
3 sin(Z) V3/2 
4 cos(z) 不 需要 


误差 项 R(x) 为 
fD (0) TN4 cos(c) nx\4 
A Ge 一 24 Ge 3 ， 

其 中 ec 介 于 z 与 r/3 之 间 . 注意 , 我 们 需要 的 是 /9(e) 而 不 是 (9(x/3), 这 就 解 
释 了 表 中 出 现 的 “不 需要 ”. 当 x = x/3 - 0.01, 我 们 有 
区 _ cos(c) /7 TN4 cos(c) cos(c) 

fs G —0.01) 24 (3 Eo 3) 24 S00 24 x 108° 
(这 里 我 们 使 用 了 (一 0.01)4 = (0.01)4 = (10-2)4 = 10-8.) 现在 只 需 估算 误差 项 的 绝 
对 值 . 鉴于 |cos(c)| < 1, 我 们 有 
n _ |cos(o)| 1 1 
Bs G 卫 0.01)| 24x108 、24x108 2400000000. 
太 好 了 , 我 们 知道 运用 已 (x/3 一 0.01) 来 估算 cos(r/3 一 0.01) 会 使 得 估算 值 精确 到 
很 小 的 数 1/2400000000. 那 B(x/3 一 0.01) 是 多 少 呢 ? 根据 公式 有 
区 ,/T Ty 1/T Tn\2 1 区 TS 
Rls)=f (3) rf (3 Ge 可 了 ( (2 3 | le (2 名 | 
应 用 上 面 的 导数 表 , 其 变 为 
1 V3 元 工 ， < mr\ 2 1 V3 NN3 
Ps(z)= 3 (& 3) x (z ) ( ) 
邻 xz =z/3 一 0.01 并 化 简 , 结果 是 


V3 


312: 


Ps (= —0.01) . va 0.01) 7( 0.01)2 十 


V3 1 V3 

200 40000 12000000. 

这 个 表达 式 看 起 来 很 麻烦 , 但 其 实 还 不 错 , 唯一 琼 手 的 量 是 V3, 不 过 它 本 身 是 容易 
估算 的 , 至 少 表达 式 中 没有 三 角 函 数 了 . 总 之 , 由 于 f(x/3 一 0.01) 近似 等 于 P(x/3 一 
0.01), 我 们 有 


元 元 1  V3 1 V3 
工 _0.01) 二 站 ( 工 一 0.01 二 二 1 
和 CG ) CE ) 2 200 40000 12000000 


(一 0.01)3 


2 
3 
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精确 到 1/2 400 000000 之 内 . 

25.3.6 ”误差 项 估算 的 一 般 方 法 

在 前 面 所 有 例子 中 , 我 们 都 要 对 在 某 区 间 内 取 值 的 e 来 估算 |fWN+D(c)|. 我 们 
总 结 下 一 般 的 对 策 . 

(1) 不 管 c 是 多 少 , 你 总 能 使 用 标准 的 不 等 式 |sin(ej| < 1 和 |cos(o)| <1. 

(2) 若 函 数 f+D 是 递增 的 , 则 它 的 值 在 右 端点 最 大 . 在 前 两 个 例子 中 , 我 们 
要 求 es 的 最 大 值 , 其 中 0 < c < 1/3. 由 于 ec 关于 e 递增 , 所 以 可 以 说 ee < el3. 
另 一 方面 , 在 24.1.4 节 的 例子 中 , 我 们 也 需要 最 大 化 ec, 不 过 那 次 -1/10 < c < 0. 
同样 , 由 于 es 关于 e 递增 , 因而 这 个 最 大 值 就 是 eo = 1, 即 ec < e0 = 1 

(3) 若 函 数 fW+D 是 递减 的 , 则 它 的 最 大 值 FX+D0(e) 出 现在 区 间 的 左 端点 . 
例如 , 车 已 知 c 介 于 1 和 5 之 间 , 则 最 大 值 1/(3 + c)* 出 现在 区 间 [1,5] 的 左 端 
点 , 因为 1/(3 + co)4 关于 ec 递减 . 所 以 上 面 的 表达 式 在 c = 1 时 最 大 , 相应 的 值 为 
1/44 = 1/256. 

(4) 一 般 地 , 为 了 求 最 大 值 , 可 能 还 要 求 函数 f(N+D) 的 临界 点 . (具体 求法 见 
11.1.1 节 .) 


Ne 
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回想 一 下 交错 级 数 判 别 法 ( 见 22.5.4 节 ). 该 判别 法 表明 若 级 数 是 交错 的 , 且 各 
项 的 绝对 值 递减 趋 于 0, 则 级 数 收敛 . 收敛 的 原因 是 , 部 分 和 与 真实 极限 值 之 间 就 
如 儿童 摇 播 乐 车 : 这 个 部 分 和 大 点 , 下 一 个 部 分 和 小 点 , 再 下 一 个 部 分 和 大 点 , 等 
等 . 每 次 , 部 分 和 都 更 接近 真实 极限 值 , 就 像 播 揪 乐 车 正在 失去 动力 .方法 就 是 在 
级 数 中 的 每 个 点 , 每 加 一 项 都 超越 真实 值 , 所 以 整个 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 . 

我 们 用 符号 来 表述 . 假设 从 某 函 数 开始, 求 它 关 于 x = a 的 泰勒 级 数 . 若 
碰巧 你 还 知道 级 数 对 某 些 特定 的 z 值 收 敛 于 f(z)( 就 像 我 们 讨论 的 一 些 函 数 一 样 )， 
则 可 以 写 为 


oo p(n) (0 
OE DPE 


对 那些 你 感 兴趣 的 特定 的 z 值 ,上述 级 数 若 是 各 项 绝对 值 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 
则 误差 小 于 下 一 项 妈 
N+1 
avtol < | 
这 里 没有 讨 庆 的 6。 这 是 以 成 为 我 们 运用 这 个 理想 结论 的 原因 , 记 住 ,上述 结论 只 有 
当 级 数 满足 交错 级 数 的 三 个 条 件 时 才 成 立 ! 
下 面 是 该 方法 适用 的 例子 . 假设 我 们 僻 用 才 克 劳 林 级 数 来 求 定 积分 


(zZ 一 aJN+i| ， 


©O 
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用 
0 


dt 


误差 不 大 于 1/3000 的 估算 值 . 该 积分 好 像 是 一 个 瑕 点 在 t=0 的 反常 积分 , 但 其 实 
ti = 0 不 是 瑕 点 . 由 洛 必 达 法 则 可 知 

. 1—cos(t)rH,. sin(t) 1 

by t 0 2 2° 
即 , 被 积 函 数 在 t= 0 并 没有 趋 于 无 穷 , 所 以 积分 不 是 反常 的 . 不 管 怎样 , 刚刚 只 是 


观察 , 现在 我 们 要 解决 问题 . 


第 一 个 有 用 的 方法 是 先 构 造 一 个 像 上 述 积分 的 函数 , 令 


则 我 们 要 估算 的 积分 是 1(1). 我 们 要 求 f 的 麦克 劳 林 级 数 . 为 此 , 将 cos(t) 用 它 的 
麦克 劳 林 级 数 代 换 , 该 级 数 已 在 24.2.3 节 求 得 , 即 


“1 
f(x) = | ( 二 a 
0 
若 稍 作 化 简 , 可 写成 
[1 tt 1 #6 
i@=| (3 A 三 + 人 
现在 求 积 分 并 计算 在 端点 处 的 值 : 
3 5 t" 
/= (可 3xAt 5x | 
ES 化 03 1 25 zx" 
2! 3x4 5x6! 7x8l 
尝试 将 上 式 用 求 和 号 表示 是 一 个 很 好 的 做 法 . 总 之 , 现在 可 将 x = 1 代入 得 
1 
l1—cos(t),, 1 人 i 
19-| a To 


说 实话 , 这 里 我 将 两 个 更 快 的 方法 放 在 了 一 起 . 首先 , 我 将 cos(t) 


有 它 的 麦克 劳 林 


级 数 代替 . 还 好 我 们 已 经 在 24.2.3 节 知 道 这 对 所 有 都 成 立 . 其 次 , 我 对 无 穷 级 数 


逐 项 求 积分 , 并 声明 对 所 有 z 都 可 以 这 么 做 . 我 们 将 在 


26.2.3 节 看 到 这 么 做 是 可 以 


证 


的 (虽然 我 们 不 会 对 其 
无 穷 级 数 的 表达 式 . 


明 ) 总 之 , 上 面 的 等 式 是 正确 


的 . 现在 给 定 的 积分 有 一 个 


现在 唯一 的 问题 是 , 要 求 与 真实 值 误 差 在 1/3000 内 的 近似 值 需 取 多 少 项 ? 注 


意 该 级 数 是 各 项 递减 趋 于 0 的 交错 级 数 , 那么 我 们 可 以 运用 下 一 项 的 绝对 值 大 于 
误差 的 结论 . 例如 , 若 用 首 项 1/2! 近似 积分 , 则 误差 不 大 于 1/(3 x 40), 即 1/72. 这 
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也 太 大 了 . 那 用 前 两 项 来 近似 该 积分 怎么 样 ? 即 ， 


LO 1 1 35 
0 t2 ”2 3x4 72 


怎样 ? 那么 误差 小 于 下 一 项 的 绝对 值 : 


1 1 1 
x6l 5x720 3600° 
这 小 于 我 们 的 容忍 度 1/3000, 很 好 . 我 们 完全 可 以 说 积分 近似 等 于 35/72, 误差 小 
于 1/3000，( 我 们 甚至 可 以 说 35/72 是 低估 的 , 为 什么 ? ) 我 用 处 理 这 类 问题 的 计 
算 机 程序 求 了 一 下 积分 , 得 到 积分 值 约 为 0.486 385, 而 计算 器 计算 的 35/72 值 等 于 
0.486 111 (精确 到 6 位 小 数 ), 这 两 个 数 的 差 的 确 在 1/3000 内 . 

作为 练习 , 试 着 用 与 上 面相 同 的 方法 近似 


| 12 sin(t) 本 
6 t 


误差 为 1/1000. (你 会 用 到 sin(t) 的 麦克 劳 林 级 数 , 这 个 可 在 26.2 节 找 到 .) 


| 误差 | < 
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本 章 , 我 们 将 讨论 涉及 泰勒 级 数 、 泰 勒 多 项 式 和 需 级 数 的 四 类 不 同 问题 : 
。 如 何 确定 震级 数 收 敛 或 发 散 的 区 间 ; 

。 如 何 利用 现 有 泰勒 级 数 来 求 其 他 的 泰勒 级 数 和 泰勒 多 项 式 ; 

。 利 用 泰勒 级 数 或 泰勒 多 项 式 求 导 ; 

。 利 用 麦克 劳 林 级 数 求 极 限 . 


26.1 只 级 数 的 收敛 性 
假定 有 一 个 关于 x = a 的 暴 级 数 
>》 an(Z — a)". 
多 一 0 


几何 级 数 的 例子 可 见 , 一 个 窜 级 数 可 能 对 某 些 x 收敛 , 而 对 某 些 x 发 散 . 我 们 想 
问 的 一 个 问题 是 : 对 上 面 给 定 的 昭 级 数 , x 取 何 值 时 收敛 , 取 何 值 时 发 散 ? 另外 , 假 
设 级 数 对 某 特定 的 x 收敛 , 若 能 确定 该 收敛 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 就 好 了 .所 
以 , 我 们 来 看 一 下 可 能 会 发 生 什么 , 然后 好 好 利用 这 些 观察 所 得 结果 . 

26.1.1 收敛 半径 


我 们 想 知 道 什么 样 的 xz 能 使 骏 级 数 3 an(zX 一 a)” 收 敛 . 表面 上 看 , 我 们 似乎 
n=0 


必须 回答 无 穷 多 个 问题 , 因为 有 无 穷 多 个 x 的 值 需要 代入 并 验证 级 数 收 敛 与 否 . 我 
们 画 一 个 数 轴 来 表示 x 的 不 同 值 . 对 每 个 使 级 数 收敛 的 xz, 都 在 它 上 面 打 个 对 号 ; 
而 对 使 级 数 发 散 的 z 就 打 个 又 号 . (当然 , 我 们 不 是 对 每 个 x 都 这 么 做 , 若 如 此 , 图 
就 太 挤 了 ! 只 标 一 部 分 , 得 到 结论 就 可 以 了 .) 例如 , 几何 级 数 加 当 -1<z<1l 


时 收敛 , 其 他 情况 均 发 散 , 如 图 26-1 所 示 . 


区 区 
XXX 文 XXXXXX Ww XXX 区 KR 
一 1 [0 1 
图 26-1 


注意 我 对 在 端点 -1 和 1 处 的 发 散 做 了 特别 标注 . 
另外 , 我 们 已 经 知道 级 数 
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Ooe Nn 


> 


总 三 人 
对 所 有 z 收敛 (当然 , 收敛 到 ez), 如 图 26-2 所 示 . 
NA 
AR 一 


0 
图 26-2 


看 起 来 似乎 是 难以 预测 的 . 我 们 可 以 确定 的 是 , 寡 级 数 在 x = a 处 都 收敛 . 其 实 , 若 
将 xz =a 代入 


>》 an(z 一 an=ao+az 一 ao)+oaz 一 oj 十， 


n=0 
就 能 知道 除了 ao 外 , 其 他 项 都 没有 了 .因此 , 级 数 显 然 收 敛 (到 ao). 不 幸 的 是 ， 
x 二 a 是 我 们 唯一 可 以 确定 收敛 性 的 值 . 那 其 他 的 值 呢 ? 可 能 会 是 对 号 和 又 号 的 大 
杂烩 , 如 图 26-3 所 示 . 


NA 
> 


图 26-3 
事实 证 明 , 寡 级 数 是 不 会 像 上 图 这 样 . 具体 来 说 , 只 可 能 出 现 如 下 三 种 可 能 性 . 
(1) 存在 某 数 R > 0, 被 称 为 震级 数 的 收敛 半径 , 如 图 26-4 所 示 . 


基站 多 这 及 X 双 XXX Wawa XXXX X XXXXXXX 
a—R a a 十 尽 
26-4 

该 图 的 解释 如 下 . 

。 震级 数 在 区 域 |z 一 a| < R 内 收敛 (也 可 将 该 条 件 写 为 a 一 R<x<at RR)， 

所 以 图 像 在 那个 区 间 是 对 号 . 

寺 级 数 在 区 域 |z 一 a| > R 内 发 散 (也 可 将 该 条 件 写 为 xz < a 一 R 或 x > 

a 十 ), 所 以 图 像 在 那个 区 间 是 又 号 . 

。 在 两 个 特殊 点 |z 一 ga|=RR( 即 x=a++R 和 =a 一 有 R) 处 ,过 级 数 可 能 绝对 
收敛 、 条 件 收敛 或 发 散 . 这 需要 分 别 对 这 两 个 点 进行 讨论 , 所 以 上 图 在 这 两 
个 点 处 是 问号 . 我 将 称 这 样 的 点 称 为 “端点 ”. 

(2) 窜 级 数 可 能 对 所 有 的 z 均 绝 对 收敛 , 这 种 情况 下 的 图 像 如 图 26-5 所 示 . 

WI IN I NN NAINANNNIIN NNNININN 


图 26-5 
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在 这 利 
的 帘 级 数 


"情况 下 


其 他 的 例子 包含 Si 


, 我 们 说 收敛 


XY" 


> 


n=0 


9 麦克 劳 林 级 数 . 


nl 


n(x) 和 cos(z) 


径 为 co. 如 我 们 前 面 所 见 , 这 样 的 一 个 例子 是 e 


(3) 震级 数 可 能 只 在 x = a 时 收敛 , 而 对 其 他 所 有 的 x 均 发 散 . 在 这 种 情况 下 ， 


收敛 半径 为 0, 我 介 


就 是 这 利 


] 很 快 就 会 知道 , 级 数 


Ce 
> nlz™ 


n=0 
情形 . 这 种 情况 的 图 像 如 图 26-6 所 示 . 


XxxXXx XxXXxXxXxXxXxXxxxxXxv XxXxXxxxXxXxXxXxxXXxXxXxXXxXXxXxx 


当然 , 我 还 没有 说 为 什么 这 些 是 仅 有 
26.1.2 求 收敛 半径 和 收敛 区 域 

给 定 一 个 震级 数 , 如 何 求 收 全 
会 更 有 效 , 但 比 式 判 别 法 对 大 多 数 问题 更 合 
细节 分 别 见 23.3 节 和 23.4 节 .) 这 里 是 一 般 


a 


图 26-6 


的 可 能 


, 


适 


的 


方法 . 


(1) 写 出 比值 


绝对 值 的 极限 , 常 第 为 


nl 
jm | 一 | 
n3%| an(z—a)” 


若 使 用 的 是 根 式 判别 法 , 则 得 到 


算出 极限 . 


©) 
无 论 是 
有 限 值 、0 或 者 
(3 

于 1 还 
则 宕 级 


日 A 
和 扯 计 ] 


1. 


O00. 


) 不 管 是 比 式 判别 法 还 是 根 式 判 另 


lim |an(z 一 az = 
你 一 CO 


注意 , 极限 


lim |an, 
你 一 CO 


重要 的 是 结果 中 有 因子 |z -al. 


有 


所 以 , 若 工 是正 的 , 由 


1/n 


是 用 比 式 判别 法 . 有 时 , 根 式 判别 法 
. ( 比 式 判别 法 和 根 式 判别 法 的 更 多 


lz 一 dl|. 


是 运用 比 式 判别 法 还 是 根 式 判别 法 , 答案 都 形 如 工 |z 一 al, 其 中 工 可 


1 法 , 重要 的 是 极限 L|zx 一 al 是 小 了 
| 除 以 工 就 能 知道 一 切 : 大 jz 一 al < 1/D， 
数 绝 对 收敛 ; 若 jz 一 a| > 1/, 则 寡 级 数 发 散 ; 若 jz 一 a| = 1/Z, 则 得 不 到 结 


. 不 过 很 快 就 可 以 弄 清 楚 了 ! 


是 在 n 一 co 时 而 不 是 x 一 co 时 . 它们 的 差别 很 大 ! 


Ea 
能 是 一 个 


F 1, 大 


论 , 需要 讨论 两 个 端点 . 这 是 前 一 节 的 第 一 种 情形 , 收敛 半径 是 1/L. 


( 若 工 = 0, 则 不 论 x 取 何 值 , 比 式 的 极限 都 为 0. 
绝对 收敛 , 所 以 , 这 是 前 一 节 的 第 二 种 情形 , 收敛 半径 为 oc. 
, 则 看 起 来 似乎 窜 级 数 永 不 收敛 . 其 实 , 当 x 


数 对 所 有 的 x 值 者 
(5) 若 工 = co 


收敛 , 但 震级 数 对 


其 他 的 任何 x 值 都 发 散 . 所 以 , 这 上 


~ 


前 一 他 的 


由 于 0 < 1, 这 意味 着 罕 级 


= a 时 宏 级 数 一 定 
种 情形 , 收敛 半 


钞 一 
1 7 一 一 


必 
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径 为 0. 

这 或 多 或 少 地 说 明了 我 们 为 什么 必然 得 到 前 一 节 的 三 种 情形 之 一 . 不 过 , 这 些 
仍 很 抽象 , 还 需要 用 一 系列 的 例子 来 加 以 说 明 . 
首先 , 考虑 究 级 数 


oo Nn 


2 nln(n). 


我 们 采用 比 式 判别 法 . 我 们 从 取 通 项 z*/(n ln(n)) 开始 , 并 把 它 作 为 一 个 大 分 数 的 
分 母 ; 然后 选取 大 分 数 的 分 子 , 还 是 从 通 项 xz"/(n In(n)) 开始 , 不 过 这 次 将 每 个 n 用 
n 十 1 代 换 ; 最 后 , 取 绝 对 值 , 然后 取 n 一 co 的 极限 . 所 以 , 我 们 需要 考虑 的 是 


zxn+1 


(n+1)ln(n+t1) : 


lim 
no00 


Sa 


nln(n 
这 与 普通 的 用 比 式 判别 法 的 级 数 问题 一 样 : 只 需 合并 同类 项 . 可 得 


z+t1 


Nn ln(n 

本 Lin a 十 1 让 3 
同样 , 极限 是 在 ”一 ce 时 , 这 就 是 将 n/(n 十 1) 和 In(n)/ lIn(n 二 1) 换 成 1 的 原因 . 
(对 对 数 运用 洛 必 达 法 则 , 细节 自行 完成 .) 总 之 , 比 式 的 极限 为 |x|, 故 由 比 式 判 另 
法 , 我 们 的 坚 级 数 当 |z| < 1 时 绝对 收敛 , 当 lz| > 1 时 发 散 , 即 收 和 敛 半径 为 1. 我 们 
仍 需 讨论 xz = 1 和 x = -1 时 的 情形 . 先 看 x = 1, 将 xz=1 代入 , 则 原 昭 级 数 变 为 


oo 


17 1 
A nln(n) 2 nln(n) 


它 收 敛 吗 ? 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 , 它 发 散 (或 见 23.5 节 ). 现在 将 z = -1 代入 
原 窜 级 数 可 得 


i 


~ (-1)" 

2 nn(n). 

它 不 绝对 收敛 , 事实 上 , 将 该 级 数 的 各 项 用 它们 的 绝对 值 代 换 就 是 当 xz = 1 时 的 级 
数 , 这 个 级 数 刚刚 已 被 证 得 是 发 散 的 . 另 一 方面 , 上 面 x = -1 对 应 的 级 数 可 由 交 
错 级 数 判别 法 证 得 是 收敛 的 (用 23.7 节 的 方法 , 可 自行 写 出 具体 细 市 ). 于 是 , 我 们 
知道 在 点 x = -1 处 条 件 收敛 . 总 之 , 容 级 数 在 -1 < x < 1 时 绝对 收敛 , 当 z= 一 1 
时 条 件 收敛 , 对 其 他 的 所 有 x 都 发 散 . 图 像 如 图 26-7 所 示 . 


| 
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V/ x 
xxx xxxxxxxdN WHYINIUNUN xxxxx xxxxxxx 
OO 


二 =} 0 1 
图 26-7 
个 现在 考虑 
> 
2 
这 与 前 一 个 问题 几乎 一 样 , 我 们 来 看 看 . 我 们 有 
z+1 
. (n+l)(In(m+1))?2| ,lz n (In(n))? 
i 2 | a i hate 
n(ln(n))? 
= n In(n) \? 
一 0 (ae) ， 


它 仍然 可 以 化 简 到 |z|. 故 寡 级 数 还 是 在 |z| < 1 时 绝对 收敛, 在 jz| > 1 时 发 散 . 因 
此 , 收敛 半径 是 1. 对 于 端点 , 我 们 令 x = 1; 

全 17 1 

> mm) n(n(n))> 


疙 三 2 九 一 2 
如 23.5 节 所 述 , 你 可 运用 积分 判别 法 得 到 该 级 数 收敛 , 由 于 各 项 均 为 正 , 所 以 收敛 
为 绝对 收敛. 现在 , 代入 x = 一 1, 我 们 得 到 


oo 


(1)” 

2 n(n(n))? 
各 项 取 绝 对 值 对 应 的 级 数 为 

2 1 

2 n(In(n))> 


这 与 z = 1 时 的 级 数 一 样 , 所 以 它 绝 对 收敛 . 我 们 得 到 结论 : 当 -1 入 z 科 1 时 需 级 
数 绝对 收敛 , 且 级 数 对 其 他 所 有 zx 发 散 , 如 图 26-8 所 示 . 


-A “ 
区 允 尺 妥 六 双双 广 叉 驻 驻 lw XXZX 
EE 


—1 0 1 
图 。26-8 
所 以 , 除了 在 端点 1 和 一 1 处 不 同 之 外 , 它 与 前 一 个 例子 一 样 . 
5 
bb nlz™ 
= 


呢 ? 我 们 有 
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(n+ 1)lz"+t! 
nlz™ 

最 后 的 极限 是 什么 ? 若 x = 0, 则 当 n 一 00 时, 0(n 十 1) =0 的 极限 当然 为 0. (你 可 

cd 这 种 情况 下 的 z*+1/z" 并 没 定义 !) 然而 , 对 其 他 的 任何 z 值 , 我 们 就 

是 co, 肯定 大 于 1. 我 们 得 出 结论 , 级 数 只 在 z = 0 时 收敛 (要 

知道 级 数 必 在 z = a 处 收敛 , 在 这 个 例子 中 a 为 0). 所 以 收敛 半径 为 0, 且 图 像 如 

图 26-9 所 示 . 


1)1z7 十 
(n+1)!lz 


no0 nl zn 


lim 


三 im (n 十 1)|z|. 


XXXX XXXxXxXxXXxXxXXx XXXV XXXXXXXXxXxXXXXxXXXxxXxXxxX 


图 26-9 


现在 考虑 


定 在 收敛 区 域 的 中 心 . 不 管 怎样 , 通过 讨论 ， 


这 是 一 个 a =7 的 窜 级 数 ， 所 以 


我 们 有 
(2 


大 2)242 和 7)n+1 
lim n+l = lim ee 


= 2|z—7|. 
所 以 容 级 数 在 2|z 一 7| < 1 时 绝对 收敛 , 在 2|z 一 7| > 1 时 发 散 . 两 边 除 以 2, 可 知 
级 数 在 |x -7| < ; 时 收敛 ,在 lz 一 ?| > : 时 发 散 . 故 收敛 半径 为 图 像 如 图 26-10 
所 示 . 


了? 
XXXX XXXXXXX WW LA ※ 光 义 ※ 义 尺 义 义 义 叉 ※ 淡 
一 一 人 


1 ‘ 1 
63 75 


图 26-10 


我 们 仍 需 讨论 端点 . 试 一 下 z = 则 级 数 为 


eal Ni ti 
pe (3-") A 
要 确保 , 你 意识 到 了 为 什么 (-2)*/2" 能 化 简 到 (1)". 不 管 怎样 , 我 把 证 明 最 后 这 
个 级 数 条 件 收敛 (用 交错 级 数 判别 法 ) 而 非 绝对 收敛 (用 5 判别 法 ) 留 给 你 自行 完 
1 


成 . 现在 ， 当 Z 二 65， 可 得 
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发 散 . 我 们 得 出 结论 , 寡 级 数 在 65 i 73 时 绝对 收敛, 在 z = 时 条 件 收敛 ， 
其 他 情况 发 散 , 完整 图 示 见 图 26-11. 


x 这 
XXXX XXXXXXxX JW XXXXX XXXXXxXxxX 


1 7 和 
65 7 
图 26-11 


考虑 级 数 
六 此 (Z 十 2)”. 


该 级 数 因 为 复杂 的 因子 2”” 使 其 更 适合 运用 根 式 判别 法 | 你 可 以 用 比 式 判 别 法 求 
出 结果 ， 机 考虑 第 m 项 绝对 值 的 n 次 方 I 
. 37 nL 37 1/ > 
现在 无 论 z 取 何 值 , 极限 都 等 于 0, 小 于 1; 人 Z 都 绝 
对 收敛 , 即 收敛 半径 是 oo, 图 像 如 图 26-12 所 示 . 
YA ANSI NSIS ITA A NSTI ISI ANNI I AAA I NSN I I 
三 2 
图 26-12 


在 进入 下 一 节 前 , 这 里 还 有 最 后 一 点 说 明 : 当 收 敛 半径 为 正 时 , 可 能 在 两 端点 


都 收敛 , 或 在 两 端点 都 不 收敛, 或 上 只 在 左 端点 收敛 , 或 只 在 右 端 点 收敛 . 我 们 在 前 面 
见 过 了 所 有 这 四 种 可 能 


26.2 ”合成 新 的 泰勒 级 数 


我 们 来 看 一 些 求 泰勒 级 数 的 方法 . 求 给 定 函数 f 关于 x = a 的 泰勒 级 数 的 一 
个 方法 , 是 像 25.2 节 那 样 直接 用 公式 . 为 了 运用 公式 需要 求 f 的 所 有 导数 , 至 少 是 
在 z=a 的 所 有 导数 . 对 大 多 数 函 数 来 说 , 这 是 一 件 令 人 厌烦 的 事 . 通常 ， ee 
的 办 法 是 用 一 些 常见 的 泰勒 级 数 来 合成 新 的 泰勒 级 数 . 当然 , 首先 你 需要 知道 
泰勒 级 数 ! 下 面 5 个 麦克 劳 林 级 数 (关于 x = 0 的 泰勒 级 数 ) 是 非常 有 用 的 . 

(1) 对 应 f(z) = er 


对 所 有 实数 z 都 成 立 . 
(2) 对 应 f(x) = sin(z): 
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be (一 1)mz2n+1 3 5 zr" 
0 Gr 
对 所 有 实数 x 都 成 立 . 
(3) 对 应 f(x) = cos(z): 
oo (一 1)"z2m 72 | zr4 6 
= TE Te 
对 所 有 实数 x 都 成 立 . 
(4) 对 应 f(z) = 1/(1 — 2): 
人 = r=1+7+ 人 二 十 … 
n=0 


(5) 对 应 f(z) = In(1 十 x) 或 f(x) = ln(l 一 2): 


2 1)?r? 2 3 4 
In(1+z)= >》 ( 二 分 5 + + 
多 二 江 
ES 022 x 24 
mn-Z)=>， 0 了 
be 


对 -1 < x <1 成 立 . (其 实 , 第 一 个 公式 也 对 xz = 1 成 立 , 第 二 个 公式 也 对 x = 一 1 
成 立 , 不 过 这 个 有 点 复杂 了 !) 
至 今 为 止 , 我 们 已 经 证 明了 公式 (1) 和 (3) ( 见 24.2.3 节 ) 和 (4) ( 见 22.2 节 ). 
后 面 的 26.2.2 节 和 26.2.3 节 将 分 别 讨论 (2) 和 (5). 
无 论 如 何 , 我 假设 你 已 经 学 过 了 这 5 个 级 数 . 下 面 介 绍 如 何 通 过 对 它们 进行 操 
作 来 得 到 新 的 容 级 数 .” 
26.2.1 代 换 和 泰勒 级 数 
最 有 用 的 方法 就 是 做 代 换 . 在 麦克 劳 林 级 数 中 , 你 可 以 将 zx 换 为 z 的 倍数 来 
得 到 一 个 新 的 麦克 劳 林 级 数 , 其 中 n 是 一 个 整数 . 例如 , 我 们 知道 


22 7x3 x4 


e 二 1 二 7 十 可 十 可 十 二 十 


对 任意 x 都 成 立 , 故 若 想 求 f(x) = e” 的 麦克 劳 林 级 数 , 只 需 将 上 述 级 数 的 > 换 成 


@ 这 些 方法 的 证 明 不 在 本 书 讨论 范围 内 . 
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并 可 化 简 为 


ez 三 1 十 22] | | es 


2! 3! 4! 

于 原 级 数 对 任意 x 都 成 立 , 这 个 级 数 也 一 样 . 

我 们 来 看 另 一 个 常见 的 例子 : f(x) = 1/(1L+z2) 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 要 求 
解 该 题 , 我 们 从 下 面 的 几何 级 数 开 始 ; 


1 Co 
a 上 ， 
它 对 -=1<z<11 成 立 , 然后 将 xz 换 成 ~z2 可 得 


1 
二 = (-z)" = (-1)"z"*=1 x2 | x4 ze es 
化 


n=0 n=0 
它 对 -1 < -22 < 1 成立， 注意 , 我 们 将 这 个 “成 立 ” 的 不 等 式 中 的 x 换 成 了 
一 x2. 在 此 , 这 并 不 重要 , 因为 不 等 式 最 后 可 化 简 为 -1 < x <1. 但 是 假设 我 们 要 求 
1/(L+ 2z2) 的 麦克 劳 林 级 数 , 则 需 将 x 换 成 -2z2, 此 时 可 得 


1 2\n NAN 2nN 2 4 6 
一 一 二 = (2 = > -12 一 1 一 272 十 474 一 8z6 + ， 
1+27 n=0 n=0 


但 它 只 对 -1 < 一 2z? < 1 成 立 . 可 以 确信 , 该 不 等 式 可 化 为 -1/V2 < x < 1/V2. 
(这 里 的 所 有 级 数 都 是 几何 级 数 .) 
假设 现在 从 下 面 的 等 式 开始 , 该 等 式 对 所 有 的 xz 都 成 立 : 


Z3 x 27 


Sn 
右边 是 sin(z) 的 麦克 劳 林 级 数 , 或 可 看 作 sin(z) 关于 x = 0 的 泰勒 级 数 . 若 将 x 帮 
(zx 一 18) 代 换 , 则 得 到 一 个 关于 x = 18 的 泰勒 级 数 : 

(zx — 18)3 | (z—18)s (xz—18)" 
3! | 51 7! 
右边 不 是 sin(z) 关于 x = 18 的 泰勒 级 数 , 因为 左边 不 再 是 sn(z), 而 是 sin(z 一 18). 
所 以 我 们 的 代 换 也 改变 了 原 函 数 . 我 们 其 实 求 出 了 sin(z - 18) 关于 x = 18 的 泰勒 
级 数 . 为 了 求 出 sin(z) 关于 z = 18 的 泰勒 级 数 , 需要 用 到 泰勒 定理 中 的 公式 . (我 

们 在 25.2 节 末 见 过 类 似 的 问题 .) 

上 面 这 个 例子 告诉 我 们 , 若 将 x 换 为 (x 一 a), 则 得 到 关于 x = a 的 泰勒 级 数 而 
不 是 麦克 劳 林 级 数 , 且 函 数 也 变 了 . 这 还 是 有 用 的 . 例如 , 为 了 求 In(x) 关于 z = 1 
的 泰勒 级 数 , 我 们 从 前 一 节 的 公式 


(1 
In(1+7z)= > ( 三 入 5 + 了 上 ， 1 < We 


LU 


sin(x — 18) = (x — 18) 


二 二 
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始 . 现在 , 将 z 换 为 (z 一, 则 In(1 十 x) 变 为 In(1 十 (z 一 1)), 即 In(z), 则 我 们 得 


到 


和 (Zz— rz—1)? rz—1) zx—1)4 
-SD Du EE ee ye 


2 3 4 ' 
—l<(z—1)<1. 


注意 , 我 同样 将 原 不 等 式 -1 < x < 工 中 的 z 换 为 (z 一 1), 得 到 -1< (z 一 1 < 1 
这 个 不 等 式 看 起 来 有 些 蠢 , 故 各 项 加 1, 得 到 0 < x < 2. 最 后 可 得 


9 2 rT 1 1} rr—1)3 Tz— 4 
I 0<z<2. 


这 里 用 了 In(1 + z) 的 麦克 劳 林 级 数 得 到 In(z) 关于 x = 1 的 泰勒 级 数 . 
代 换 方法 也 可 以 用 于 求 泰 勒 多 项 式 , 不 过 要 注意 写 对 阶 数 . 例如 , 若 取 f(x) = 
e 和 a =0, 则 3 阶 泰勒 多 项 式 为 


i 
Ps(z)=1+72+ 训 可 : 
若 g(z) = er , 将 上 述 多 项 式 的 x 换 为 z2 9 1 3 阶 泰勒 多 项 式 为 


06 
全 
这 是 错 的 . 它 其 实 是 9 关于 z =0 的 6 i 所 以 左边 应 为 Po(x) 而 
不 是 尸 (x). 人 已 (z) 的 正确 公式 , 只 需 去 掉 所 有 次 数 大 于 3 的 项 , 即 为 
(z) = 1 + 7z2. 当然 , 它 也 是 已 (z)! 当心 , 不 要 看 作 次 数 哦 ! 那 可 是 阶 数 . (至少 ， 
尔 想 通过 微 积分 这 门 课 并 取得 学 位 i 好 吧 , 我 发 拆 再 也 不 使 用 双关 语 ” 了 .) 
26.2.2 泰勒 级 数 求 导 

若 一 个 窜 级 数 收敛 于 开 区 间 (a,5) 上 可 导 的 函数 f, 则 可 以 通过 对 第 级 数 逐 项 
求 导 , 得 到 一 个 在 相同 区 间 上 收敛 于 f(z) 的 新 震级 数 . 在 端点 a 和 的 情况 比较 
划 手 : 求 导 后 的 级 数 可 能 发 散 , 即使 原 级 数 是 收敛 的 ?所 以 要 单独 讨论 端点 . 

我 们 的 第 一 个 例子 是 求 sin(x) 的 麦克 劳 林 级 数 , 假设 已 知 cos(z) 的 麦克 劳 林 


多 4 6 8 
SO 
该 公式 对 所 有 x 都 成 立 . (这 个 我 们 已 在 24.2.3 节 证 明 .) 若 两 边 同 时 求 导 , 右边 逐 
项 求 导 , 可 得 


有, 加 27 | 4z3 675 8z7 

Sn 居 忆 必得 
@ 这 里 指 上 一 名 的 阶 数 order 一 词 , 该 词 也 有 “命令 ”之 意 . 一 一 编者 注 
@ 若 求 导 后 的 级 数 在 一 个 (或 两 个 ) 端点 处 收敛 , 则 原 级 数 也 在 那里 收敛 . 


©O 
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为 了 处 理 左 边 的 负 号 , 两 边 同 乘 -1. 不 过 还 需要 做 另 一 步 化 简 . 我 们 要 处 理 形 如 
2/2!、4/4!、6/6! 和 8/8! 的 量 . 先 来 考虑 4/4!, 由 于 4! 实 为 3! x 4 所 以 可 通过 消 掉 
因子 4 而 将 4/4! 化 简 为 1/3!. 类 似 地 , 6! = 51x6, 故 有 6/6! = 1/51, 同样 8! = 7!x 8， 
所 以 8/8! = 1/7!. 综 上 , 上 面 的 等 式 变 为 
3 5 Ye 
sin(z) zx 一 村 十 可 一 而 十 
于 cos(z) 的 级 数 对 所 有 zx 都 成 立 , 所 以 上 述 求 导 后 的 级 数 也 如 此 . 即 , sin(z) 的 
麦克 劳 林 级 数 由 上 式 给 出 , 且 对 所 有 x 都 成 立 . 这 就 证 明了 26.2 节 的 公式 (2). 
这 里 是 究 级 数 求 导 的 另 一 个 例子 . 假定 欲求 f(x) = 1/(1 二 x)? 的 麦克 劳 林 级 
数 . 最 好 的 方法 是 从 1/(1 十 x) 的 级 数 开始 , 该 级 数 是 通过 将 标准 几何 级 数 (前 面 的 
公式 (4) 的 > 换 为 -z 而 得 到 的 : 
1 
1+Zz 并 
对 一 1 < x <1 成 立 . 然后 两 边 求 导 , 右边 逐 项 求 导 , 可 得 
1 
( 工 十 Z)? 
剩 下 的 就 是 两 边 同 时 取 负 , 得 


1 
a 27 十 3z2 4x3 二 +.…. -0 "(nt1)z 


对 一 1 < x < 1 成立 ，( 你 需要 验证 , 带 求 和 号 的 表达 式 是 正确 的 且 级 数 在 端点 
和 三 十 1 处 不 收敛 .) 

同样 , 你 可 以 将 这 些 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 还 是 要 注意 阶 数 ,由 于 多 项 式 求 导 
使 得 次 数 减 1, 所 以 求 导 后 的 泰勒 多 项 式 的 阶 比 原 多 项 式 的 阶 小 1. 例如 , 1M(L+z) 
关于 0 的 3 阶 泰勒 多 项 式 是 1 一 xz 十 x 一 xz, 如 前 一 个 例子 . 若 求 导 并 乘 以 -1, 则 
1/(1 二 x)? 关于 0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 为 1 -- 2x 十 372. 
26.2.3 泰勒 级 数 求 积分 


我 们 还 可 以 对 泰勒 级 数 逐 项 求 积 分 . 新 的 级 数 与 原 级 数 收敛 区 间 一 样 (收敛 区 
间 的 端点 除外 ). 若 用 的 是 不 定 积分 , 别 态 了 常数 ! 我 们 来 看 一 些 例子 . 首先 , 证 明 
In(1 一 zx) 的 公式 , 这 是 26.2 节 的 公式 (5), 不 过 没 证 过 : 


0 二 2» = 972d? 三 2 


2 rx3 zx4 


0 元 = ba 5 3 pr —l<z<l1. 
我 们 将 用 到 几何 级 数 的 公式 , 即 26.2 节 的 公式 (4): 


1 CO 
了 = >》 r=1+2+r + 二 +.…， l1<z<1. 
一 2 

n=0 
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然后 对 每 一 项 关于 z 求 积 分 : 


| 


(注意 , 我 既 用 了 求 和 号 , 也 用 了 展开 式 , 不 过 你 一 般 只 用 其 中 之 一 .) 现在 逐 项 求 积 
分 : 


z= Dae [tate tet 


-h(i -=0+D 二 =C+zl1 5 上 …: 
这 里 最 好 将 常数 放 在 前 面 , 而 不 以 +C 的 方式 放 在 后 面 , 因为 常数 是 寡 级 数 的 零 次 
项 . 现在 我 们 要 求 出 C 的 值 . 最 好 的 方法 是 代入 x = 0, 由 此 可 得 
02 03 
lIn(1—0)= C+0 | Ea 
化 简 后 得 C = 0. 将 其 代入 并 两 边 取 负 ， 则 得 到 前 面 的 In(1 一 z) 的 级 数 : 


2 pn 22 023 x4 
In(1 一 2) = > 3 
= 


于 原 级 数 (1/(L+z) 的 级 数 ) 对 一 1 < x < 1 收敛, 故 积分 后 的 级 数 ( 即 -In(1 一 zx) 
的 级 数 , 进而 对 In(1 - z) 的 级 数 ) 也 对 一 1 < x <1 收敛 . 其 实 , In(1 一 zx) 的 级 数 当 
Zz 二 一 1 时 也 收敛 , 不 过 如 我 所 说 , 逐 项 积分 以 后 的 容 级 数 并 未 给 出 收敛 区 间 端 点 的 
任何 信息 . 现在 , 可 将 26.2 节 公 式 (5) 中 的 z 代 换 为 -z, 得 到 In(1 + z) 的 展开 式 . 
另 一 个 例子 : 如 何 求 tan-1(z) 的 麦克 劳 林 级 数 ? 不 断 求 导 是 很 痛苦 的 ( 试 试看 
就 知道 了 !) 但 我 们 可 以 更 灵活 一 点 , 对 已 知 的 级 数 求 积分 . 我 们 来 看 一 下 , tan-1(z) O 
是 1/ +2z2) 的 一 个 反 导 数 , 我 们 在 26.2.1 节 得 知 
1 
1 十 2Z2 
现在 可 以 两 边 求 积分 , 得 到 


1 二 2 4 6 


右边 逐 项 求 积 可 得 


一 1 一 0252 十 人 一 0 十 一 <Z<1L. 


5 7 
tan- li(x)= C+Zx | 
代入 z=0 来 求 C: 
03 05 07 
tan (0) =C+0 es 
a 0 3 
化 简 为 C = tan-1(0) = 0. 故 , 我 们 有 
zx3 X35 zr7 > (—1)"*zx2"+1 
tan-! 0 Re $6 Se 
an (Z) 一 2 了 十 局 et on 1 
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(确信 右边 的 求 和 号 形式 是 正确 的 .) 由 于 1/(L+z2) 的 原 级 数 在 -1 < x <1 时 收 
全 ,所 以 tan-1(x) 的 级 数 也 在 -1 < x <1 时 收敛 .” 
我 们 来 看 一 个 定 积分 的 例子 . 假定 函数 f 定义 为 


f(x) = | sin(t3)dt. 
0 


它 的 麦克 劳 林 级 数 是 什么 ? 我 们 应 该 从 求 sn( 妇 ) 的 级 数 开始 . 为 此 , 对 sin(z) 的 麦 
克 劳 林 级 数 做 换 元 x = 如, 可 得 


sin( 友 ) = #3 


的 ) 人 0 

3! 51 MW 

> t9 t15 t21 
ET 

于 sin(z) 的 级 数 对 所 有 实数 z 均 成 立 , 则 sin( 妇 ) 的 级 数 对 所 有 实数 t 都 成 立 . 


现在 两 边 可 同时 求 0 到 x 的 积分 , 得 


w . 19 +15 121 
f(x) = | sin(t3)dt = | (® i 十 站 I 上 dt. 


对 右边 逐 项 求 积 分 , 可 得 


14 t10 116 122 人 
-= (5 10.31 | 16.5! 忒 +…)| 
x4 zx10 zx16 722 
ool om goa 
对 所 有 实数 xz 都 成 立 . (你 应 该 试 着 将 这 个 级 数 写 成 求 和 号 的 形式 , 答案 在 26.3 市 


给 出 .) 
也 可 将 上 述 积分 方法 用 于 泰勒 多 项 式 , 这 次 泰勒 多 项 式 的 阶 要 加 1. 
26.2.4 ”泰勒 级 数 相 加 和 相 减 
车 已 知 两 个 函数 f 和 g 关于 z = a 的 泰勒 级 数 , 则 和 式 f(z) +9(z) 的 泰勒 级 
数 显然 是 两 个 泰勒 级 数 之 和 , 这 至 少 对 于 两 泰勒 级 数 收敛 区 间 的 交集 是 成 立 的 . 差 
f(z) 一 g(z) 遵循 相同 规则 . 在 实践 中 唯一 需要 做 的 事 就 是 合并 同类 项 , 然后 关注 所 
得 级 数 在 哪里 收敛 . 例如 , sin(z) - ez 的 麦克 劳 林 级 数 为 


23 25 zr" 2Z2 023 24 x 026 27 
( Ey + (1+e+ 指 + 奔 + 守 + 后 + 委 + 先 +…)， 


这 里 需要 化 简 . 消减 后 , 至 少 到 7 阶 的 级 数 为 


@ 其 实 , 根据 交错 级 数 判别 法 , tan-!(z) 的 级 数 在 z = 1( 或 = = -1) 时 也 收敛 , 最 后 可 得 一 个 漂亮 的 
公式 


1 1 
a et 


1 未 


J 
3 
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Zz2 273 zt 26 2z7 a 
21! 3! 4! 6! 7! 
于 sin(x) 和 ez 的 级 数 对 所 有 z 成 立 , 所 以 sin(z) -ez 的 级 数 也 一 样 . 
若 讨 论 泰勒 多 项 式 , 则 需要 注意 阶 数 取 两 个 阶 数 中 的 较 小 者 . 例如 , 我 们 知道 
1/(1 一 x) 关于 0 的 三 阶 泰勒 多 项 式 为 
1 十 ww? 十 .了 3 
而 er 关于 0 的 四 阶 泰勒 多 项 式 为 


工本 区 本 克 才 5 


若 f(z) = 1/(1 一 zx) 十 e”, 求 它 关 于 0 的 泰勒 多 项 式 , 则 取 上 述 两 个 多 项 式 的 和 是 
不 对 的 . 问题 出 在 e? 的 多 项 式 有 四 阶 项 , 但 1/(1 一 xz) 没有 四 阶 项 . 这 好 比 是 拿 苹 
果 和 橘子 这 样 两 种 无 法 相 比 的 东西 做 比较 你 应 该 将 e? 多 项 式 的 四 阶 项 上 略 去 来 得 
到 三 阶 泰勒 多 项 式 


1 


Z2 zx3 
1 十 和 十 2 十 3 引 
现在 可 将 1+z+z2 十 za 加 到 上 面 的 多 项 式 , 得 到 1/(1 一 xz) 十 e* 关于 z=0 的 三 
阶 泰勒 多 项 式 
有 2 3 
(1 十 Z 十 2 + (1+z+ 到 + 村 )， 
化 简 可 得 
37 77 
2 十 22 十 9 6 


26.2.5 泰勒 级 数 相 乘 

你 也 可 以 将 两 个 泰勒 级 数 相 乘 , 从 而 得 到 一 个 收敛 于 两 个 函数 之 积 的 新 级 数 ， 
至 少 该 级 数 在 两 个 泰勒 级 数 收敛 区 域 的 交集 收敛 . 用 求 和 号 形式 书写 这 些 会 很 乱 ， 
且 通 常会 有 两 个 求 和 号 . 一 般 地 ， 大 家 只 关注 级 数 的 前 面 几 项 . 例如 , 求 f(z) = 
ez sin(z) 的 三 阶 及 以 下 的 麦克 劳 林 级 数 . 欲求 该 问题 , 写 出 ez 和 sin(z) 的 三 阶 及 
以 下 的 级 数 , 相 乘 , 然后 略 去 所 有 大 于 三 阶 的 项 ; 


。 2 也 3 rx3 
er?sin(z) = 二 [1 十 z 十 一 十 一 十 … [ZX 一 一 十 …: 


2 6 6 
: 2 

= 5) Fz(z) 1 (7) i 
zx3 

Se 


有 一 个 略 去 无 用 项 的 技巧 . 例如 , 分 别 略 去 第 一 个 和 与 第 二 个 和 中 的 项 x 和 一 x3/6 
的 乘积 , 因为 我 意识 到 它们 之 积 会 得 到 一 个 含 x4 的 项 , 而 这 不 是 我 关心 的 项 , 因为 
我 只 需要 到 三 阶 的 项 . 若 我 要 关心 到 四 阶 的 项 , 则 必然 要 关注 更 多 的 项 . 
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事实 上 , 不 要 把 注意 力 集中 在 次 数 大 于 原 函 数 级 数 的 阶 的 项 , 这 点 很 重要 . 例 


如 , 取 e* 关于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 


2 


1 十 十 
现在 令 其 与 e” 关 于 0 的 二 阶 泰勒 多 项 式 
1 = 
相 乘 , 得 到 
2 
(4 -z+ 5 ) (4 了 
化 简 为 
x4 
1 十 


若 你 说 , 它 是 乘积 (e*)(e-*) 关于 0 的 四 阶 泰勒 多 项 式 , 那 就 大 错 特 错 了 ! 毕竟 , 两 


函数 之 积 是 1, 故 它 的 所 有 泰勒 多 项 式 都 是 1. 正 


的 做 法 是 , 略 


积 中 所 有 次 数 大 
于 2 的 项 . 毕竟 , 我 们 只 是 从 二 阶 多 项 式 开始 , 怎么 能 期 望 将 这 两 个 多 项 式 相 乘 就 


得 到 更 高 阶 呢 ? 在 上 面 的 多 项 式 1 十 x4/4 中 , 项 z4/4 的 次 数 大 于 2, 故 不 准确 , 应 


该 略 去 . 多 项 式 的 二 阶 多 项 式 为 1, 这 就 是 你 能 从 两 个 二 阶 泰勒 
的 所 有 结论 . 不 要 将 精力 都 集中 在 更 高 次 数 上 , 以 免 贪 多 嚼 不 烂 


26.2.6 泰勒 级 数 相 除 


你 可 以 用 长 除法 来 做 与 除法 一 样 的 事 . 方法 是 略 掉 不 关心 的 项 . 例如 , 为 了 求 
人 f(z) = sec(z) 的 四 阶 麦克 劳 林 级 数 , 首先 将 sec(z) 写 为 1/ cos(z), 然后 与 多 项 式 一 
样 做 长 除法 . 这 里 的 主要 区 别 是 , 你 应 该 将 各 项 按 次 数 递增 的 顺序 写 , 而 不 是 平常 


多 项 式 的 积 中 得 到 


而 使 自己 骑 虎 难 下 . 


的 递减 顺序 写 . 由 于 我 们 关心 四 阶 及 以 下 的 项 , 所 以 将 
2Z2 x4 
辣 cos(Z) 一 1 一 可 十 区 一 
用 在 1/ cos(z) 的 长 除法 中 : 
1 十 372 总 Z4 
1 十 0z 一 32Z2 十 023 | 二 24 1 0z 十 0z2 十 0z3 十 0zZ4 
1 工 十 0z 3T2 0z3 十 24 
B72 十 0z3 一 起 24 十 
B22 0z3 了 2 


所 以 sec(z) 的 麦克 劳 林 级 数 是 1 + z2/2 + 5z4/24 十 :…, 直到 四 阶 项 . 
个 车 我 们 欲求 tan(z) 的 四 阶 麦克 劳 林 级 数 , 可 类 似 求解 , 因为 tan(z) = sin(z)/ 
cos( 


ZX). 利用 sin(z) ==x 一 23/6 十 … 和 cos(z) = 1 


£2/2 


Z4/24 


…, 除法 如 下 : 
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= 
| 


| 1 1 
-0 一 3 00+ 一 0 


计算 请 自行 完成 . 通过 计算 可 知 , 当 含有 四 阶 及 以 下 项 时 , tan(z) = zz 十 7x3/3 十 … 


(注意 这 里 四 阶 项 为 0) 
以 上 论述 表明 你 可 能 不 需要 连续 求 导 , 而 利 
幸运 的 话 , 可 以 用 5 个 基本 级 数 , 外 加 一 个 


减 、 相 乘 和 相 除 的 方法 来 求 级 数 . 


26.3 ”利用 器 级 数 和 泰勒 级 数 求 导 


回忆 f(z) 关于 x = a 的 泰勒 级 数 的 第 n 项 系数 公式 : 


OO 


”nl 


两 边 同 乘 nl! 得 到 : 


f(a) = nl x an. 


用 语言 描述 , 意思 


是 


om) (a) = nlx (f(z) 在 zx=a 处 的 泰 竟 


级 数 中 (x 一 oa)” 的 系数 ) 


泰勒 级 数 公 式 来 求 泰勒 级 数 . 若 
或 多 个 如 换 元 、 求 导 、 积 分 、 相 加 、 


相 


所 以 车 知道 一 个 函数 关于 某 点 a 的 泰勒 级 数 , 就 可 以 很 容易 地 求 得 该 函数 在 a 点 


的 导数 . 这 就 是 你 


的 全 部 所 得 ! 这 里 并 没有 任何 关于 其 他 x 值 的 导数 值 的 信息 ， 


天 所 


有 xz = 0%. (其实, 为 求 第 ” 阶 导数 , 只 需要 一 个 在 z = a 的 m 阶 或 更 高 阶 的 泰勒 多 
项 式 , 而 不 是 整个 泰勒 级 数 .) 


为 了 应 用 上 再 


的 方程 , 需 先 求 给 定 函 数 世 


也 很 有 用 的 . 例如 , 假设 f(x) = 


的 麦克 劳 林 级 数 


= 
根据 前 面 方 框 中 的 公式 ， 


HH 


一 个 合适 的 泰勒 级 数 . 前 几 节 的 方法 
ez , 我们 和 欲求 fao0(0) 和 了 (10D (0). 我 们 从 求 er 


了 (100) (0) = 100! x (上 述 麦 克 劳 林 级 数 中 zlo00 的 系数 ). 


那么 麦克 劳 林 级 数 中 xz1% 的 系数 是 什么 ? 看 上 面 
1/(501), 或 者 更 正式 地 说 , 你 能 够 算出 n 的 什么 值 
2100 的 倍数 z2? /nl, 而 这 就 意 


故 系 数 是 1/(50!). 


于 是 


Fl100)(0) = 100! x . 


50! 


_ 100! 
50! 


对 应 x100. 
味 着 2n = 100, 所 以 n= 50, 对 应 的 项 为 2100/(501). 


的 麦克 劳 林 级 数 , 可 知 系数 就 


是 


x 


特别 地 , 我 们 想 在 


人 丰 
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(不 要 犯 将 最 后 的 表达 式 化 简 为 2! 的 错误 , 阶乘 不 是 这 样 算 的 .) 现在 想 一 想 , /100(0) 
又 怎么 求 呢 ? 它 等 于 上 述 级 数 中 zx101 系数 的 101! 倍 . 那个 系数 是 什么 ? 等 一 下 , 级 
数 中 没有 奇 次 震 ! 换 一 种 方式 思考 , 什么 样 的 ” 值 对 应 z101? 需要 解 2n = 101, 但 
n 必须 为 整数 , 所 以 没有 过 zl01. 那 就 意味 着 zl01 的 系数 为 0, 所 以 
f°D(0)= 101! x 0 = 0. 
好 吧 , 我 们 来 看 一 个 更 难 的 例子 . 在 26.2.3 节 , 我 们 发 现 函 数 


六 (站 三 sin(t3)dt 
0 


的 麦克 劳 林 级 数 是 


a Om on nt 

这 个 级 数 对 所 有 的 x 都 收敛 于 f(z). 现在 要 问 : /50(0) 是 什么 ?了 (523)(0) 呢 ? 为 了 
求 出 这 些 , 我 们 需要 知道 前 面 f(x) 的 级 数 中 x59 和 z52 的 系数 . 要 知道 , 了 (50)(0) 
f(x) 麦克 劳 林 级 数 中 z50 系数 的 50! 倍 , 当然 , 除了 处 处 用 52 代替 50 之 外 ， 
f52(0) 也 同 理 . 
为 了 求 上 面 级 数 中 z5 和 x52 的 系数 , 需要 将 级 数 写 出 至 足够 长 以 便于 理解 . 

更 好 的 方法 是 将 级 数 用 求 和 号 表示 . 之 前 我 已 经 让 你 练习 过 , 这 里 是 相应 的 做 法 . 
注意 z 的 寡 为 4, 10, 16, 22, …. 这 意味 着 窜 次 从 4 开始 , 每 次 增长 6. 所 以 , 指数 
介 乘 
开 


为 6n 十 4, 其 中 nn 取 值 为 0, 1 2, 3,.…. 现在 来 看 分 母 , 它 是 6n 十 4 与 菜 奇数 入 
的 乘积 . 其 中 奇数 为 1, 3, 5, 7,.…，, 故 分 母 是 (6n 十 4)(2n 十 1)!. 最 后 , 各 项 以 正 项 
始 , 正 负 交错 , 所 以 应 该 还 有 (1)”. 现在 , 我 们 得 到 

可 Ce (—1)"went4 

f(z) = 2 (6n + Dnt Dr 
现在 来 求 z50 和 z52 的 系数 . 对 前 者 , 解 6n +4= 50 得 到 mn = 23/3, 它 不 是 整数 ， 
所 以 z50 的 系数 为 0. 意味 着 
59(0) = 50! x (z50 的 系数 ) = 50! x 0=0. 

另外 对 z52, 解 6n 十 4= 52 得 到 n = 8, 故我 们 可 以 通过 观察 n = 8 时 的 结果 来 胡 
定 z52 的 系数 . 和 式 中 n= 8 的 项 是 


一 1)8z6x8+4 zx52 
(6x8+DCx8S+I)l 52x17 
所 以 系数 是 1/(52 x 17!). 最 后 ， 
、 1 51! 
(52) (0) = 52! x (z52 的 系数 ) = 52! x 一 一” = 一 . 
了 53)(0) = 52! x (z52 的 系数 ) = 52! x i 
注意 , 这 里 做 了 一 个 小 的 相 消 : 52!/52 = 51!, 在 继续 之 前 要 明白 这 么 做 的 正确 性 ! 
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有 时 , 一 个 函数 已 经 被 关于 x = a 的 一 个 窜 级 数 定义 , 你 可 能 需要 求 这 个 函数 
在 a 处 的 某 些 导 数 . 这 个 甚至 比 前 面 的 例子 容易 些 , 因为 不 用 先 求 泰勒 级 数 . 例如 ， 
假设 f(x) 定义 为 


> (一 1)2+1723(7z _ 6)3” 


nl 


b 


f(z) = 
n=0 


它 对 所 有 x 都 收敛 (为 什么 ? ). 假设 要 求 f830%(6) 的 值 . 窜 级 数 是 关于 xz = 6 的 ， 
故 利 用 公式 


了 300) (6) = 300!x (上 面 级 数 中 (x 一 6)3% 的 系数 ). 
要 知道 系数 的 值 , 应 该 求 出 n 的 什么 值 给 出 了 正确 的 项 . 看 上 面 的 级 数 , (z 一 6) 的 
指数 为 3n, 所 以 我 们 需要 3n = 300 的 项 . 因此 ”= 100, 代入 后 可 以 看 到 正确 的 项 


是 


(—1)1"+1003(z — 6)3° _ —1l ny 6)a00 
100! 0 

所 以 系数 是 -1000000/100!. 要 想 使 它 更 别致 一 点 , 可 以 将 100! 写成 100 x 99! 并 
消 掉 100, 得 到 系数 为 -10000/99!. 总 之 , 这 个 给 出 了 

| 
f(300) (6) = 300! x 10 oe _ 300! 人 000 
那 要 求 f30D(6) 怎么 办 呢 ? 可 以 证 明 索 级 数 中 没有 (z - 6)301 这 项 , 所 以 答案 为 0， 
这 部 分 留 给 你 自己 完成 . 
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你 也 可 以 利用 泰勒 级 数 来 求 特定 的 极限 . 特别 地 , 若 你 有 极限 
lim 7(®) 
2 一 0 g(x) 


z 二 0 时 , 分 子 分 母 都 为 0, 则 可 以 用 洛 必 达 法 则 ; 然而 , 若 想 求 


来 


其 中 


I 


.eT 十 z2cos(z) 一 1 
mt 1— | 

的 值 , 要 是 还 那么 做 , 你 会 发 疯 的 . 对 分 子 分 母 求 导 一 次 可 不 好 玩 , 更 不 必 说 可 能 要 
求 6 次 了 (结果 确实 如 此 ). 所 以 , 正确 的 方法 是 用 合适 的 麦克 劳 林 级 数 中 足够 多 的 
项 来 做 奉 代 . “足够 多 的 项 ”是 什么 意思 ? 我 们 希望 能 消去 一 些 项 , 且 不 想 让 分 子 或 
分 母 为 0. 我 们 先 求 到 第 8 阶 来 试 一 下 . 写 出 完整 的 麦克 劳 林 级 数 , 首先 , 因为 


2 Ks: 4 
误导 和 于 认定 
2 6 24 
用 -z2 代 换 x, 得 到 
2 zt 2Z6 Xs 
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又 因为 


2 4 6 
cos(Z) 一 1 5 i 


通过 两 边 乘 x? 可 得 x? cos(z) 的 级 数 : 


4 6 8 
W060) 二 
若 我 们 回 到 cos(z) 的 级 数 并 用 2z3 代 换 x, 可 得 
cos(273)=1 2 | EE ts pe 3 i 


这 里 我 们 甚至 不 需要 最 后 那 项 , 更 不 必 理 会 任何 次 数 更 高 的 项 , 因为 我 们 只 决定 到 
8 阶 . 当然 , 把 它 放 在 其 中 也 不 会 有 坏处 , 所 以 我 们 留 下 了 它 . 总 之 , 若 将 所 有 这 些 
联系 在 一 起 , 分 子 就 是 


ez +z2cos(z)—1 


FT 


1 1 
二 一 6 8 守护 
a ( + 
而 分 母 变 为 
2 
1 一 cos(2z3) = 1 (4 276 十 = = 


现在 代入 极限 , 我 们 有 


a 
2 ss 
erx2cos(z)—1 8 24 720 
lim = lim 
2 全 0 1 — cos(2x3) -0 


上 下 同时 除 以 最 低 次 项 zs, 并 代入 xz = 0 可 知 该 极限 等 于 


sg 
Rs 
2 16 


lim 
rz—0 


2 
Di 6 
a” 


所 以 可 知 , 阶 数 大 于 6 的 项 都 不 用 写 出 来 (这 就 是 为 什么 我 从 不 烦心 要 化 简 1/24 一 
1/720 的 原因 ). 基本 上 , 车 所 有 的 项 都 消去 了 , 就 意味 着 你 没 用 到 足够 多 的 项 ; 如 果 
还 有 一 些 项 , 说 明 你 已 经 写 出 了 足够 多 的 项 并 能 继续 下 去 . 如 果 最 高 只 能 写 到 5 阶 
个 (或 更 少 ), 又 得 到 了 0/0, 那么 就 不 会 继续 下 去 了 . 
我 们 再 看 一 个 例子 : 求 


i 1 1 
z20 sin(Z) er?—1/. 
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这 看 起 来 不 像 是 个 分 式 , 所 以 第 一 步 要 做 些 代数 运算 . 取 公分 母 , 就 像 我 们 在 14.1.3 


节 中 对 洛 必 达 类 型 B1 的 极限 所 做 的 一 样 , 将 极限 写成 
ji ez 一 1 一 sin(z) 
a smez 二 1 


现在 , 我 们 有 


2 
ey a 
e a 
和 
3 
sin(z) =z 一 二 十 : 


把 这 些 代 入 , 极限 变 为 


当 xz 一 0 时 , 还 是 最 低 次 起 决定 作用 . 为 了 说 明 这 个 , 上 下 同 除 以 2. 不 过 , 我 们 


可 以 稍微 变通 一 下 : 在 分 母 上 , 让 两 个 因子 都 除 以 x, 这 与 整个 分 母 除 以 z2 一 样 . 


极限 变 为 


/2 


1 


十 
0 人 > 


同样 , 写 出 其 他 的 项 不 会 有 什么 坏处 一 一 这 里 我 只 用 了 三 阶 , 不 过 更 高 阶 也 行 . 其 
实 , 甚至 三 阶 项 也 没有 参与 计算 , 分 母 中 只 用 到 了 一 阶 项 . 除非 你 是 心理 学 家 或 对 
这 事 有 很 好 的 直觉 , 否则 猜测 需要 多 少 项 真是 太 难 了 . 所 以 , 用 较 多 的 项 比 用 较 少 
的 项 要 好 , 因为 你 总 是 可 以 稍 后 略 去 它们 ; 然而 若 用 太 少 的 项 , 你 甚至 都 解 不 出 问 


题 . 
这 是 前 面 所 有 极限 可 行 的 真正 原因 : 若 f 有 最 低 次 项 为 awz” 的 麦克 劳 林 级 
数 , 则 


jz)~avzN, 当 zz 一 0 


我 们 在 21.4.5 节 提 过 这 个 结论 , 与 极限 比较 判别 法 联系 起 来 是 有 用 的 . 事实 上 , 上 


只 有 一 个 条 件 , 了 的 第 NN 十 1 阶 导 数 在 0 附近 有 界 . 下 面 是 


完整 


述 等 式 甚至 对 f 的 麦克 劳 林 级 数 关 于 xz = 0 不 收敛 的 情况 也 是 成 立 的. 所 以 没 必 
要 讨论 完整 的 麦克 劳 林 级 数 : 最 低 阶 且 非 0 的 f 关于 x =0 的 泰勒 多 项 式 是 以 了 . 


过 程 : 根据 泰勒 定 
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理 , 我 们 有 
本 NR Ss NN (0) N+1 
f(x) = aNnz’ + RN(X)= aNnzy 
其 中 c 介 于 0 和 z 之 间 . 现在 两 边 同 时 除 以 uvwzy 可 得 
fj@ Fr 
aNZN an(N + 1) 


右边 量 f(N+D)(c)/(an(N 十 1)!) 的 绝对 值 当 z 0 时 有 界 , 因为 分 母 是 常数 且 我 们 
已 经 假设 分 子 是 有 界 的 . 现在 可 用 三 明治 定理 来 证 明 上 述 方程 右边 的 最 后 一 项 在 
zx 一 0 时 趋 于 0. 即 ， 


jz)~avzN, 当 zz 一 0 
证 毕 . 怎样 ? 我 们 不 仅 得 到 了 一 个 利用 极限 比较 判别 法 的 便利 工具 , 而 且 证 明了 前 
面 的 极限 都 是 成 立 的 . 例如 , 为 了 真正 证 明 极限 
ez 一 1 一 sin(z) 
zo0 sin(Z)(er 一 1)” 
我 们 应 该 注意 到 ez -1- sin(z) 有 一 个 以 z2/2 开始 的 麦克 劳 林 级 数 , 所 以 当 z 一 0 
时 ez -1-sin(z) ~ 2z2/2. 类 似 地 , 当 z 一 0 时 sin(z) ~z, 且 当 zz 一 0 时 ez 一 1~z. 
于 可 以 乘 以 或 除 以 这 些 渐 近 关 系 (但 不 能 做 加 法 或 减法 !), 因而 可 以 说 
ez —1— sin(z) x2/2 
sin(z)(er —1) (z)(z) 一 
右边 就 是 1/2, 所 以 我 们 证 明了 


2 一 0. 


ji e”—1—sin(z) 1 

oo0 sin(z)(er 1) 2 
在 现实 中 , 上 面 的 方法 (运用 带 +.… 符号 的 整个 级 数 ) 是 被 广泛 接受 的 , 虽然 
严格 上 讲 它 只 是 围绕 真正 问题 论述 的 . 真正 发 生 的 已 在 前 面 关 于 余 项 RN 的 论证 


第 27 章 


岂 今 为 止 , 我 们 已 经 画 过 很 多 笛 卡 


儿 和 多 


在 , 我 们 将 从 不 同 的 角度 来 看 问题 : 首 


过 一 个 公共 参数 相 联系 时 会 怎样 ; 接 刹 


看 


晶 


时 又 会 发 生 什么 . 当然 , 我 们 也 会 做 
。 参数 方 程 、 图 和 求 切线 ; 
。 极 坐标 与 笛 卡 儿 佬 标的 互 换 ; 
。 求 极 坐 标 曲 线 的 切线 ; 
。 求 由 极 坐标 曲线 围 成 的 面 


口 
人 人. 


ey 


27.1 


AI 


些 计算 . 下 面 


A 


参数 方程 


参数 方程 和 极 坐 标 
E 标 系 下 形 如 yy = f(z) 的 方程 的 图 像 . 现 


先 看 一 下 当 坐 标 zx 和 y 不 直接 相关 而 是 通 
下 当 将 整个 坐标 系 换 成 完全 不 同 的 形式 
本 章 的 计划 ; 


民 容 易 地 求 虽 


方面 , 考虑 关系 2 十? = 9. 若 已 有 一 个 特定 的 > 值 , 则 你 需要 
相应 的 y 值 . 其 实 , 可 能 会 有 多 个 y 值 与 给 定 的 x 

然 , 你 可 以 写成 y= 土 V9 一 zx? 的 形式 , 意思 是 : 如 果 

应 于 z; 但 车 z = 土 ?, 则 只 有 一 个 y 值 与 之 对 应 . 


3<7Zz<3, 则 有 


来 看 另 一 种 方法 : 假设 > 和 yy 都 是 另 一 个 变量 t 的 函数 , 例如 
和 vy = 3sin(t). 


x= 3cos(t) 


这 里 是 想 


形式 加 以 强调 . 对 y 同 理 . 车 选 定 t 的 
相应 的 > 和 y 值 . 变量 t 被 称 为 参数 ， 


上 述 这 对 参数 方程 的 图 像 是 什么 书 
相应 y 值 的 一 般 方法 不 同 , 我 们 选择 一 些 t 值 ， 
只 能 采用 x 和 y 值 , 因为 没有 和 
的 值 包含 x. 假定 我 们 用 了 下 面 的 t 值 . 
t 0 T/6 T/4 


T/3 


写 下 形 如 y = z2sin(z) 的 方程 时 , 你 是 将 y 表示 为 了 关于 z 的 函数 . 所 以 ， 
若 已 有 z 的 特定 值 , 则 通过 将 该 z 值 代入 方程 可 以 4 上 相应 的 y 值 . 另 一 
稍 费 点 力气 来 求 得 
让 对 应 , 也 可 能 一 个 都 没有 . 当 


两 个 y 值 对 


/2 


让 你 将 z 看 作 关于 + 的 函数 ; 若 你 愿意 , 甚至 可 以 写成 z(t) = 3cos(t) 的 
直 , 则 可 通过 将 该 t 值 代入 上 面 的 方程 求 得 
上 述 方程 被 称 为 参数 方程 
LE 的 呢 ? 我 们 来 试 着 描 点 ， 与 选择 x 值 求 得 
并 求 得 相应 的 x 和 值 . 为 了 描 点 ， 
! 总 之 , 因为 有 三 角 函数 , 所 以 我 们 应 确保 选 定 
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我 们 用 方程 z = 3cos(t) 和 wy = 3sin(t) 算出 了 对 应 的 zx 和 值 , 便 可 填 表 如 
下 . 
t 0 x/6 x/4 T/3 T/2 
z 3 3V3/2 3/V2 3/2 0 
Y 0 3/2 3/V2 3V3/2 3 


所 示 . 
看 似 我 们 正在 讨论 中 心 在 原点 且 半 径 为 3 
的 1/4 圆 ， 这 并 不 奇怪 ， 只 要 知道 关于 三 角 函 
数 的 知识 ! (当然 , 对 任意 的 t 值 , 有 z2 十 妈 
(3cos(t))? + (3sin(t))? = 9(cos2( + sin?(t)) 


9.) 


若 继续 上 表 ， 


直到 上 


由 


[二 | 
由 | . 


继续 下 去 会 发 生 什么 呢 ? 你 就 会 习 
开始 向 负 方 向 继续 ， 那 就 


若 从 上 = 0 


在 沿 着 顺 时 针 方 


司 ; 而 若 一 直到 t = 2x, 则 得 到 整个 圆 ， 那 再 


7x， 就 描述 了 半 


向 而 不 是 逆 时 针 方 向 走 贺 .; 
圆 上 选 一 点 
值 与 该 点 对 应 , 而 是 有 无 穷 多 个 2r 


个 


并 不 是 只 有 


(2,Y)) 


E 新 描述 这 个 


t 


例如 ,t==0 对 应 于 点 (3,0), t = /6 对 应 于 点 (3V3/2,3/2). 上 面 5 个 点 如 图 27-1 


图 27-1 


数 , 则 上 = 2rm 对 应 于 x = 二 3 和 wy = 0, 即 点 (3,0). 


(例如 , [0, 27)) 上 


所 以 , 前 面 的 这 对 参数 方程 描述 了 
EE 取 值 时 是 这 样 的 . 你 可 以 说 


x= 3cos(t) 


和 y= 二 3sin(t), 其 中 0<t< 2x 


音 于 t 值 的 数 与 之 对 应 . 例如 , 若 ”为 任意 整 


圆 2 十 y= 9, 至 少 上 在 一 个 足够 大 的 区 间 


是 z2? 十 刀 = 9 的 参数 化 . 现在 , 我 问 你 : x 十 记 = 9 的 图 像 与 上 面 参数 化 的 图 像 一 


(3,0 


足以 看 出 蜗牛 移动 的 方 
不 同时 间 处 的 速度 . (他 


你 更 多 信息 : 


As 


样 吗 ? 一 样 , 但 也 不 一 样 . 当然 , 两 个 图 像 看 似 是 同 一 个 圆 , 不 过 参数 化 图 像 能 告诉 
圆 是 怎么 画 的 . 若 从 上 = 0 开始 且 连 续 移动 到 t = 2r, 则 你 就 可 以 从 
开始 并 以 不 变 的 速度 治 逆 时 针 方向 画 , 直到 回 到 起 点 . 


通过 观察 , 整 件 事情 就 像 蜗牛 移动 和 离开 时 留 下 的 粘液 轨迹 . 只 是 从 轨迹 并 不 


很 多 其 他 方法 可 以 画 出 相同 的 
需 令 t 在 0 到 间 取 


ey 


它 甚至 可 能 往 


口 


值 就 能 包含 整个 圆 , 并 且 


走 ! 你 也 说 不 


1 它 沿 着 轨迹 移动 时 
员 牛 步伐 ”不 是 它 移动 快慢 的 科学 描述 .) 借助 参数 化 , 就 像 
是 知道 了 每 一 时 刻 蜗牛 的 位 置 一 样 , 能 够 知道 方向 和 速度 等 其 他 信息 . 
那么 , 上 面 的 参数 化 是 zz 十 如 = 9 的 唯一 可 能 的 参数 化 吗 ? 当然 不 是 . 还 有 
圆 . 例如 , 令 xz = 3cos(2 和 wy = 3sin(2t), 现在 只 
这 时 的 速度 是 原来 的 两 倍 . 亦 或 , 令 


z 二 3sin(t) 和 yz = 3cos(), 其 中 0<t<2x. 现在 又 回 到 原来 的 速度 了 , 不 过 这 次 
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是 从 (0,3) 开始 以 顺 时 针 方向 而 不 是 逆 时 针 方向 运动 . 可 以 通过 描 点 来 验证 这 些 结 


论 . 


怎么 求 z?2 二 4y? = 9 的 参数 化 ? 画 该 方程 的 图 像 得 到 一 个 通过 点 ( 士 3,0) 和 
(0, 土 3/2) 的 椭圆 . 若 令 了 = 2y, 则 z2 +Y2 = 9. 这 是 新 坐标 (z,Y) 的 圆 , 所 以 可 以 


来 得 到 椭圆 的 参数 化 
x= 3cos(t) 
当然 , 这 不 是 唯一 的 参数 化 ! 


的 “半径 "为 646 = 2 单位 的 


和 y = jsin 


吾 
内 . 


但 才 


pA 


日 前 面 的 参数 化 : z = 3cos(9) 和 YY = 3sin(0), 0 < 9<2x. 现在 只 需 写 出 y = Y/2 


), 其 中 0 入 上 < 2 


那 x5 十 y6 = 64 呢 ? 这 个 曲线 留 给 你 来 画 , 你 可 以 看 到 该 图 像 就 像 是 一 个 膨胀 


这 局 发 了 我 们 可 以 调整 前 面 的 圆 的 参数 化 . 首先 ， 


我 们 需要 将 半径 改 为 2 单位 : 其 实 , z = 2cos(t) 和 wy = 2sin(t) 适合 圆 z2 二 2 = 4 
能 参数 化 膨胀 的 圆 , 因为 cos5(t) + sin5 白 = 1 一 般 不 成 立 . 那 怎 么 调整 它 呢 ? 


我 们 可 用 cos(t) 的 某 些 次 寡 来 替换 它 , 当 对 它们 取 6 次 方 时 , 可 得 cos?(t). 这 应 该 


是 cos13(t). 所 以 , 若 令 x = 2cos13(t) 和 vy = 2sinl3(, 则 应 该 可 行 . 我 们 来 验证 


一 下 : 


2Z6 + Yo = (2cosl3())6 + (2sin!/3(t))s = 64cos2( + 64 sin?(t) = 64, 


这 正 是 我 们 想 要 的 . 为 了 得 到 整个 曲线 , 如 前 面 


参数 方程 的 导数 


一 相 


f, 我 们 令 t 在 0 到 2x 间 取 值 . 


这 是 一 本 微 积 分 图 书 , 所 以 我 们 最 好 对 这 些 参 数 求 微 积分 . 要 求 曲 线 的 切线 方 


I 


程 ， 


两 边 除 以 dx/dt, 整理 后 得 


若 把 z 看 作 z(t),y 类 似 , 则 可 将 该 方程 为 写 为 


dy _ dy de 
dt dzdt’ 
dy yd 
dz dzx/dt 
dy _ YO 

dr 2 


我 们 用 3 个 例子 来 看 一 下 如 何 应 用 . 


求 导 , 我 们 有 


然 要 求 导 数 . 由 于 x 和 y 都 是 关于 的 函数 , 所 以 要 用 到 链 式 法 则 . 就 是 说 


首先 , 求 参数 曲线 上 对 应 于 t = 1/2 点 的 切线 斜率 和 切线 方程 , 参数 曲线 定 


—1l1<t<1. 


©O 


参数 方程 和 极 坐 标 


Ol 
[Ww 
[en] 
澡 
[Sw 
~ 
地 
小 


dz ee dy 1 
一 一 一 一 0 一 一 二 
A 
于 我 们 只 关心 点 t= 1/2, 因此 需要 立即 求 t+= 1/2 处 的 导数 , 可 得 
de 2 
dt e dt Vi-1/4 v3 


故 在 t= 1/2, 我 们 有 

dy dy/dt 2/V3  e 

dr dz/dt  —2/e V3 
太 好 了 ! 我 们 已 经 求 出 了 和 斜率. 那 切 线 呢 ? 该 直线 过 点 (zx,y) 且 斜 率 为 dy/dz. 斜率 
知道 了 ,但 z 和 yy 呢 ? 将 t=1/2 代入 原 z 和 的 方程 , 可 知 z = e-?(1/2 = 1/e， 
y = sin-1(1/2) = xz/6. 所 以 切线 方程 为 


TT e@ 1 
y 6 V3 7 ef 


1 x 


e 
1 一 本 | V3 FF 
现在 看 一 个 更 玉手 的 例子 : 求 曲 线 x6 + y6 = 64 在 点 (一 25/6,25/6) 的 切线 方 
程 . (应 当 将 该 点 代入 原 方程 验证 它 是 否 在 曲线 上 .) 该 问题 可 通过 隐 范 数 求 导 来 完 
成 , 不 过 这 里 我 们 用 前 一 节 末 的 参数 化 x = 2cosl3( 和 yy = 2sinl3(b) 来 完成 , 这 
里 0<t<2x. 求 导 得 到 


稍 作 化 简 后 为 


dz 2 4 dy 2._ 
3 1 于 一 二 sin 2/3(t) cos(t). 
3 C08 (t)sin(t) 逢 3sin (t) cos(t) 
故 由 链 式 求 导 法 则 ， 
2 
dy dy/dt 3 2/3(t) cos(t) cos5/3() 
dz dz/dt | 


2 : 5/3 “ 
-cos-2a(Dsng 型 FC) 


我 们 想 知道 在 点 (一 25/6, 25/6) 会 发 生 什 么 ， 令 z = -25/6, 由 于 z = 2cosL3()， 
可 知 2cos1/3(t) = 一 25/6, 所 以 cos(t) = -1/V2. 若 对 y 采用 相同 讨论 , 会 发 现 
sin(t) = 1/V2. 现在 可 以 求 出 上 了 一 一 若 想 求 t, 你 应 该 可 知 上 = 3x/4 是 0 到 2x 
之 间 的 唯一 解 . 不 过 无 论 如 何 , 你 都 不 必 求 t, 信 不 信 由 你 ! 知道 sin(t) 和 cos(#) 的 
值 就 足够 代入 前 面 dy/dz 的 表达 式 得 出 

dy cos5/3(t) (—1/vV2)5/3 


dr smn) (VD 
故我 们 已 经 求 出 了 切线 的 斜率 为 1 我 们 知道 它 过 点 (2, 胡 = (25/6,25/6) 且 斜 率 
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为 1, 所 以 它 的 切线 方程 为 


y 一 25/5 = 1(z 一 (一 25/5))， 
理解 为 什么 它 可 以 化 简 为 
4 三 人 十 211/6. 
现在 来 看 最 棘手 的 例子 (至 少 从 概念 上 讲 是 如 此 ). 给 定 参数 方程 
Zz 二 4t2 一 4 和 二 2t 一 2t3,t 为 所 有 实数 . 

这 些 方程 描述 了 z-y 平面 的 一 条 曲线 , 我 们 来 求 一 下 该 曲线 在 原点 的 任意 切线 方 
程 . 注意 我 说 的 是 “任意 ”而 不 是 “ 某 个 ”. 这 是 有 原因 的 ! 我 们 来 求 一 下 原点 对 应 
的 值 . 在 原点 , x 和 yy 的 值 都 为 0, 故 z=4(2 一 1)=0 和 y=2(t 一 如 )=0. 第 一 个 
方程 仅 当 妇 = 1 时 成 立 , 故 t 值 为 土 1; 这 两 个 值 都 满足 第 二 个 方程 . 结论 是 曲线 在 
t= 二 1 和 t= 一 1 时 都 过 原点 . 现在 我 们 知道 

dy dy/dt 2—6t 1 3 

dr dz/dt 8t 4t 4 
当 t=1, 我 们 有 dy/dz = 一 1/2, 所 以 切线 过 原点 且 和 斜率 为 -1/2. 因此 对 应 的 切线 
方程 为 y = 一 x/2. 另 一 方面 , 当 t= 一 1, 我 们 有 dy/dz = 1/2, 此 时 的 切线 方程 为 


要 确保 你 外 


CC 


y 二 2Z/2. 下 面 通过 曲线 的 图 像 来 说 明 为 什么 会 是 这 样 . 取 一 些 t 值 并 计算 出 相应 
的 z 和 值 , 填 表 如 下 . 
t 2 5 1 5 0 = 1 > 2 
ba 12 5 0 一 3 —4 一 3 0 5 12 
y 12 0 -了 0 了 0 - 闻 一 12 
出 这 些 点 并 做 合理 猜测 , 曲线 的 图 像 应 该 如 图 27-2 所 示 . 


图 27-2 
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我 们 看 到 在 原点 确实 有 两 条 切线 , 它们 的 斜率 为 1/2 和 -1/2, 这 看 起 来 很 合理 . 

假设 我 们 求 上 述 参数 方程 在 + = 1 处 的 二 阶 导数 . 求 dy/dz2 的 秘密 就 是 将 其 
看 作 dy//dz, 即 把 二 阶 导数 看 作 y 的 导数 , 而 Y 是 y 关于 z 的 导数 . 现在 问题 变 
得 简单 了 . 我 们 在 前 面 已 经 看 到 


ee A 


y 》 
dz 41 4 
先 不 要 将 += 1 代入, 利用 链 式 求 导 法 则 (和 x = 4t2 一 4) 得 


df :1 7338 1 2 
dy dy dy/dt dt\4t 4/) 22 4 1 3 
2 = 二 二 三 导 = 3 : 
dz dr dz/dt 二 (4 _4) 3t 32t 32t 


最 后 代入 t=1 得 


d2y 1 3 1 

dd 32 32 8 
参照 前 面 的 图 像 做 个 检查 . t = 1 对 应 的 曲线 部 分 是 y 轴 左 侧 环线 的 上 半 部 分 ， 
它 一 直 疝 下 穿 过 原点 移动 到 第 四 象限 . 若 你 只 关注 曲线 上 原点 附近 的 这 部 分 , 可 以 
看 到 这 部 分 其 实 是 下 四 的 , 故 至 少 我 们 可 以 确信 二 阶 导数 为 负 , 这 与 前 面 发 现 的 一 
样 . 


27.2 极 坐 标 


假设 你 的 朋友 站 在 一 块 很 大 的 平地 上 , 你 俩 都 认为 那 是 原点 所 在 . 你 会 告诉 他 
如 何 到 达 平 地 上 的 另 一 点 ， 如 果 利 用 第 卡 儿 坐标 系 , 你 就 会 告诉 你 的 朋友 走 到 点 
(zx,y), 意思 是 你 的 朋友 应 该 向 东 走 zx 个 单位 , 然后 再 向 北 走 y 个 单位 . (你 们 得 事 
先 确定 所 用 的 单位 .) 当然 , 若 zx 和 y 是 负 的 , 意味 着 你 朋友 要 往 回 走 一 定 的 单位 . 
你 的 朋友 也 可 以 先 向 北 走 y 个 单位 , 然后 再 向 东 走 z 个 单位 , 仍然 能 到 达 相 同 的 地 
点 


or 
= 


亦 或 , 你 可 以 让 你 的 朋友 面 朝 东 , 然后 告诉 他 向 道 时 针 方向 转 个 角度 (还 是 站 
在 原点 ). 若 角 度 是 负 的 , 意味 着 你 的 朋友 是 顺 时 针 转 . 然后 , 让 你 的 朋友 沿 着 他 面 
对 着 的 方向 行进 一 定 的 距离 . 若 该 距离 是 负 的 , 则 向 相反 方向 行进 . 此 时 与 笛 卡 儿 
坐标 (x,y) 不 同 , 你 朋友 将 到 达 (x,0), 这 里 9 是 转 过 的 角度 ,7 单位 是 行进 的 距离 . 

若 你 想 描述 的 点 是 原点 , 则 可 以 告诉 你 朋友 点 为 (0,9), 9 为 任意 角 . 他 转 过 多 
少 角度 是 没有 关系 的 , 因为 没有 行进 , 所 以 他 还 是 在 原点 . 还 可 以 知道 , 将 2x 加 到 
角 9 上 没有 差别 , 他 只 是 在 9 基础 上 原 地 转 一 圈 . 加 4r、6r 或 其 他 任何 2r 的 整 
数 倍 , 甚至 负 整数 倍 都 是 一 样 的 , 加 多 少 得 看 你 有 多 狠心 了 , 让 你 的 朋友 在 原 地 无 
目的 地 旋转 很 多 圈 只 会 让 他 眩晕 ! 现在 来 看 看 公式 . 


27.2 极 坐 标 


529 


27.2.1 极 坐标 与 笛 卡 儿 坐 标 互 换 
考虑 极 坐 标 系 下 的 点 (7,0), 如 图 27-3 所 示 . 


Pp 


r 


y/7, 
图 27-3 
(将 这 个 例子 与 27.1 节 


四 象限 ， 所 以 余弦 值 


为 正 


要 知道 ， 


展示 了 如 何 将 极 坐 标 转换 为 
儿 坐 标 是 什么 ? 首先 画图 以 便 理解 , 如 图 
根据 图 可 知 相关 角 为 2x 一 11x/6, 即 nw/6. 该 点 在 第 


因此 有 


你 的 朋友 站 在 原点 面 袁 x 轴 
针 旋 转 9 角 , 然后 向 前 行进 > 单位 到 达 了 点 P. 那么 的 笛 
卡 儿 坐 标 (z,y) 是 什么 呢 ? 我 们 知道 


z=rcos(0) 


和 w=7sin(9). 


27-4 所 示 . 


正弦 值 为 负 ， 由 此 可 得 x 


2 cos(117x/6) = 2. (V3/2) = V3, 以 及 y = 2sin(11r/6) = 一 
2. (-1/2) = 一 1. 因此 笛 卡 儿 坐 标 是 (V3, 一 1). 

通 ee en 总 比 将 母语 翻译 成 外 语 容 易 
些 , 极 坐 标 也 一 样 .， 从 笛 卡 儿 坐 标 转化 到 极 坐标 要 稍 难 
些 . 容易 的 部 分 是 7, 因为 由 色 股 定理 ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 知 图 
7r2 = 22 十 好. (也 可 以 通过 将 上 面 方 框 中 的 方程 取 平方 , 然后 加 起 来 # 


sin2(z) = 1 来 得 到 这 个 


并 未 告诉 我 们 9 的 确切 值 . 


等 式 .) 那么 9 呢 ? 我 们 知道 车 x 取 0, 由 


正方 向 , 然后 逆 时 


cos(0) = z/r 和 sin(0) = 


的 例子 z = 3cos(t), y = 3sin(t) 进行 比较 .) 总 之 , 这 些 方程 
笛 卡 儿 华 标 . 例如 , 极 坐标 系 下 的 点 (2,117x/6) 的 笛 卡 


27-4 


运用 cos2(z) 十 
1 tan(9) = y/z, 但 


这 


我 们 总 可 以 将 x 的 整数 倍加 到 9 | 


值 . 所 以 你 应 该 画 一 个 图 看 看 


具体 情况 . 上 面 情形 可 总 结 关 


7 = 


且 tan(O) 


之 (z 闯 0), 但 要 检验 象限 ! 


我 们 来 看 一 个 例子 : 


上 而 不 改变 tan(b) 的 


假设 要 将 (-1, -DT) 写成 极 


坐标 的 形式 .用 将 z = -1 和 wy = -1 代入 上 面 


V5 ,错误 的 点 

a 的 公式 , 得 到 = (-1D2 二 (-D2 = 2 和 tan(9) = 
(一 1)/(-1) =1. 所 以 看 似 r+ = V2 和 0 = tan-1(1) = 

x/4. 但 其 实 是 不 对 的 ! 检验 图 27-5. 
2 极 坐标 系 下 的 点 (V5, x/4) 是 错误 的 点 , 因为 它 
(1 在 第 一 象限 . 正确 的 点 在 第 三 象限 , 如 你 在 图 中 所 见 ， 

图 27-5 极 坐 标 应 为 (V2, 57/4). 

我 们 错 在 哪儿 了 呢 ? 实际 上 , 我 们 由 tan(9) = 1 推出 9= /4, 却 态 了 男 一 个 答 
案 9 = 5r/4. 我 们 还 得 到 r? = 2, 所 以 7 = V2, 舍 掉 解 "= 一 V3. 若 再 看 一 下 上 面 
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的 图 , 可 以 看 到 


点 (一 


点 站 在 原点 ， 


还 不 全 , 在 9 上 加 2x 的 作 


(a 


这 表明 有 无 穷 多 对 


然后 往 回 走 V2 个 单位 , 他 最 后 
现在 我 们 有 两 种 方式 将 (-1, -1) 写成 极 坐标 : (V2,5x/4) 和 (一 V2, zx/4). 但 这 
E 何 整数 倍 也 是 一 样 的 . 故 , 该 点 


十 zm ), (-v3, 了 + 2mm (n 为 整数 ). 
FP, 它们 都 描述 了 平面 


5 


4 
> 


(7,0) 在 两 个 让 


对 


Ls 3 
中 庆 


27 之 间 的 那 对 . 所 以 , 倘若 你 能 
坐标 (V2, 5r/4) 就 可 以 了 . 


个 问题 中 只 需要 一 


另外 一 些 例子 : 


AAA 
由 


中 
出 


在 相同 坐标 用 


下 画 出 这 些 点 , 如 图 


运用 前 面 


知道 我 们 要 找 的 角 


的 公式 tan(6) = y/z, 会 遇 到 些 麻 
烦 . 例如 , 在 点 (0,1 
这 是 没有 定义 的 ， 态 记 这 个 公式 吧 ! 只 看 图 


) 处 会 得 到 tan(9) = 1/ 


如 , 点 (0， 
是 (3,3x/2). 总 之 ， 


型 
x 


aE 
TI 


理解 这 不 是 唯一 的 极 坐标 形式 , 知 


0， 而 


是 fr/2, 故 (0,1) 的 极 坐 
(1 /2). 类 似 地 , (一 2,0) 的 极 坐 标 为 (2, 7), (0, 一 3) 
的 极 坐 标 为 (3,3r/2)， 当然 , 有 无 穷 多 个 答案 . 例 
3) 经 常 被 写 为 极 坐标 (3, 一 x/2) 而 不 
对 很 多 点 练习 笛 卡 儿 坐 标 


1, -1) 也 可 以 写成 极 坐标 (-V2 /4). 若 你 的 朋友 面 朝 错 误 的 
也 能 走 到 下 


用 的 所 有 极 坐 标 如 下 : 


可 


中 的 同一 个 点 (1, 一 1)! 
(7,0), 习惯 上 选择 +>0 且 0 在 0 到 


道 (-1 -1 有 极 


FE 儿 坐 标 为 (0,1)、( 一 2,0) 和 (0, 一 3) 的 点 的 极 坐 标 是 什么 ? 
27-6 所 示 . 


标 为 


(0,—3) 


和 极 坐标 的 互 换 , 直到 熟练 为 止 ， 


图 27-7 
以 原点 为 中 心 、C 个 单位 为 半径 的 


的 射线 . 上 图 显示 了 一 些 这 样 的 


识 到 |! 


图 27-6 


继续 讲述 之 前 ， 让 我 们 再 想 一 想 . 你 记得 在 


电影 里 看 到 的 监视 潜艇 的 发 着 绿 光 上 且 发 出 “ 哗 、 
阶 、 轮 .….…. ”声音 的 雷达 屏幕 吗 ? 那些 屏幕 就 


如 图 27-7 所 示 . 

这 就 是 极 坐 标 系 的 “格子 "， 你 知道 , 一 个 格 
子 包 含 z 为 常数 的 一 些 线 (垂直 的 线 ) 和 y 为 
常数 的 一 些 线 (水 平 的 线 ). 车 在 极 坐标 系 下 ， 则 


应 该 画 出 一 些 ”> 为 常数 的 曲线 ,， 和 一 些 9 为 肖 
数 的 曲线 . r 等 于 某 常数 C 的 这 些 点 构成 了 一 个 

出 , 而 9 为 常数 的 点 构成 了 一 条 以 原点 为 起 点 
司 和 射线 . 你 之 前 已 经 见 过 极 坐 标 , 只 不 过 从 未 意 


27.2.2 极 坐 标 系 中 男 曲 线 


假设 茶 函 数 的 极 坐标 方程 为 x = 了 (90), 我 们 想 在 极 坐标 系 下 画 出 所 有 


AN 
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许 是 做 个 函数 值 表 并 描 点 . 先 画 出 > = f(9) 在 笛 卡 儿 华 标 系 下 的 图 像 是 有 帮助 的 . 
例如 , 要 画 极 坐标 系 下 7 = 3sin(0) 的 图 像 , 其 中 0 < 0 < x, 我 们 先 画 出 以 ”> 和 0 


为 笛 卡 儿 坐 标 轴 的 > = 3sin(0) 图 像 , 见 图 27-8. 
3 
2 7 一 3sin (0) 
1 
—3 Se 
图 27-8 
该 图 说 明 随 着 角 由 0 转 到 x, 距离 > 由 0 增加 到 3, 然后 在 角度 到 x 时 回 到 0. 
所 以 所 求 的 曲线 如 图 27-9 所 示 . 
这 个 图 看 上 去 有 点 差劲 . 为 了 更 紧密 些 , 我 们 可 以 写 出 如 下 的 函数 值 表 . 
0 0 x/6 /4 /3 /2 27/3 3n/4 5m/6 
7 0 3/2 3/V2 3V3/2 3V3/2 3/V2 3/2 0 
夯 出 这 些 点 , 可 得 到 图 27-10. 
一 一 
3 *、 
EE 
\ 有 2 1 
0 
图 27-9 图 27-10 


所 以 它 其 实 像 一 个 真正 的 圆 , 不 是 那个 看 上 去 很 浆 脚 的 图 . 其 实 , 将 其 转换 成 
笛 卡 儿 坐 标 就 可 验证 . 事实 上 , 由 于 y = rsin(0), 且 有 7 = 3sin(9), 因而 可 以 消除 


0 得 到 ”2 = 3y. 男 一 方面 ， 
边 并 凑 成 关于 vy 的 完全 了 


心 、3/2 为 半径 的 圆 . 这 


72 二 Z2 十 2, 故我 们 得 到 z2 十 好 = 3y. 将 3y 移 到 左 
方式 可 得 z2 + (y 一 3/2)? = (3/2)2, 它 是 以 (0,3/2) 为 圆 
与 上 面 的 图 像 一 致 . 现在 , 可 自行 验证 若 0 从 x 变 到 2n, 结 


果 只 是 沿 厦 该 圆 又 描 一 


的 图 像 , 其 中 x = f(9) 在 9 给 定 的 范围 内 取 值 . 这 个 做 起 来 不 容易 , 最 好 的 方法 也 O 
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我 们 来 看 另 一 个 例子 . 假定 要 画 曲 线 > = 1 十 2cos(0), 其 中 0 入 0 入 2r 的 图 像 . 
首先 , 注意 笛 卡 儿 图 像 ( 见 图 27-11). 


图 27-11 


求 出 图 像 在 9 轴 (就 是 通常 被 认为 是 x 轴 的 水 平 轴 ) 的 交点 是 很 重要 的 . 你 知 
道 , 在 4 轴 的 交点 处 7 = 0, 所 以 这 时 极 坐 标 系 下 的 图 像 应 该 回 到 原点 . 在 这 个 例子 
中 , 我 们 有 1 二 2cos(9) = 0, 意味 着 cos(0) = 一 1/2. 由 于 cos(9) 是 负 的 , 因此 0 必须 
在 第 二 或 第 三 象限 . 而 且 相 应 的 角度 是 cos-1(1/2), 即 x/3. 我 们 推出 了 当 9 = 2r/3 
或 4r/3 时 = 0, 如 图 27-11 所 示 . 

现在 画 = 1 十 2cos(9 的 极 坐 标 图 像 . 随 着 0 从 0 增加 到 2x/3, 距离 7+ 从 3 
递减 到 0, 当 9 = x/2 时 穿 过 1. 这 是 目前 为 止 我 们 可 得 到 的 图 , 如 图 27-12 所 示 . 


2T 2 7 三 1 十 2 cos(0) 
3 2 下 
二 0 三 二 
\ 0<b< 气 


图 27-12 


随 着 9 从 27/3 增加 到 x, 距离 x 递减 到 -1. 这 意味 着 我 们 要 折 回 到 第 四 象 
限 , 而 不 是 停留 在 第 二 象限 , 图 27-13 可 以 说 明 . 


2T 7 一 1 十 2 cos(0) 


0<0=<7 


图 27-13 
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3 2 7 一 1 十 2 cos(0) 
、 0<0<27 


图 27-14 


随 着 0 从 2r/3 增加 到 x, 图 像 应 该 
包含 在 阴影 区 域 , 但 由 于 这 时 的 > 是 负 
的 , 所 以 图 像 一 下 转 到 了 第 四 象限 . 不 管 
怎样 , 我 们 可 以 用 这 种 方法 继续 讨论 直到 
9 = 27n, 或 者 至 少 注意 到 ~ = 1 十 2cos(9) 
的 笛 卡 儿 图 像 关于 直线 9 = x 是 对 称 
的 ， 这 意味 着 我 们 要 画 的 完整 图 像 就 是 
现 有 图 像 (关于 水 平 轴 ) 的 镜面 映像 ( 见 
图 27-14). 

最 后 , 我 们 来 观察 一 些 选 定 的 极 坐 标 
曲线 ( 见 图 27-15). 你 可 能 想 全 部 拿 下 这 
些 图 像 , 并 试图 画 出 图 来 , 或 者 说 服 自己 


相信 每 个 图 都 是 正确 的 . 不 管 怎样 , 你 应 该 画 很 多 极 坐标 曲线 , 直到 自己 感觉 不 再 


有 进展 了 . 


r=sin(20) 


0<0=<27 


图 


7 一 1 十 cos(O) 


0<0=<27 


7 一 Sin(30) 


0<0<7 


27-15 


2 
1+sin(9) 


下 5 下 
-<0< 


4 4 


图 27-15 ”( 续 ) 
关于 上 述 曲线 的 一 些 事实 . 
(GD 由 了 = 1+ cos(g) 确定 的 曲线 称 为 心 形 线 . 曲线 + 二 1+ 了 cos(0) 是 蜗牛 形 
曲线 的 一 个 例子 , 而 心 形 线 是 蜗牛 形 曲线 的 特例 . 
(2) 在 7 = sin(30) 的 图 像 中 , 角 0 只 从 0 取 到 x. 当 0 从 zt 取 到 2x 时 , 图像 
折 了 回来 , 就 像 圆 r+ = sin(b) 的 情形 一 样 . 
(3) 曲线 7 = 9 /是 阿 基 米 德 螺 旋 线 的 一 个 例子 , 该 曲线 不 是 周期 的 : 随 着 0 
的 增加 , 螺旋 变 得 越 来 越 大 . 
(4) 曲线 > = 2/(1L+sin(g) 看 起 来 像 一 个 抛物 线 . 实际 上 , 可 以 证 明 给 定 的 方 
程 在 笛 卡 儿 坐 标 下 为 z2 = 4 一 4y. 
27.2.3 求 极 坐标 曲线 的 切线 
幸运 的 是 , 求 极 坐标 曲线 的 切线 就 是 求 参数 方程 确定 的 曲线 的 切线 的 特殊 情 
形 . 我 们 已 经 在 第 27 章 开始 讨论 过 这 一 问题 的 一 般 求解 方法 . 我 们 来 看 一 下 在 极 
坐标 下 怎么 运用 这 个 方法 . 
我 们 有 "7 = f(9), 要 求 该 曲线 上 某 点 处 的 切线 . 利用 x = rcos(9) 和 y= rsin(0)， 
我 们 有 


z= f(0)cos(0) 和 vy = f(0)sin(O), 
这 意味 着 x 和 y 都 被 9 参数 化 了 . 根据 第 27 章 开始 部 分 的 公式 , 我 们 有 
dy dy/d0 
dz ”dz/db， 
这 给 出 了 通常 的 切线 斜率 . 最 后 , 只 需 代 入 我 们 所 关心 的 9. 这 就 是 该 问题 的 全 部 ， 
来 看 一 下 实例 . 
考虑 极 坐 标 下 的 曲线 > = 1 + 2cos(0)， 我们 在 前 一 节 画 过 该 曲线 图 像 , 假设 
我 们 要 求 穿 过 极 坐 标 为 (2, xz/3) 的 点 的 切线 方程 . 首先 检查 一 下 这 个 点 在 曲线 上 
吗 ? 当 0 =A/3, 有 1 十 2cos(9) = 1 十 2cos(x/3) = 2, 即 给 出 了 7 的 值 . 所 以 该 
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点 的 确 在 曲线 上 .下 一 步 , 我 们 要 求 出 切线 的 斜率 dy/dz. 我 们 有 x = ”cos(0) = 
(1 十 2cos(0)) cos(0) i y= 二 7sin(0) = (1 十 2cos(0)) sin(9), 需要 求 出 dy/d9 和 dzy/d0. 
不 幸 的 是 , 这 里 要 用 到 积 的 求 导 法 则 ， Tp 粮 , 自行 验证 
2 一 一 2sin2(0) + (1 +2cos(0)) cos(0) 和 -一 一 一 Sin(O)(1 +4cos(0)). 

所 以 , 我 们 有 

dy dy/dg ”一 2sin2(9) 十 (1 十 2cos(g)) cos(b ) 

dr dz/d0 —sin(0)(1 + 4cos(0)) 


我 们 想 知道 当 9 = /3 时 会 怎样 . 将 其 代入 , 应 该 可 得 
dy 2(3/4)+(l+2(1/2))(1/2) 1 
ds VB) ~ 33 

我 们 知道 了 所 求 直线 的 斜率 . 现在 只 需 找 到 直线 穿 过 的 一 个 点 . 

坐标 为 (2, 1/3), 不 过 我 们 需要 它 的 笛 卡 儿 坐 标 . 因此 , 只 需 用 x 


显然 那个 点 的 极 
二 7cos(0) 和 y = 


rsin(0) 来 得 到 x = 2cos(r/3) =1 和 yw = 2sin(r/3) 
线 过 点 (1 V3), 且 和 斜率 为 1/(3V3). 这 条 线 为 


y— V3= 


3 


稍 加 化 简 后 得 到 答案 


1 


那 这 条 曲线 在 原点 处 的 切线 呢 ? 见 27.2.2 节 中 x = 1 十 2cos(9) 
在 那 点 应 该 有 两 条 切线 ! 不 过 , 我 们 还 是 能 求 出 它们 的 方程 . 事 


= V3. 太 好 了 , 我 们 要 求 的 直 


mt 


的 图 像 , 可 以 看 至 
实 上 , 我 们 知道 当 


们 必 有 方程 y = -V3z 和 wy = V3z. 事实 上 , 这 些 直线 补 齐 了 对 
0 = 4r/3 的 射线 , 如 27.2.2 节 图 27-13 上 的 虚线 所 示 . 


27.2.4 求 极 坐标 曲线 围 成 的 面积 


7 二 0 时 曲线 过 原点 , 且 在 前 一 节 看 到 此 时 0 = 2r/3 或 9 = 4r/3. 可 以 验证 , 将 这 
些 9 值 分 别 代 入 前 面 dy/dz 的 方程 可 得 到 -V3 和 V3. 由 于 两 


条 切线 过 原点 , 它 
应 于 0 = 2r/3 或 


若 想 求 由 极 坐 标 曲线 ” = 
分 . 接 下 来 呢 ? 我 们 只 需 建立 正太 
取 介 于 0 和 0 十 d9 间 的 一 小 块 角 . 这 块 


f(9) 围 成 的 面积 , 其 中 f 假设 是 连续 的 , 则 需要 求 积 
的 黎 曼 和 . (回顾 黎 曼 和 , 参见 16.2 
9 治 逆 时 针 移动 , > 则 从 了 (9) 缓慢 移动 到 


节 .) 假设 我 们 


f(9 十 d0). 若 dg 很 小 , 则 7 不 会 距离 /0) 
d9, 以 原点 为 中 心 的 一 小 块 名 


很 远 , 所 以 可 以 用 半径 为 x = f(9)、 
图 来 近似 所 求 的 模 形 , 如 图 27-16 所 示 . 
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0 这 们 区 大 
27-16 
扇形 的 面积 是 半径 平方 的 二 分 之 一 乘 以 扇形 的 角 (当然 是 弧度 角 ). 所 以 , 可 以 
近似 枫 形 的 面积 为 5(7(O))2dg (平方 单位 ), 即 7240 当 0 从 go 变 到 0 时 , 整个 
面积 可 通过 将 所 有 的 枫 形 面 积 加 起 来 , 并 令 db 递减 于 0 来 得 到 . 即 有 ”下面 的 积 
分 : 


01 
(在 += 了 (9) 之 内 , 介 于 9=00 和 090=01 之 问 的 而 | 372d0 
Oo 


跟前 面 一 样 , 面积 以 平方 为 单位 . 
我 们 将 这 个 公式 用 于 曲线 x = 3sin(9), 其 中 0 < 9 < x 由 27.2.2 节 可 知 , 该 
O | 线 是 一 个 半径 为 3/2 个 单位 的 圆 , 所 以 它 的 面积 应 该 为 x(3/2)?, 即 9r/4 平方 单 
立 . 我 们 来 证 明 它 . 我 们 有 
面积 -| 3 1 三 ;| (3sin(0))2d0 = | sin2(0)d0. 
0 0 


1 这 个 积分 可 以 用 二 倍 角 公式 来 求解 , 就 像 19.1 节 开 始 描述 的 那样 . 请 验证 答案 为 
9n/4. 


这 是 一 个 更 难 的 例子 . 我 们 求 由 曲线 + = 1 + 2cos(b) 围 成 的 形 如 新 月 形 面包 
O 的 区 域 的 面积 , 如 图 27-17 所 示 . 


HK 
< 


2T 7 一 1 十 2 cos(0) 
0<0=<27 


图 27-17 


@ 要 证 明 这 个 公式 , 需要 考虑 f(9) 的 最 大 值 和 最 小 值 来 确定 面积 的 上 和 与 下 和 , 其 中 9 取 值 于 [90,01] 
的 子 区 间 , 然后 证 明 当 分 割 j 前 民 间 趋 于 0 时 , 上 和 与 下 和 都 收敛 于 相同 的 值 . 


27.2 极 坐 标 537 


看 来 应 该 能 够 利用 公式 求 得 我 们 要 求 的 面积 类 
2 1 1 27 
| 3" d0 =- | (1 + 2cos(0))*d0. 
同样 , 求 这 个 积分 还 要 用 到 二 倍 角 公式 . 你 可 自己 证 明 
1 


1 
3 | (1 + 2cos(0))2d0 = 34 十 2sin(O) 十 sin(20) 十 C. 


上 面 的 定 积分 可 以 通过 代入 9 = 2x 和 0= 0 并 相 减 ( 即 3r) 而 求 得 . 不 幸 的 是 , 这 
不 是 正确 的 答案 . 问题 出 在 当 9 位 于 2r/3 和 4r/3 之 间 时 , r 为 负 . 由 于 面积 公式 
中 包含 r?, 因此 无 法 辨别 正 负面 积 . (这 与 笛 卡 儿 坐 标 下 的 情况 大 不 相同 , 在 笛 卡 儿 
坐标 系 中 , y 轴 以 下 都 为 负 .) 所 以 , 我 们 刚才 求 得 的 是 在 曲线 ~ = |1 + cos(20)| 里 的 
面积 , 如 图 27-18 所 示 . 


7 一 |1 十 2 cos(0)| 


0<0=<2"7 


图 27-18 


为 了 修正 这 个 情况 , 我 们 需要 求 竖 轴 左 侧 的 小 环 内 的 面积 , 然后 从 原 面 积 中 减 

去 两 次 . 为 什么 是 两 次 ? 因为 减 去 一 次 只 是 得 到 上 图 剩 下 的 阴影 部 分 面积 , 而 我 们 
想 求 的 面积 其 实 是 在 该 区 域 再 剪 去 一 个 小 环 . 那么 如 何 求 小 环 内 的 面积 呢 ? 重复 上 
面 的 积分 , 不 过 这 次 从 2x/3 到 47/3: 

47/3 

小 环 的 面积 = ;| (1 + 2cos(0))*d0. 

27/3 
现在 用 前 面 的 反 导 来 求 积分 值 , 结果 为 (x 一 3V3/2) 平方 单位 . 因此 , 最 后 可 以 将 
我 们 要 求 的 面积 表示 成 3x 平方 单位 减 去 两 倍 的 小 环 面积 , 然后 计算 出 该 面积 : 
我 们 要 求 的 面积 = 37x 一 2 ( | 二 (x 十 3V3) 平方 单 


i 


位 . 


2 
如 该 例 所 示 , 若 可 能 为 负 , 在 利用 上 述 公式 求 极 坐标 系 下 的 面积 时 要 非常 小 心 
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为 什么 有 些 二 次 方程 很 有 趣 呢 ? 二 次 方程 z? 一 1==0 可 以 有 两 个 根 (1 和 一 1)， 
而 可 怜 的 22 十 1 = 0 则 没有 根 , 因为 它 的 判别 式 为 负 . 为 了 平衡 , 我 们 引入 了 复数 
的 概念 . 利用 复数 , 任何 一 个 二 次 方程 都 有 两 个 根 .”( 可 认为 (zx 一 a)? =0 的 复 根 a 
为 两 个 根 .) 下 面 是 我 们 即将 讨论 的 复数 内 容 : 

。 基 本 运算 (加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 ) 及 解 二 次 方程 ; 

。 复 平面 及 复数 的 笛 卡 儿 和 极 坐 标 形式 ; 

。 复 数 的 高 次 究 ; 

e 解 形 如 z? = w 的 方程 ; 

e 解 形 如 ez = w 的 方程 ; 

e。 利用 过 级 数 和 复数 的 一 些 技巧 求解 一 些 级 数 问题 


28.1 基 而 


不 能 取 一 1 的 平方 根 着 实 有 点 令 人 失望 . 然而 , 我 们 接 下 来 就 要 做 这 件 事 . 我 
们 创造 一 个 一 1 的 平方 根 , 称 之 为 i. 这 样 我 们 就 有 了 六 = -1.i 是 -1 唯一 的 平方 
根 吗 ? 不 , 如 果 这 个 世界 是 公平 的 , -i 也 应 该 是 一 个 平方 根 , 则 
(-)?° =(-1)°() =1(-1)= -1. 
(事实 上 , 世界 是 公平 的 , 这 一 系列 等 式 是 正确 的 .) 由 于 这 二 1=0 且 (-i)? 二 1=0， 
则 二 次 方程 2? 十 1 = 0 有 了 两 个 根 : 但 它们 不 是 实 根 , 它们 是 虚 根 . 那 2i 呢 ? 它 也 
是 虚 的 . 实际 上 , (2i)? = 22i2 = 4(-1) = 一 4, 所 以 (2i)? 是 一 个 负数 . 故 , 我 们 说 一 
个 数 是 虚数 , 意思 是 它 的 平方 是 一 个 负数 . 虚数 的 唯一 形式 为 yi, 其 中 y 是 不 等 于 
0 的 实数 . 也 可 用 iy 代替 yi 表示 虚数 . 

现在 , 你 可 以 对 实数 和 复数 进行 加 减 了 , 如 2 - 3i 但 结果 不 能 化 简 . 用 这 种 方 
法 , 我 们 得 到 所 有 的 复数 , 即 所 有 形 为 z 十 iy 的 数 , 其 中 x 和 为 实数 . 全 体 复数 
的 集合 通常 用 符号 C 来 表示 . 注意 , 所 有 虚数 都 是 复数 , 如 2i = 0 十 2i; 所 有 实数 也 
都 是 复数 , 如 -13 = -13 + 0i. 每 个 复数 都 有 实 部 和 虚 部 . 若 > = x 十 iy, 则 实 部 是 
z, 虚 部 是 y, 分 别 被 写作 Re(z) 和 Im(z). 例如 , Re(2 一 3i) =2 和 Im(2 一 3i) = 一 3. 
注意 , Im(2 - 3i) 不 是 -3i 而 是 -3. Re(2i) 是 什么 呢 ? 将 2i 写成 0 十 2i, 可 以 看 到 

@ 令 人 惊奇 的 是 , 它 对 更 高 次 的 多 项 式 也 成 立 : 任何 次 数 为 n 的 多 项 式 有 n 个 复数 根 ( 重 根 也 算 在 


内 ). 这 是 源 于 所 谓 的 代数 基本 定理 , 但 那个 方法 不 在 本 书 讨论 范围 内 . 或 许可 在 关于 复 分 析 的 书 中 
找到 更 多 相关 内 容 . 


实 部 是 0. 另 一 方面 , 虚 部 Im(2i) 显然 是 2. 
复数 的 加 减法 很 简单 . 就 是 将 实 部 相 加 (或 相 减 ), 然后 再 处 理 虚 部 . 例如 ， 
(2—3i)+(-6—7)=2—6—3i~7i=—4— 10i; 


减法 的 例子 是 
(2 一 旨 一 (-6 一 人 =2+6 一 3 十 在 一 8 十 下 
乘法 也 不 难 , 只 需 展开 , 但 要 记 住 每 次 见 到 记 时 都 要 把 它 换 成 -1. 例如 ， 
(2— 3i)(-6—7i)=2(-6)+2(-7i) — (3i)(-6) 一 (30( 一 7 
二 一 12 一 1 生 十 18i 十 21 这 一 一 12 十 生 一 21 一 一 33 十 入 . 


那 记 是 什么 呢 ? 让 呢 ? 下 呢 ? 我 们 从 8 开始 . 我 人 有 六 = 六 xi= (-1) xi= 一 
所 以 8 就 是 一 i 这 = 放 xi= (下 xi=1, 即 过 =1. 对 于 还 ,用 相同 的 方法 : 5 = 
4xi=1xi=i 事实 上 , 由 于 闪 = 了 1 我们 可 以 看 到 i 的 窜 次 在 1、i、 一 1、i 中 循 
环 . 例如 , i01 = i 因为 i2% = 1 (要 知道 100 可 被 4 整除 ). 

除法 呢 ? 有 点 环 手 , 不 过 还 好 . 方法 与 分 母 有 理化 很 相似 . 该 方法 源 于 如 下 的 
观察 : 如 果 有 一 个 复数 x 十 iy, 并 令 其 乘 以 复数 x 一 iy, 得 到 一 个 实数 . 当做 计算 时 ， 
会 意识 到 应 用 平方 差 公式 : 
(z+iy)(z -iy)= 7 (y= 7 iy = + 
z 和 yy 都 是 实数 , 显然 zz 和 wy 也 是 , 故 它们 的 和 也 是 实数 . 若 > = xz 十 iy, 与 其 对 
应 的 z 一 jy 是 如 此 重要 , 故 它 有 个 名 字 : 共 斩 复 数 , 并 表示 为 z. 例如 , 若 z = 2 一 3i, 
则 z=2+3i; 若 z=7i, 则 z= 一 7i. 注意 , 实数 的 共 轿 复数 仍 是 该 实数 , 因为 在 取 
共 思 复 数 时 , 只 是 变换 了 虚 部 的 符号 , 但 实数 的 虚 部 为 0. 如 前 面 的 公式 所 示 , 一 个 
数 与 它 的 共 斩 复 数 相 乘 得 实数 , 即 实 部 和 虚 部 的 平方 和 . 受 勾 股 定理 和 上 面 的 公式 
启发 , 对 给 定 的 复数 z = z 十 y, 我 们 定义 z 的 模 为 Vz2 十 如. 将 z 的 模 写 作 |z|， 
则 


i 


Iz +iy|= Vr? + 
这 里 是 一 些 例子 : |2 -3il = V22+(-3)2 = V4+9 = V13， 类 似 地 , |7i| = 
V2 十 72 =7. 那 |-13| 呢 ? 我 们 有 |-13| = V(-13? 十 02 = 13, 即 -13 的 绝对 
值 . 模 的 表示 符号 与 原来 绝对 值 的 表示 符号 完全 一 致 . 其 实 , 可 认为 模 是 绝对 值 的 
加 强 版 . 不 管 怎样 , 前 面 的 平方 差 公式 显示 了 复数 与 它 的 共 辆 复数 的 乘积 是 模 的 平 
方 , 即 


2 三 | 了 2 
完成 这 些 准 备 工 作 之 后 , 我 们 该 讨论 复数 除法 了 . 你 要 做 的 就 是 上 下 同 乘 分 母 部 分 
的 共 思 e 复 数 , 然后 展开 . 新 的 分 母 是 原 分 母 模 的 平方 , 如 


OW © 


2-3i (2—3i)(-6+7i) 


6—7 (6 7)(-6+7) 
分 子 部 分 需要 完全 展开 , 分 母 就 是 |-6 一 7 计 , 所 以 
2 


3i 12+18i+l4i-2l2 9+32 9 32. 
< = = 国 
6- (6) + (7)? 85 85 85 
我 们 可 推出 
2— 3i 9 2-3i\ 32 
一 ”一 一 虽 一 一 。 
Re (二 55 下 m (= 和 ) 85 
另 一 个 例子 : 求 


这 个 例子 有 个 小 陷阱 . 分 母 其 实 应 该 写成 -1 上 +i. 这 样 做 了 , 就 能 看 到 分 母 的 共 思 e 
复数 是 -1 一 i, 所 以 
3 二 (3+4)(-1-i) -3-3i-4-42 1-7 1 7 
1 


, (—1)? + (1)? 2 2 2 


i—1  (-1+i)( 
所 以 (3 十 细 /(i 一 1) 的 实 部 为 3， 它 的 虚 部 为 - 
我 们 来 看 看 如 何 解 二 次 方程 例如 , 欲 解 z2 Sd 只 需 用 二 次 方程 公 
式 和 V=-I=ji 来 得 出 
-3 土 V32 -4x1lx1l4 -3 土 V 二 4 季 3 V47. 
工 二 5 一 2 一 一 2 二 5 二 
注意 , 我 们 已 将 土 v-=47 化 简 为 二 V47 i. 如果 是 系数 为 复数 的 二 次 方程 呢 ? 二 次 
方程 公式 仍 可 用 , 但 可 能 要 求 复 数 的 平方 根 , 而 不 只 是 刚刚 做 的 只 是 求 负数 的 平方 
根 . 我 们 将 在 28.4.1 节 看 到 这 样 的 例子 . 


复 指数 函数 


我 们 已 经 讨论 了 如 何 加 、 乘 复数 . 那么 , 如 何 指数 化 它们 呢 ? 我 们 来 看 如 何 使 
形 如 ez 的 数 有 意义 , 其 中 z 是 复数 . 从 24.2.3 节 知 


“5 


对 所 有 实数 > 都 成 立 . 如 果 我 们 将 右边 的 x 换 成 z( 其 中 > 为 复数 ) 会 发 生 什么 ? 
我 们 将 得 到 一 个 项 为 复数 的 级 数 . 不 管 相信 与 否 , 你 仍 可 用 比 式 判别 法 证 明 该 级 数 
收敛 , 无 论 z 是 什么 样 的 复数 . (我 们 只 证 明了 实数 级 数 的 比 式 判别 法 , 但 你 一 旦 定 
义 了 复数 序列 的 收敛 , 该 证 明 仍 成 立 .) 受 所 有 这 些 启 发 , 我 们 对 任意 复数 z, 通过 


AK 
等 了 


定义 ez， 该 等 式 当 > 为 实数 时 当然 成 立 , 因为 ez 满足 上 面 等 式 ， 另 一 方面 ,如 
果 新 对 象 e 能 满足 我 们 对 指数 的 所 有 预期 就 好 了 .， 其实, 关键 是 满足 指数 法 则 
ezev 二 ez+w, 一 旦 我 们 知道 了 这 个 , 其 他 所 有 的 指数 法 则 马上 也 能 多 少 得 到 满足 . 
那么 , 怎么 证 明 eze* = e*+w? 这 里 有 一 个 间接 的 方法 . 我 们 知道 erey = esf? 

对 任意 实数 zx 和 y 成 立 , 这 意味 着 

co n 29 mm Oo 玫 

IE 
我 们 只 是 将 每 个 指数 用 它们 的 麦克 劳 林 级 数 代 换 了 , 在 每 个 和 中 用 了 不 同 的 虚拟 变 
量 . 如 果 将 左边 的 两 个 级 数 乘 开 , 将 得 到 一 些 x 和 y 窜 次 的 双 究 级 数 ; 右边 同 理 . 
因此 , 等 式 左 边 和 右边 z?"y7m 的 系数 相同 , 车 将 x 和 yy 用 复数 z 和 uw 分 别 代 蔡 , 同 
样 也 成 立 . 因此 , 我 们 证 明了 ezev = ez+w 对 任意 两 个 复数 > 和 ww 成 立 ! 


28.2 复 平面 


实数 常常 被 表示 为 数 轴 上 的 点 , 是 一 维 的 .从 字面 上 看 , 复数 还 多 一 维 . 其 实 ， 
若 z = z 十 iy, 我们 不 能 将 所 有 信息 压缩 到 一 个 实数 上 去 . 我 们 将 采用 复 平面 而 非 
实数 轴 . 复数 z = z 二 这 将 用 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 (z,y) 表示 . 画 形 如 2 一 3i、2i 和 
一 1 的 复数 是 很 简单 的 , 如 图 28-1 所 示 . 


你 应 该 将 每 个 点 看 作 一 个 复数 , 而 不 是 
一 对 实数 . 

在 前 一 章 我 们 看 到 ,可 将 平面 中 的 点 用 
极 坐 标 代 替 . (如 果 很 久 没 看 了 , 现在 应 该 复 
习 27.2.1 节 .) 那么 如 果 你 有 复 平 面 内 极 坐 标 
为 (7,9) 的 点 , 该 点 所 表示 的 复数 是 什么 呢 ? 
我 们 可 用 x = rcos(0) 和 w = rsin(0) 来 转化 
到 笛 卡 儿 坐 标 . 所 以 极 坐 标 (7,9) 表示 复数 
2 z= 三 7X 十 iy 二 7cos(9) 十 irsin(9). 特别 的 , 若 

7 二 1, 则 > 就 是 cos(9) + isin(0). 


图 28-1 
欧 拉 给 出 了 一 个 奇异 且 独 特 的 等 式 , 它 很 重要 : 


eig = cos(0) + isin(0). 
对 所 有 实数 0 都 成 立 .” 意 思 是 , 按 前 一 节 定 义 复数 ex9, 当 在 复 平面 上 画 该 点 时 有 


@ 该 等 式 证 明 见 本 章 末 . 
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极 坐标 (1,0). 所 以 ex 在 单位 贺 上 且 有 从 xz 轴 正 方向 开始 的 角 9. 图 28-2 给 出 了 
不 同 9 值 对 应 的 i. 


0 一 3 


2 


图 28-2 
对 于 不 在 单位 圆 上 的 点 , 你 只 需 乘 以 >. 特别 地 , 我 们 看 到 如 果 z 由 极 坐 标 系 


下 的 点 (7,0) 表示 , 则 z = rcos(9) 十 ir sin(9). 由 欧 拉 等 式 , 这 意味 着 z = rei9, 故我 
们 证 得 


若 (z,y) 和 (7,0) 为 相同 的 点 , 则 x 十 iy = rei. 


我 们 说 , 形 如 re 的 复数 为 极 坐标 形式 (与 之 相对 的 z+iy 为 箔 卡 儿 形 式 ). 例如 , 在 
上 图 中 -1 = ei”', 这 是 因为 稍 卡 儿 坐 标点 (一 1,0) 有 极 坐标 (1,7), 所 以 一 1+0i = leir. 
也 就 是 说 , -1 的 极 坐 标 形式 是 er. 类 似 地 , 笠 卡 儿 坐 标点 (0,1) 可 以 写成 极 坐标 
(1,7/2), 所 以 0+1i= leir/2, 或 i = eir/2.， 这 个 式 子 看 起 来 有 点 奇怪 , 但 确实 是 正 
确 的 : 左边 是 笛 卡 儿 形 式 , 而 右边 是 极 坐标 形式 . 相同 的 还 有 一 i = eilar/ 32， (知道 
为 什么 吗 ? ) 
在 27.2.1 节 , 我 们 看 到 有 无 穷 多 种 方式 来 表示 一 个 给 定 的 极 坐标 点 . 当 我 们 讨 
论 复数 时 与 之 一 致 , 这 里 令 x 非 负 . 同样 地 , 如 果 已 经 求 出 给 定点 的 极 坐 标 (x,9), 则 
可 以 将 2x 的 任意 整数 倍加 到 9 上 , 结果 不 变 . 例如 , 点 (0, 一 1) 有 极 坐 标 (1, 3r/2)， 
或 者 减 去 2x 得 到 该 点 的 另 一 个 极 坐 标 (1, 一 x/2)， 对 于 复数 , 这 意味 着 ei(3r/2) = 
e-i7/2. 所 以 ex 关于 0 是 周期 的 , 且 周 期 为 2r. 这 个 结果 很 重要 , 稍 后 将 用 到 . 
前 面 讨 论 了 ei = 一 1, 我 们 仔细 想 想 , 也 许 你 会 觉得 , 这 真是 太 令 人 惊叹 了 . 在 
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你 的 数学 学 习 中 , 有 多 少 个 基本 新 数 呢 ? 引入 -1 打开 了 通 往 负 数 的 大 门 . 数字 x 
来 自 圆 的 几何 . 等 字 e 是 自然 对 数 的 底 , 在 微 积分 学 习 中 很 重要 . 数字 i 指引 我 们 
通 往复 数 的 路 并 得 以 求解 二 次 (和 更 高 次 多 项 式 ) 方程 . 如 果 你 问 我 , 我 会 说 它们 
结合 成 这 样 简单 的 公式 真是 很 不 寻常 . 好 了 , 哲学 闲谈 就 到 此 , 我 们 来 看 一 些 复 数 
的 极 坐标 形式 与 笛 卡 儿 形 式 相互 转换 的 例子 . 
笛 卡 儿 形 式 和 极 坐标 形式 互 换 

将 极 坐标 形式 的 复数 转换 成 笛 卡 儿 形 式 , 可 以 直接 应 用 欧 拉 恒等式 , 即 ei? = 
cos(0) 十 isin(9). 例如 , 2ei(5%/6) 的 笛 卡 儿 形 式 是 什么 ? 根据 欧 拉 恒等式 , 为 2(cos(57/ 
6) + isin(5r/6))， 明白 为 什么 要 知道 三 角 函 数 形式 吗 ? 希望 你 能 算出 cos(5r/6) = 
一 V3/2 和 sin(5r/6) = 1/2, 所 以 


， 5 5 V3 1 二 
i(5r/6) 一 ts 1 gj = 一 1 = 1. 
2e 2 (eos ( 守 ) tisin( 守 )) :|( 5 + V3 1 


另 一 方面 , 如 27.2.1 节 所 述 , 由 笛 卡 儿 形 式 转换 到 极 坐标 形式 要 稍 难 一 些 . 在 
那 节 ， 


~ 一 Vz2 二 2 和 tan(b) = 
其 中 售 去 了 可 能 的 解 "= 一 Vx? 十 奶 , 因为 我 们 需要 复数 的 7 > 0. 顺便 说 一 下 , 我 
们 定义 z 的 模 为 |z| = Vz2 十 妇 , 所 以 7 等 于 |z|. 因此 模 |z| 是 从 原点 到 点 z 的 距 
离 (在 复 平面 中 ). 角 0 被 称 为 z 的 辐 角 , 写 为 arg(z)，( 通 常 要 求 0 < arg(z) < 2 
以 避免 产生 歧义 .”) 


将 z 由 笛 卡 儿 坐 标 转换 为 极 坐标 ,只 需 
用 上 面 的 公式 求 出 z 的 模 和 辐 角 . (其 实 , 有 
时 z 的 极 坐 标 形式 也 被 称 为 模 一 辐 角 式 .) 例 
如 , 如 何 将 z = 1 一 i 转换 成 极 坐 标 形式 ? 将 
z 写作 1 十 (1)i, 则 需 令 上 面 公 式 中 的 x = 
1,y = -1， 事实 上 , 车 z = rei?, 则 r= 
VI?+(-1)? = V2 tan(b) = (-1)/1 = -1. 
现在 需要 确定 9 的 正确 值 所 在 的 象限 . 最 好 

图 28-3 的 方法 是 画图 , 如 图 28-3 所 示 . 

显然 , 点 (1, 一 1) 在 第 四 象限 , 所 以 9 一 定 等 于 7x/4 ( 即 9 = 一 x/4). 所 以 ,我 
们 只 需 将 r = V2 和 0 = 7r/4 一 起 代入 rei 而 得 到 1 一 i = V2ei(?W9.， (车 用 
9 = 一 n/4, 将 得 到 1 一 i = V2e-i(W9. 要 知道 在 0 上 加 2 的 任意 整数 倍 都 是 正 
的 .) 


@ 这 个 条 件 也 经 常 被 写 为 -x < arg(z) & x. 


©O 
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让 我 们 来 看 一 对 看 似 易 混 的 例子 . 首先 , 如 何 写 2i 的 极 坐 标 形式 ? 考虑 2i 为 
0+2i, 故 它 可 由 复 平面 上 的 点 (0,2) 表示 . 因此 , 若 2i1= rei2, 则 有 7 = V02 十 22 = 2， 
而 tan(0) = 2/0. 等 一 下 , 不 对 , 0 不 能 作 除 数 . 我 们 画 个 图 来 看 看 0 应 该 是 什么 
(如 图 28-4 所 示 ). 

图 可 知 0 = 3, 这 与 前 面 奇怪 的 tan(b) 值 一 致 ， 因 为 tan (3 ) 无 定义 . 因此 ， 

我 们 有 2i = 2eim/2. i 这 正 是 前 一 节 的 公式 i= eiv2 的 2 倍 . 

那 将 -6 转换 成 极 坐 标 形 式 呢 ? 现在 我 们 将 -6 写 为 -6 十 0i, 可 知 
r= V(-6)?2+02=6, tan(0) = 0/(-6) = 


这 意味 着 9 是 x 的 整数 倍 , 为 了 确定 它 , 我 们 画 男 一 幅 图 ( 见 图 28-5). 


2i 


一 和 一 6i 


图 28-4 图 28-5 

现在 可 知 0 = (或 随 你 喜欢 , 选 -xn、3x, 甚至 任何 x 的 奇数 倍 ). 因此 , 我 们 有 
一 6 = 6e™. 顺便 提 一 句 , 若 除 以 6, 将 得 到 令 人 惊异 的 公式 ef = 一 1, 该 公式 在 上 一 
节 讨 论 过 


28.3 ”复数 的 高 次 过 
你 究竟 为 什么 要 用 极 坐 标 形式 呢 ? 一 个 原因 是 , 极 坐 标 形式 比较 容易 进行 乘 
法 和 取 窜 运算. 设想 用 2eri3w8) 乘 3ei4.， 这 个 很 简单 , 只 需 用 一 般 指数 法 则 ( 见 
9.1.1 节 ) 得 


(3ei™V/4) (2e-i(37/8)) 二 Gei(™/4—37/8) 三 Ge—i7/8. 
甚至 更 好 的 方式 , 如 取 3ei™4 的 200 次 窜 , 就 是 


(3ei™/4)200 一 3200ei(r/4)x200 3200ei(50m) . 


事实 上 , 由 欧 拉 恒等式 可 知 , ei(50m = cos(50r) + isin(50r). 由 于 50r 是 2r 的 整数 
倍 , 所 以 有 cos(50r) = 1 和 sin(50r) = 0, 故 证 得 (3eir/4)200 = 3200. 
很 多 时 候 , 你 想 要 的 最 终结 果 可 能 是 笛 卡 儿 形 式 的 . 例如 计算 (1 - iD)99, 并 给 
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出 笛 卡 儿 形 式 的 结果 . 将 该 式 展开 是 很 充 唐 的 , 所 以 我 们 不 会 那么 做 . 正确 的 方法 
是 将 1 一 i 转换 为 极 坐 标 形式 , 取 99 次 茵 , 然后 再 转换 回 笛 卡 儿 形 式 . 来 看 我 们 在 
前 一 节 见 到 的 极 坐 标 形式 的 1 一 i = V2ei(?WV9, 所 以 有 
(1 _ i)99 一 (V2eit7m/4))99 二 (21/2)99 (ei(7™/4))99 二 299/2ei(693r/4) 
现在 要 问 到 笛 卡 儿 形 式 . 在 转换 之 前 , 我 们 来 看 ei(693*/9. 这 个 分 数 693r/4 有 点 讨 
厌 . 要 知道 ex 以 关于 0 的 2r 为 周期 , 所 以 把 分 数 693r/4 的 所 有 27 倍数 去 掉 而 
不 影响 结果 , 故 有 693/4 = 173， 小 于 这 个 数 的 最 大 偶数 为 172, 且 这 两 个 数 之 差 
为 1733 一 172 = 5/4. 所 以 我 们 可 将 693r/4 看 作 172x + 5r/4. 因为 172r 是 2r 的 
整数 倍 (这 就 是 我 们 想 要 偶数 的 原因 , 172 就 是 这 种 情况 ), 所 以 ei(6937/4) = ei(57/4). 
这 样 就 好 多 了 , 现在 可 将 整个 式 子 写成 笛 卡 儿 形 式 : 

位 三 i)99 一 299/2ei(693r/4) 一 299/26i(57/4) 一 299/2 (ee (至 ) 十 isin (至 )) 

1 1 
09999121 一 二 
万 i) 

其 实 , 这 个 式 子 还 可 以 进一步 将 1/V2 简写 为 2-12, 最 终 的 结果 为 -249(1 二 i). 作 
为 练习 , 你 可 以 对 另 一 种 极 坐 标 形 式 1 -i= V2erir/4, 验证 有 相同 的 结果 . 

总 之 , 若 取 复数 的 高 次 窜 , 首先 将 它 转化 为 极 坐 标 形式 , 然后 取 震 . 求 小 于 9 的 
r 的 最 大 偶数 倍 , 然后 从 9 中 减 去 这 个 偶数 倍 , 且 用 所 得 新 数 来 代 换 0. 最 后 , 换 回 
笛 卡 儿 形 式 . 


28.4 解 z7= 二 ww 


我 们 来 看 一 个 复杂 的 主题 : 如 何 解 形 如 z" = w 的 方程 , 其 中 n 是 整数 , w 为 
复数 . 这 意味 着 要 取 w 的 n 次 方 根 , 但 并 不 是 简单 的 z= Ww, 因为 它 没有 告诉 我 
们 太 多 信息 . 相反 , 我 们 将 直接 求解 . 因为 极 坐 标 形式 的 容 次 很 好 算 , 而 它 就 是 我 们 
要 用 的 . 


4 例如 , 求解 z= 一 V3 十 i, 我 们 应 该 同时 用 > 
和 w= 一 V3 十 i 的 极 坐标 . 因为 不 知道 z 的 值 ， 
所 以 令 z = rei. 要 求 z, 只 需求 r+ 和 0. 对 于 ww， 
我 们 写 出 -V3 十 i = Reiy 并 求 R 和 bp. (这 里 用 
及 和 而 不 是 > 和 0, 是 因为 后 两 个 变量 已 经 用 
于 z 了 .) 现在 , 我 们 来 画 出 该 情形 对 应 的 图 ( 见 
图 28-6 图 28-6). 


所 以 我 们 有 R= V(-V3)2+12 =2 和 tan(9) = 一 1/V3. 由 于 点 在 第 二 象限 
9 必 为 5r/6. 太 好 了 , 我 们 知道 了 极 坐 标 形式 下 一 V3 十 i = 2ei(57/6). 


量 So 


现在 我 们 把 注意 = -V3+i 上 ， ee 
在 左边 , 我 们 用 rei? 代 换 z, 得 到 25 = (reig)5 = r5ei(59); 而 我 们 已 经 知道 右边 为 
2ei(57/6)， 政 方程 变 为 


7r5ei(59) 一 2ei(5m/6) 
若 两 边 同 时 取 模 , 可 得 "5 = 2 (因为 车 4 是 实数 , ei4 的 模 总 为 1). 然后 我 们 可 以 
消去 5 和 2, 因为 它们 相等 , 从 而 得 到 ei(59) = eit5W6). 我 们 已 将 上 述 方 程 分 成 了 
两 个 独立 的 方程 : 


foe 


r5 一 2 和 ei(50) 三 ei(57/6) 
第 一 个 方程 很 容易 求解 : 只 需 取 5 区 得 到 > = 215, 这 是 合理 的 , 因为 > 是 
一 个 非 负 实数 . 对 于 第 二 个 方程 , 你 可 能 想 说 50 = 5r/6, 但 其 实 没 那么 简单 . 记 住 ， 
ex 关于 变量 0 以 27 为 周期 ! 你 可 以 通过 下 面 这 个 重要 原理 来 阐释 这 个 结果 , 这 个 
原理 你 一 定 要 着 重 记 忆 : 


若 ei4 = ei3 对 任意 实数 4 和 B 成 立 , 则 4 = B 二 2xk, 其 中 大 是 整数 ， 


该 原理 使 我 们 转危为安 . 由 于 ei(59) = ei(57/6), 因而 我 们 运用 该 原理 有 


= 

其 中 大 为 整数 . 除 以 5, 有 
让 
6 5 “ 


看 起 来 好 像 有 无 穷 多 个 9 值 , 因此 方程 有 无 穷 多 个 z 值 . 然而 , 外 表 是 有 坎 骗 性 的 ! 
你 看 , 由 于 n= 5, 所 以 只 需要 用 到 的 前 5 个 值 , 即 大 = 0,1,2,3,4. 我 们 一 会 儿 会 


讨论 其 原因 . 现在 , 我 们 可 以 计算 出 从 0 取 到 4 时 ,9 的 值 分 别 为 
区 nT 2nx 177 Tn 4xn\y 297n 
6 人 加 -0 人 | -30° 
xT 6nx 417 TT 8 537 
(5+ 备 )= 往 人 


将 9 的 这 些 值 和 r = 215 代入 方程 z = rei9, 可 得 


z 一 21/5eir/6， 21/5ei(l7r/30)， 21/56i(297/30) 21/5ei(4lmr/30)， 21/56i(537/30). 
4 然 , 将 这 些 解 转换 为 笛 卡 儿 形 式 就 好 了 . 第 一 个 解 很 容易 : 
1/5 sir/6 _ 91/5 亚 ;i (TN) 1/5 V3 .1 _ 9-4/5 ; 
2.”e 2 (cos (5) +isn(5)) 2 ( + 记 2-4/5(V3+i). 
其 他 的 解 看 起 来 就 没 那 么 简单 了 . 例如 , 第 二 个 解 


; 177x 177x 
1/56i(17x/30) —_ 91/5 pe Se 
2-/?e 2 "(加 ) +isn (加 )) 


I 
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并 不 容易 化 简 . (你 知道 cos(17r/30) 是 多 少 吗 ? 我 不 知道 , 但 没 必要 算出 
我 把 用 (未 化 简 的 ) 笛 卡 儿 形 式 写 出 其 
只 需 从 0 取 到 4, 而 舍 掉 其 


现在 , 我 们 来 看 为 什么 


他 3 个 解 的 工作 留 给 你 完成 . 


来 .) 


当 有 =5 时 会 怎样 . 运用 前 面 的 方程 
0= TL 十 2k 
6 5 ” 
当天 = 5 时 , 我 们 有 
TT 2TX5 ZX 
有 二 6 十 5 6 十 27. 
这 个 结果 当然 与 我 们 给 出 的 其 他 9 值 不 一 样 , 但 并 没有 


因为 


多 边 形 . (w = 0 时 例外 , 这 种 情况 下 z = 0 是 唯 


21/5eitr/6+2m) 21/5ei(r/6 


即 , 我 们 得 到 了 一 个 与 & = 0 情形 一 样 的 解 ， 类 似 地 ， 
k= 二 1 时 一 样 的 z 值 . 
k=0,5,10,:.. 和 k=—5,—10,—15,..: 
k= 二 1,6,11,:…… 和 二 一 4, 一 9, 一 14,.… 给 出 
该 重视 这 个 结果 , 它 在 实践 中 很 容易 应 


17 下 
30 


0 一 


全 
9 4 30 人 
80 此: 
图 28-7 (多 
Se 


一 般 地 , 方程 2* =w 有 nn 


他 所 有 的 大 值 . 我 们 来 看 


上 现 不 同 的 > 值 . 为 什么 ? 


下 二 6, 你 应 该 得 到 与 


般 地 , 每 次 将 & 加 5, 你 就 会 再 
样 有 相同 的 解 ， 
了 相同 的 解 . 


次 得 到 相同 的 z 值 . 所 以 ， 
即 z = 215ei(W6). 类 似 地 ， 
其 他 3 个 解 也 一 样 . 你 应 


用 : 除非 w = 0, 否则 在 大 = 0,1,… ,n 一 1 时 ， 


方程 z? = w 有 个 不 同 的 解 . 那些 就 是 你 要 


要 大 = 0,1,2,3,4. 


用 到 的 大 值 . 我 们 的 例子 中 n = 5, 所 以 只 需 


差 ( 即 9 值 ) 为 


个 解 , 当 


男 


我 们 来 给 出 求解 z? = w 的 主要 步骤 : 
(1) 将 z= rei 写成 极 坐标 . 则 z" = rein2; 
(2) 将 w 转化 成 极 坐 标 . 我 们 设 w = Reiy; 


于 z? 二 w, 因 


(3) | 


而 原 方程 可 以 写成 r"ein4 = Rei$, 这 里 的 n、R 和 的 值 
已 知 , 而 > 和 9 是 我 们 想 求 的 (所 以 它们 作为 变量 


出 现 ); 


(4) 分 成 两 个 方程 : r? = R 和 ei" = eiy; 


在 复 平 面 中 描画 所 有 的 解 会 很 有 意思 . 
们 的 模 都 为 215, 这 意味 着 它们 都 在 中 心 在 原 
点 、 半 径 为 2V5 单位 的 


之 一 . 这 意味 着 所 有 的 解 均 匀 的 分 布 在 
; 也 就 是 说 , 它们 形成 了 一 个 规则 的 五 边 形 
用 2 到 zw 标记 ), 如 图 28-7 所 示 . 

出 这 些 解 时 , 它们 的 顶点 形成 了 一 个 正 n 
的 解 , 但 它 是 n 重 的 ). 


mr 


已 


圆 上 . 而 且 , 连续 解 的 
2r/5, 它 是 整个 圆周 的 五 
圆周 
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(5) 第 一 个 方程 很 容易 求解 : 取 n 次 方 根 可 得 7 = RW"， 
(6) 求解 第 二 个 方程 可 运用 前 面 方 框 中 的 原理 ， 于 是 得 nb = 办 十 2TK， 其 中 天 


是 整数 ; 


(7) 用 n 除 这 个 结果 , 然后 写 出 当天 = 0,1,2,… 
(8) 将 7 值 和 不 同 的 9 值 代入 z= re, 得 到 m 


,nm 一 1 时 的 所 有 不 同 的 9 值 ; 
个 不 同 的 z 值 , 即 为 解 ; 


(9) 若 有 必要 , 将 每 个 解 转 换 成 笛 卡 儿 坐 标 形式 . 
我 们 再 看 一 个 例子 : i 的 三 次 方 根 是 多 少 ? 这 个 问题 需求 解 方程 z3 = i. 我 们 


先 写 出 > = rei, 则 >3 = r3ei(39) (第 1 步 ). 现在 ， 


我 们 需要 将 i 转换 成 极 坐 标 (第 


2 步 ), 我 们 已 经 知道 i = eiWV2. 由 于 ”= i, 因而 我 们 有 r3ei(39) = 1eiw/2 (第 3 步 ). 


这 就 导出 方程 r3 = 1 和 ei(39) = eiw? (第 4 步 ). 


对 第 Pe 可 得 


"二 1 (第 5 步 ), 再 根据 重要 原理 , 第 二 个 方程 解 出 30 = nx/2 十 2xk, 其 是 整数 
(第 6 步 ). 这 与 0 = Ar/6 + 2rk/3 等 价 , 由 于 这 个 问题 中 的 n= 3， 0 


k == 0,1,2, 于 是 得 到 


0 一 区 Le _ 57 
6 6 3/ 6 


(第 7 步 ). 继而 推导 出 z 的 三 个 可 能 值 为 


是 _ 37 
6 3/) 2 


二 二 eir/6， ei(5m/6)， ei(3r/2) 
(第 8 步 ). 最 后 , 我 们 应 该 将 这 些 解 转换 为 笛 卡 儿 形 式 (第 9 步 ). 第 一 个 解 为 
on/6 一 is fr _V3 1 
ZZ 二 € cos (©) +isin (4) 3 十 膏 - 
第 二 个 解 为 
5 5 V3 .1 
— ai(5r/6) 一 人 a 二 ， 
2 一 e os( 到) in( 到 ) 2 15: i 
有 一 从、 站 
第 三 个 解 为 3 入 
一 ei(3r/2) 一 cos (到 risin( 二 =0—i(l)= 一 i. “ 
= 


我 们 画 出 这 三 个 解 , 从 图 28-8 中 可 以 看 出 , 它们 的 确 形 


成 了 一 个 等 边 三 角形 . 


一 些 变 式 


假设 要 求解 方程 (z 一 2)3 =i. 没 问 题 , 只 需 令 2 = z 一 2, 则 方程 为 23 =i 像 


上 节 我 们 所 做 的 那样 来 解 这 个 方程 , 可 得 


1 
Z=& a a i 
最 后 , 两 边 同 时 加 2, 可 得 
V3 .1 V3 .1 
2 一 21 上 一， 2 上 1 一， 2 一 1i 
2 2 2 2 


点 都 不 难 . 不 过 这 里 有 个 较 难 的 , 我 们 来 试 着 求解 二 次 方程 


22 十 a 0 
运用 二 次 公式 , 我 们 得 到 
-1 /1 .V3 
Vi V2 7 
这 个 结果 是 正确 的 , 但 它 不 是 笛 卡 儿 形 式 (也 不 是 极 坐 标 形 式 ), 所 以 我 们 要 试 着 化 
简 它 . 我 们 需要 求 复 妆 ep 的 二 次 方 根 . 怎么 做 呢 ? 求解 方程 22 = 3 十 


根据 前 面 的 步 又 , 我 们 写 出 Z = re%， 极 坐标 形式 为 了 + 人 _ er/3 可 自行 证 


明 . 所 以 我 们 的 方程 变 为 "2ei24 = eir/3， 这 意味 着 "2 = 1 和 20 = 7/3 十 2nk, 其 
中 天 = 0 或 1. (要 记 住 重 要 原理 0) 所 以 ,我们 有 r= 1 和 9 = /6 或 7r/6, 这 意 
味 着 2 = er 或 2 = er， 再 一 次 , 需要 验证 , 它们 对 应 的 笛 卡 儿 形式 分 别 为 


2= Ye 最 后 , 我 们 可 以 在 上 面 z 的 方程 中 用 土 (+ 3 
2 2 2 3 
来 代 换 +V/ 3 十 得 到 
ls V3 me! 
Vi \2 2 
化 简 为 4 
| 1 | V3 | i 或 1 V3 i 
2vV; 4 4 ~ 2vV; 4 4 


来 看 男 一 个 例子 . 如 何在 复数 域 上 将 (z4 -2 十 1) 因 式 分 解 ” 在 实数 域 上 又 
如 何 呢 ? 在 第 一 个 情形 中 , 我 们 只 需求 出 方程 zt 一 十 1 = 0 的 所 有 复数 解 , 共 4 
个 . 为 了 求解 , 我 们 首先 需要 知道 这 个 方程 其 实 是 z? 的 二 次 方程 . 我 们 令 2 = 22， 
则 方程 变 为 22 一 2Z 十 1= 0. 运用 二 次 公式 求解 得 


> ltV-3 1 .V3 
Z=z = 5 = 3 EE 本 
我 们 需求 了 + ix 和 了 一 ix 的 二 次 方 根 . 我 们 在 前 个 例子 中 已 经 完成 了 对 第 一 


个 数 的 求解 , 你 可 以 按 相 同 的 步骤 来 处 理 第 二 个 数 , 足够 简单 . 这 两 个 数 各 有 两 个 
平方 根 , 算出 来 为 


yA ye V3+i V3—i 
D7 D2 2 ” 2 
这 些 是 24 一 十 1 = 二 0 的 解 . 由 此 , 我 们 可 将 zt 一 安 十 1 因 式 分 解 为 
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-2 2 (: 二 (: +)(: =). 


这 是 复 因 式 分 解 . 为 了 求 出 实 因 式 分 解 , 我 们 需要 运用 一 个 事实 : 若 w 为 任意 复 
数 , 则 (z 一 w)(z 一 五) 相 乘 有 实 系数 . 事实 上 , 你 会 得 到 z2 一 (ww 十 夯 )z 十 5D, 易 知 
册 十 全 二 2Re(w)( 为 实数 ), 而 我 们 已 知 ww = |w|” 也 是 实数 . 不 知道 你 是 否 注意 到 ， 
我 已 将 四 个 因 式 巧妙 地 分 了 组 , 使 得 将 前 两 个 因 式 相 乘 时 得 到 
V3+i V3-i 2 /v3ti V3-iN /v3tid (v3-i 
“3 0 2 "2 ) 2 2 
一 22 一 V3z 十 1. 

类 似 地 , 你 可 以 验证 后 两 个 因 式 相 乘 得 到 的 是 2 上 + V3z 十 1. 故 结论 是 

z4 一 22+1=(22--V3z+1)(z2 十 V3z 十 ]). 


式 来 计算 , 会 相当 棘手 . 


注意 , 这 里 没有 任何 复数 . 然而 , 这 个 例子 若 不 用 因 


28.5 解 ez 一 人 忆 


定 的 w 求解 形 如 ez = w 的 方程 了 . 要 是 能 写成 z = In(w) 

+i) 是 多 少 呢 ? 让 我 们 来 回答 这 个 问题 . 

事实 上 , 若 说 有 什么 区 别 
E 解 e*， 我 们 来 看 如 果 


个 


现在 该 讨论 如 何 对 给 
就 好 了 , 但 帮助 并 不 大 . 例如 , In( 一 V3 
笠 运 的 是 , 求解 ez = w 并 不 比 求解 z* = w 难 多 少 ， 
的 话 , 就 是 求解 更 简单 . 在 讨论 解法 之 前 , 我 们 需要 更 多 地 到 
写成 z =z 十 iy 会 发 生 什 么 . 我 们 得 到 


ez = ez+i ~ ereiy. 


那 又 怎样 ? 这 里 的 关键 是 , 这 已 经 是 极 坐标 形式 了 . 模 为 e*, 辐 角 为 y， 如 果 你 愿 
意 , 也 可 写 为 7 = e” ( 记 住 , e* 是 正 实数 ), 9 = y. 这 意味 着 , 若 z 的 笛 卡 儿 形式 是 
Zz 十 iy, 则 ez 自动 有 极 坐 标 形式 ez = e*eiy. 所 以 ,求解 ee =w 和 z" =w 时 的 主要 
区 别 是 , 前 个 问题 中 不 必 将 z 写成 极 坐标 形式 , 而 后 个 问题 中 需要 这 样 做 . 这 个 问 
题 还 有 个 副 产 物 , 即 方程 ez = w 有 无 穷 多 个 解 (除非 w = 0, 在 这 种 情况 下 方程 无 


解 ). 
我 们 来 求解 ez = -V3+i. 我 们 已 经 将 
节 ). 为 了 处 理 左边 , 要 将 z =Z 十 这 写成 和 


右边 转换 成 了 极 坐标 2ei(5™6) (参见 28.4 
全 卡 儿 化 标 , 所 以 ez = ereiy. 因此 , 将 原 


方程 转换 成 极 坐标 形式 , 可 得 


eTeiy 一 2e 
现在 分 成 两 个 方程 ; 
ez 一 2 和 eiy 


i(5r/6) 


一 -| ei(57/6) 
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为 求解 第 一 个 方程 , 我 们 需要 取 对 数 , 可 知 x = In(2). 对 第 二 个 方程 , 我 们 运用 重 
要 原理 可 得 y = 5r/6 十 2nk, 其 中 大 是 整数 . 最 后 , 将 这 些 值 代入 z = xz 十 iy, 可 得 
2 一 ]n(2) 十 i 全 + 2nk) ， 


其 中 天 是 任意 整数 . 在 本 例 中 , 不 同 的 & 值 有 不 同 的 z 值 , 所 以 我 们 需要 用 到 所 有 
的 天 值 . 我 们 来 画 出 对 应 上 = 一 2, 一 1,0,1,2 的 z 值 (为 了 清晰 起 见 , 我 们 对 两 坐标 
轴 运 用 了 不 同 的 尺度 ), 如 图 28-9 所 示 . 


所 以 , 解 都 在 垂直 线 x = In(2) 上 均匀 分 布 . 
顺便 提 一 句 , 这 意味 着 它们 形成 复数 的 等 差 数 列 . 
il 。 虽然 图 中 只 显示 了 5 个 解 , 但 你 需要 记 住 , 方程 

° ez 二 一 V3 十 i 其实 有 无 穷 多 个 解 . 

我 们 再 来 看 个 例子 . 假设 要 求解 e2iz+3 = ii 
睛 数 2iz 十 3 让 这 个 例 显得 比 前 一 例 复杂 一 
但 其 实 没 那么 粳 . 我 们 已 经 知道 右边 


i . 
| er/2, 那 左 边 呢 ? 同样 , 我 们 写 出 z = z 十 jy, 不 过 
_iarl 。 现在 需 令 2iz 二 3 = 2i(z 十 iy) 十 3 = (2y 十 3) 十 
l i(2z). 所 以 , 左边 的 极 坐 标 形式 为 
图 28-9 e2iz+3 — e 一 2%+3ei(2z) 


注意 i 的 因 式 是 如 何 改 变 实 部 和 虚 部 的 (还 有 y 的 符号 ). 不 管 怎样 , 将 方程 e2213=i 
转换 成 极 坐标 形式 , 我 们 有 


e 一 2y+3ei(27) 一 leir/2 . 


此 可 推出 方程 


e—2y+3—] 和 ei(27) 过 eir/2 
为 解 第 一 个 方程, 取 对 数 可 得 -2y + 3 = GD) = 0, 所 以 y = >. 为 解 第 二 个 方程 
用 重要 原理 可 得 2z = x/2 十 2rk;, 其 中 大 是 整数 . 这 意味 着 x = x/4 十 xk, 所 以 
z= 二 xX 十 y, 我 们 有 


| 
“二 下 TT 2 


其 中 是 整数 . 我 们 画 出 上 = _2 1,0,1,2 的 解 2 
来 看 看 它们 是 什么 样 的 , 如 图 28-10 所 示 . 记 住 ， -至 - 坚 | 了 
这 些 解 只 是 无 穷 多 个 解 中 的 5 个 . 同样 , 这 些 解 为 

等 差 数列 , 不 过 这 次 分 布 在 水 平 线 = 3 上 ， 图 28.10 


[Gi 


a 
El 


28.6 ”一些 三 角 级 数 
三 角 级 数 是 系数 为 {a,} 和 {65,}, 形 如 


》 (ancos(nb) + bn sin(n0)) 


n=0 
的 级 数 . 在 本 节 , 我 们 将 会 看 到 这 类 可 被 化 简 的 级 数 . 
例如 , 考虑 三 角 级 数 


~ sin(ng) 

2 人 

其 中 9 为 实数 . 注意 , 这 不 是 一 个 关于 0 的 宪 级 数 , 因为 sin(nb) 不 是 9 的 震 . 另 一 
方面 , 我 们 可 巧妙 地 运用 互补 级 数 


oo 


ng 
> ) 


n=0 
将 整个 级 数 转换 成 一 个 窜 级 数 . 实际 上 , 我 们 可 以 立刻 找到 两 个 级 数 . 关键 点 就 是 
了 欧 拉 恒等式 . 要 仔细 看 , 因为 这 个 技巧 很 巧妙 . 我 们 将 它们 组 合成 


oo 


cos(ng) ~ sin(ng) 
2 nl 2 nl 


就 能 快速 找到 这 两 个 级 数 . 好 吧 , 这 就 是 一 个 级 数 加 上 另 一 个 级 数 乘 以 ; 那 又 怎 
样 ? 整理 和 式 ”, 然后 运用 欧 拉 恒 等 式 , 它 可 化 简 为 


ecos(nb) +isin(n0) < ein 
癌 i 
med n=0 
最 后 , 运用 指数 规则 将 em 写成 (e9)"， 和 式 变 为 
oO (ei9)® 
nl 
n=0 
这 个 和 式 看 起 来 很 熟悉 . 其 实 , 我 们 在 28.1.1 节 见 过 , 对 所 有 复数 > 有 
> 
2 nl 


现在 我 们 只 需 代入 z = ex 得 到 


ee 
nl 


n=0 
如 果 你 能 明白 上 述 推理 , 就 应 该 能 明白 我 们 已 经 证 明了 


@ 这 需要 一 些 理由 . 事实 上 , 一 切 都 很 顺利 , 因为 两 个 级 数 均 绝对 收敛 . 
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oo 


cos(ng) . sin(nO) vio 
2 nl 3 nm : 
现在 做 什么 ? 我 们 需要 将 右边 转换 成 笛 卡 儿 形 式 . 为 此 , 写 出 ee = cos(0) +isin(b)， 
故 


cei9 2 ecos(9) 二 isin 0) 一 ecos(g)eisin(0) . 


这 是 一 个 好 的 开端 一 一 这 是 ee” 的 极 华 标 形式 . 为 了 得 到 笛 卡 儿 形 式 , 我 们 需要 
将 eisin09) 转换 成 cos(sin(9)) +isin(sin(0)). 综 上 , 我 们 可 得 


>》， 可 | i> ， 一 ecos(0) cos(sin(9)) 十 iecos(0) sin(sin(O))， 

A nl A nl 

现在 , 车 两 个 复数 相等 , 则 它们 的 实 部 必须 相等 , 虚 部 也 必须 相等 . 由 此 可 推出 下 面 
的 两 个 等 式 , 它们 对 所 有 实数 0 都 成 立 : 


oo 


cos(ng) COS : — sin(ng) COS : : 

2 = ecostb) cos(sin(9)) 和 2 = e°°s(0) sin(sin(0)). 
确实 不 容易 , 但 这 些 基本 上 都 是 你 必须 做 的 . 我 再 举 个 例子 , 但 这 次 不 会 给 出 任何 
解释 . 你 的 任务 是 跟随 每 一 步 并 给 出 相应 的 解释 . 这 个 例子 是 求 

co cos(ng) ~ sin(n0) 
遵照 前 面 例子 的 求解 过 程 , 我 们 有 
om cos(nO) a sin(ng) Co cos(n0) +isin(ng) 
oo GIO 00 tio) 0 eid 
a 3 和 37 = 


这 是 一 个 公 比 为 e9/3 的 几何 级 数 . 最 后 的 数 为 极 坐标 形式 , 模 为 1/3 < 1, 所 以 该 
几何 级 数 收敛 . 根据 几何 级 数 求 和 公式 (参见 23.1 节 ), 我 们 有 


eeig\ 1 
> (5) 人 


2 一 eig 


现在 我 们 要 将 这 个 结果 转换 成 笛 卡 儿 坐标 , 这 个 任务 有 点 令 人 讨厌 . 首先 , 试 一 下 
看 能 否 完成 . 若 不 能 , 至 少 应 该 试 着 理解 下 面 的 步 又: 
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1 1 
1— je 1 一 3 cos(0) 一 sin(O) ， 
_ 1 1— 3 cos(0) 十 is sin(0) 
1 一 a 一 和 sin(O) 1— be 十 人 sin(O) 
3 1 3 1 3 3 
1 一 了 cos(O) 十 is sin(0) 
加 1 2 2 
(4 ss 2 十 GB sin(0) ) 
1 一 3 cos(0) 十 i sin(0) 
加 2 1 1 
二 守 Oe ~ sin? 
1 5 cos(0) 1 cos (0) 十 5 si (0) 
1 1 . 
1 一 3 cos(0) 十 i5 sin(O) 
1 
1 一 一 cos(0) 十 5 
9 一 3cos(0) 十 让 sin(O) 
10 一 6cos(0) 
9 一 3cos(0) 3sin(O0) 
”10—6cos(0) 10 一 6cos(0) 
这 之 后 , 我 们 完全 可 以 得 出 
cos(ng) ,Csin(ng) 9 一 3cos(0) 3sin(O 
2 37 a 37 ~ 10—6cos(0) "10—6cos(0) 
于 实 部 和 虚 部 必须 相等 , 可 推出 对 所 有 的 实数 0 有 
> cos(ng) ”9 一 3cos(O) 3 sin(ng) 3sin(9) 
3» 10-6cos(0) 37 10-6cos(0) 
如 你 所 见 , 这 些 问题 相当 难 ! 
28.7 ” 欧 拉 恒等式 和 略 级 数 
在 这 章 最 后 , 我 们 来 看 看 用 窜 级 数 证 明 欧 拉 恒 等 式 
ei? = cos(0) + isin(0). 
根据 28.1.1 节 对 ez 的 定义 , 将 z 蔡 换 为 ig, 可 以 得 到 
i (10)? (03 (0) (9) (i9) (9)? 
和 
a 02 . 03 04 05 06 . 0" 
SN 
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于 i 的 容 在 值 1,i, 一 1, 一 i 间 持 续 循环 , 因而 可 推导 出 上 述 级 数 的 偶 次 寡 都 有 实 系 
数 , 而 奇 次 容 都 有 虚 系 数 . 另外 , 隔 项 个 次 究 项 为 负 , 其 余 为 正 ; 奇 次 震 项 同 理 . 所 
以 et 的 实 部 为 
02 0 06 
Tt 
虚 部 为 ee 
0 0 0 有, 


出 ei 二 cos(9) 十 


(回顾 一 下 这 些 麦 克 劳 林 级 数 , 参见 26.2 节 .) 由 最 后 的 等 式 , 可 


isin(0). 
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我 们 已 Rs 现在 我 们 将 用 它们 来 求 体 积 
于 体积 和 表面 积 , 我 们 将 特别 关注 平面 区 域 绕 某 轴 旋转 一 周 得 到 的 立体 , 这 类 立体 


、 弧 长 和 表面 积 . 对 


被 称 为 旋转 体 . 对 于 体积 我 们 会 讨论 一 些 更 一 般 的 立体 . 这 里 是 本 章 内 容 的 计划 : 


。 圆 盘 法 和 壳 法 求 体 积 ; 
。 求 更 一 般 立 体 的 体积 ; 
。 求 光滑 曲线 的 弧 长 和 带 参 数 的 质点 速率 ; 
。 求 旋转 体 的 表面 积 . 


29.1 ”旋转 体 的 体积 


我 们 从 求 旋转 体 体积 开始 . 平面 上 有 茶 个 区 域 , 也 有 茶 个 轴 , 立体 由 该 区 域 关 


斜 轴 , 不 过 这 会 很 麻烦 , 除非 用 线性 代数 里 的 方法 . ) 
在 我 们 带 上 3D 眼镜 之 前 , 先 来 回顾 一 下 定 积分 


于 轴 旋 转 得 到 . 为 便于 研究 , 我 们 假设 这 些 轴 总 是 平行 于 xz 加 


的 原理 . 我 们 在 第 16 章 讲 过 


1 线 


该 原理 , 这 里 快速 回顾 一 下 其 主要 思想 . 我 们 先 看 求 
y= V1l— (2—3) 
下 方 、z 轴 上 方 的 区 域 面积 . 它 看 起 来 像 
什么 ”如 果 我 们 将 方程 平方 并 重 整 将 得 到 
(z 一 3 十 好 二 1, 它 的 图 像 是 以 (3,0) 为 圆 
心 、1 为 半径 的 圆 , 所 以 这 个 函数 是 圆 的 上 
半 部 分 , 如 图 29-1 所 示 . 

根据 定 积 分 的 定义 , 我 们 知道 阴影 


域 的 面积 (平方 单位 ) 是 


赋 


网 


4 
| V1— (x— 3)2dz, 
也 


马 


写作 六 ydz. 


男 一 方面 , 若 使 用 黎 曼 和 求 该 半圆 的 面积 , 我 们 需 将 xz 轴 上 的 底 分 


然后 将 这 些小 段 向 上 延伸 为 小 条 . 这 些小 条 的 宽度 不 必 相 同 , 唯一 需要 肆 


或 y 轴 .， (也 可 能 有 


} 制 成 小 段 ， 


定 的 是 每 


个 小 条 的 顶部 要 与 曲线 的 茶 处 相 切 ( 即 小 条 的 茶 个 角 要 触 到 曲线 ). 这 些小 条 的 面积 
和 很 容易 求 出 , 因为 它 不 过 是 矩形 的 面积 和 . 这 个 面积 是 半圆 真正 面积 的 近似 , 小 
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条 越 细 , 近似 越 好 , 如 图 29-2 所 示 . 


图 29-2 
我 们 来 看 其 中 的 一 个 小 条 . 为 了 便于 讨论 , 我 们 假设 小 条 的 左上 角 在 曲线 上 . 
如 16.4 节 所 述 , 选择 哪个 小 条 都 可 以 , 只 要 所 有 小 条 的 顶部 穿 过 曲线 . 现在 来 看 如 
图 29-3 所 示 的 小 条 . 


图 29-3 

这 个 矩形 小 条 的 底 宽 dz 个 单位 , 高 y 个 单位 , 它 的 面积 是 ydz 平方 单位 . 现 
在 我 们 要 做 的 就 是 将 所 有 小 条 的 面积 加 起 来 , 同时 令 最 大 的 底 宽 趋 于 0， 积 分 符 
号 的 优势 在 于 , 你 只 需 将 积分 号 写 在 小 条 面积 的 前 面 , 并 给 出 正确 的 界 . 在 我 们 的 
例子 中 , z 在 区 间 [2, 习 内 , 一 个 小 条 的 面积 是 ydz 平方 单位 ,所 以 所 有 小 条 的 面 
职 在 小 条 最 大 的 底 宽 趋 于 0 时 一 一 是 /2 ydz 平方 单位 . 

所 以 , 其 模式 是 这 样 的 : 我 们 在 xz 轴 上 的 点 z 处 取 宽 dz 个 单位 、 高 y 个 单位 
的 小 条 , 算出 它 的 面积 , 然后 将 积分 号 放 在 前 面 来 得 到 要 求 的 整个 面积 . 这 种 方法 
不 仅 适 用 于 求 面积 , 也 可 用 于 求 体 积 . 特别 地 , 让 我 们 来 看 看 它 怎 么 通过 两 种 不 同 
的 方法 圆 盘 法 和 壳 法 , 求解 旋转 体 的 体积 . 

29.1.1 圆 盘 法 

假设 我 们 绕 x 轴 旋 转 上 节 中 的 半圆 , 这 将 会 得 到 一 个 球 . (能 明白 为 什么 吗 ? ) 
我 们 来 尝试 求 体积 . 我 们 从 图 29-3 的 小 条 开始 , 然后 这 个 小 条 关于 x 轴 旋 转 得 到 
图 29-4. 

这 是 一 个 宽 dz 个 单位 、 半 径 为 y 个 单位 的 薄 盘 . 我 们 可 把 它 看 作 一 个 圆柱 体 ， 
其 半径 为 y 个 单位 , 高 为 dz 个 单位 . 由 于 半径 为 > 单位 、 高 为 h 个 单位 的 圆柱 体 
的 体积 为 rr27 立方 单位 , 所 以 小 薄 盘 的 体积 是 ry2dz 立方 单位 . 现在 , 我 们 取 一 
些小 条 , 它们 的 底 是 区 间 [2, 4 的 一 小 段 , 再 让 它们 绕 x 轴 旋 转 . 例如 , 我 们 取 5 个 
小 条 并 让 其 旋转 , 就 会 得 到 图 29-5 所 示 的 结果 . 
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图 29-4 图 29-5 


与 完美 的 球 相 比 , 图 29-5 的 这 个 物体 很 鉴 脚 , 不 过 它 的 体积 却 是 球体 积 的 一 个 
相当 好 的 近似 . 所 用 的 圆 盘 越 薄 , 近似 就 越 好 . 在 极限 中 , 当 圆 盘 的 最 大 厚度 趋 于 0 
时 , 近似 变 得 完美 : 全 部 圆 盘 的 总 体积 趋 于 球 的 体积 . 同样 地 , 实现 “将 所 有 圆 盘 体 
积 加 起 来 , 同时 令 圆 盘 最 大 厚度 趋 于 0” 的 思想 , 就 是 取 任 意 一 个 圆 盘 的 体积 (xy2dz 
立方 单位 ) 并 在 我 们 需要 的 区 间 上 进行 积分 ,在 我 们 的 例子 中 , y = V1 一 (x 一 3)? 
且 z 从 2 取 到 4, 所 以 我 们 有 


4 4 
V= | TV2dz = "| (1 — (x — 3)2)dz 


2 


算出 来 的 体积 是 也 立方 单位 ( 试 一 下 !), 正 是 我 们 的 预期 , 因为 我 们 讨论 的 是 半径 
为 1 的 球 . 我 们 所 用 的 方法 称 为 圆 盘 法 , 也 称 为 切片 法 . 
29.1.2 过 法 

现在 , 假设 我 们 让 图 29-1 的 半圆 形 区 域 绕 y 轴 旋 转 . 想 想 , 你 会 得 到 什么 一 一 
面包 圈 的 上 半 部 分 (没有 器 栗 籽 ). 我 们 再 次 用 小 细 条 来 近似 半圆 , 但 这 次 要 关于 y 
轴 而 不 是 x 轴 旋 转 每 个 小 条 . 如 我 们 之 前 所 见 , 一 个 小 条 如 图 29-6 所 示 . 


图 29-6 


它 关 于 y 轴 旋 转 , 得 到 的 不 是 一 个 圆 盘 , 而 是 一 个 柱 壳 , 如 图 29-7 所 示 . 


图 29-7 


我 们 将 用 一 系列 的 壳 来 近似 那 半 个 面包 圈 , 然后 令 壳 的 最 大 厚度 递减 趋 于 0. 
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例如 , 如 果 与 前 节 一 样 , 用 5 个 小 条 来 近似 


区 域 , 那么 会 得 到 图 


这 个 怪 怪 的 立体 真 的 是 半 个 成 块 的 面包 圈 , 但 它 的 体积 相当 接近 我 们 的 所 求 . 


29-8 


29-8 所 示 的 东西 . 


过 的 最 大 厚度 越 小 , 近似 就 越 好 . 与 前 面 一 样 , 积分 关注 于 所 有 柱 壳 的 体积 之 和 及 


壳 的 最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 


首先 , 我 们 要 求 一 个 普通 壳 的 体积 . 
29-7 所 示 , 饶 子 的 高 是 y 个 单位 , 
想象 一 下 , 用 锋利 的 剪刀 沿 饶 子 的 一 边 剪 开 , 将 


顶 的 薄 金 属 铅 . 如 图 
dz 单位 . 


最 简单 的 方法 是 把 壳 看 作 是 
# 径 是 


其 打 


个 没有 底 和 
个 单位 , 厚度 是 
开 并 平 铺 成 一 个 注 


薄 的 矩形 状 金属 片 . 当然 它 不 是 一 个 矩形 . 要 知道 , 矩形 是 一 个 二 维 的 物体 , 而 展 


图 29-9 


分 ) 求 极 限时 ,一 切 就 都 算出 来 了 ”. 


开 的 馆子 是 三 维 的 一 久子 8 


然 很 薄 , 但 还 


是 有 厚度 的 . (甚至 一 片 纸 也 有 厚度 ,否则 大 


不 是 一 个 长 方 体 ， 


因为 角子 的 内 


量 的 纸 堆 县 起 来 可 能 还 是 很 薄 很 薄 .) 它 甚至 


半径 不 等 于 外 


半径 . 但 关键 是 , 它 几 乎 是 一 个 长 方 体 . 铅 子 越 


注 , 就 越 接近 于 一 个 长 方 体 , 当 我 们 最 后 ( 


所 以 , 理想 的 饶 子 
dz 单位 , 前 开 后 高 度 仍 为 柱 壳 的 高 , 即 y 个 单位 . 那 长 边 呢 ? 它 等 


展开 图 为 图 


用 积 
29-9. 其 厚度 为 
F 壳 的 周 长 ( 想 


一 想 ), 即 2xz 个 单位 , 因为 过 的 半径 基本 上 是 x 个 单位 , 所 以 其 体积 与 2rzydz 立 
方 单位 很 接近 . 现在 我 们 所 要 做 的 , 就 是 从 x = 2 到 x = 4 进行 积分 来 看 半 个 面包 


圈 的 体积 (立方 单位 ): 


4 4 
| 2rzydz = zr| TV1— (rz— 3)2dr. 
2 2 


只 分 的 值 , 不 过 这 个 积分 还 是 有 点 杂乱 . 先 做 代 


太 棒 了 ! 我 们 已 将 问题 简化 为 求 定 
换 t=x 一 3, 则 dt = dz. 同样 , 当 


所 以 , 用 t 表示 , 积分 变 为 


@ 更 一 般 的 , 我 们 把 过 的 体积 看 成 外 面 沉 (3 


z 二 2, 我 们 有 t= 一 1; 


径 为 = 十 dz 个 单位 ) 与 里 面 过 ( 


积 差 . 两 个 壳 都 有 y 单位 高 , 所 以 过 的 体积 为 ry((z 十 dz)2 一 z2)， 
单位 . 求 积 后 , 第 二 项 由 于 可 忽略 量 (dx)? 而 为 0. 


当 xz ==4, 我 们 可 知 t=1. 


lL 径 为 * 个 单位 ) 的 体 
化 简 为 2xzydz 十 my(dzr)? 立方 
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1 


1 1 
zz| (t+ 3)vVi— tdt = 2 (| tV1i—t2dt+ :| V1i— ma] 
= | 一 1 


第 一 个 积分 可 通过 做 代 换 w= 1 一 女 求解 , 第 二 个 积分 可 用 三 角 换 元 求解 . 有 个 更 
好 的 求解 方法 . 注意 第 一 个 积分 其 实 为 0, 因为 被 积 函数 是 关于 t 的 奇 函 数 ， 上 且 积 
分 区 域 [-1,1] 关于 t= 0 对称. (我 们 在 18.1.1 节 末 证 过 这 个 求 积 分 的 捷径 .) 此 外 ， 
求 第 二 个 积分 (暂时 忽略 积分 前 的 因子 3) 的 最 简单 方法 是 要 想到 它 等 于 半径 为 1 
个 单位 的 半圆 的 面积 (平方 单位 ), 即 x/2. 所 以 不 用 太 多 计算 , 就 可 知 整个 答案 为 
3r2, 因此 半 个 面包 图 的 体积 是 3r2 立方 单位 . 毫 不 意外 , 我 们 刚才 用 的 方法 称 为 壳 
法 (也 称 为 柱 壳 法 ). 

29.1.3 总 结 和 变 式 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 知道 了 如 何在 半圆 的 例子 中 应 用 圆 盘 法 和 壳 法 . 相同 的 
方法 也 可 应 用 在 由 曲线 、z 轴 和 两 个 垂 线 围 成 的 区 域 , 如 图 29-10 所 示 . 
与 半圆 例子 中 的 论证 一 样 , 我 们 可 以 得 到 下 
面 的 原理 . 
。 若 将 曲线 y= f(zx) 下 方 z=a 和 z=0 
之 间 围 成 的 区 域 绕 z 轴 旋 转 , 则 可 应 用 
圆 盘 法 , 其 体积 等 于 


图 29-10 


b 
| my2dz 立方 单位 . 
a 


若 将 曲线 y= f(x) 下 方 、z = a 和 z=。 之 间 围 成 的 区 域 绕 y 轴 旋 转 , 则 可 
应 用 过 法 , 其 体积 等 于 
b 
| 2rzydz 立方 单位 . 

共用 心 记 住 这 些 公 式 很 多 , 但 若 能 了 解 如 何 求 一 般 圆 盘 和 壳 体 积 并 由 此 推导 出 
Y 式 就 更 好 了 . 当 你 遇 到 下 面 的 变 式 之 一 时 , 这 点 尤其 有 用 : 
1) 要 旋转 的 区 域 在 曲线 和 y 轴 之 间 (而 不 是 x 轴 ); 
2) 要 旋转 的 区 域 在 两 曲线 之 间 , 而 不 只 是 曲线 下 方 到 某 个 轴 的 区 域 ; 

(3) 旋转 轴 可 能 平行 于 x 轴 或 y 轴 , 而 不 是 轴 本 身 . 
对 于 这 几 种 情况 的 任何 组 合 , 你 都 可 以 通过 选取 小 条 并 合理 地 旋转 , 然后 进行 积 4 
来 求解 . 在 我 们 讨论 如 何 实现 之 前 , 首先 重要 的 是 如 何 确 定 应 用 圆 盘 法 还 是 应 用 过 
法 . 注意 , 应 用 圆 盘 法 时 , 小 条 绕 平 行 于 它们 短 边 的 轴 旋 转 ; 而 应 用 壳 法 时 , 小 条 绕 
垂直 于 短 边 的 轴 旋 转 . 也 就 是 说 , 在 将 区 域 切 成 小 条 之 后 ， 

。 若 每 个 小 条 的 短 边 平行 于 旋转 轴 , 运用 圆 盘 法 ; 

。 若 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 时 , 运用 壳 法 . 
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有 了 这 些 知 识 , 我 们 就 可 以 逐个 来 看 下 面 的 三 个 变 式 了 . 
29.1.4 变 式 1: 区 域 在 曲线 和 wy 轴 之 间 


如 


果 区 域 在 


29-11 所 示 . 


意 积分 的 上 下 限 对 应 y 轴 


a 


图 29-1 


0 
1 


上 的 点 , 而 不 是 x 轴 


1 线 和 y 轴 之 间 , 你 可 能 会 取 横 着 的 小 条 , 短 边 在 y 轴 上 , 如 图 


我 们 其 实 类 似 在 求 由 曲线 和 y 轴 所 围 区 


域 的 面积 , 见 16.4.3 节 .， 不 管 怎 术 
区 域 绕 y 轴 旋 转 所 得 的 立体 的 体积 , 就 
圆 盘 法 , 因为 小 条 的 短 边 平行 于 y 轴 . 
的 一 个 小 条 ， 其 宽 dy 单位 , 长 
nz2dy 立方 单 
对 其 求 积分 来 求 整个 体积 时 , 要 时 刻 注 
因为 积分 是 关于 y 的 ( 


该 
应 该 用 
在 y 轴 某 处 
z 单位 ， 所 得 圆 盘 
位 . 


EF 的 点 ， 


的 体积 关 


上 若 想 求 


dy). 具体 说 , 积分 应 从 4 到 B, 而 不 是 a 到 6, 所 以 我 们 要 求 的 体积 是 / rz2dy. 


还 有 另 一 种 方法 . 把 头 偏向 右 肩 观察 图 29-11, 此 时 y 轴 变 成 了 水 3 
置 了 , 试 着 想象 一 下 , 如 果 纸 是 透明 的 , 且 从 反面 看 图 
x 轴 交 换 了 位 置 


全 
现在 y 
轴 上 的 


轴 和 


点 做 积分 范 


所 求 一 致 . 


如 果 上 面 的 区 域 绕 = 轴 而 不 
放 2xzydz, 可 知 我 们 想 要 的 体积 是 /4 2xyzdy， 这 是 有 道 
dy、 高 w, 半径 为 y 个 单位 的 壳 . 你 应 该 画 一 下 , 看 看 这 个 小 


轴 


旋转 将 得 到 


围 . 
我 们 可 以 看 到 曲线 到 y 轴 上 


的 区 域 绕 yy 和 有 


月 所 


旋转 呢 ? 只 需 


个 厚 


条 展开 成 薄片 时 会 是 什么 样 . 这 个 注 片 近似 为 一 个 立方 体 , 计算 它 的 体积 , 并 而 


ACIL 


y 轴 


( 头 还 偏 着 的 ) 会 发 和 
! 这 就 表明 , 交换 zx 和 y 变量 是 可 行 的 , 假定 你 仍 用 y 
其 实 , 如 果 对 29.1.3 节 的 公式 V = 有 户 my2dz 进行 这 个 变换 ， 
旋转 所 得 体积 是 /4 xx?dy, 这 与 我 们 之 前 


理 的 ， 


得 到 2ryzdy. 综 上 , 所 得 的 准则 如 下 . 


如 往常 
准则 只 


下 面 


和 yy 轴 


若 区 域 在 


| 线 和 y 轴 之 间 , 交换 x 和 y. 


的 , 一 切 都 
E 什 么 . 


用 29.1.3 节 的 壳 公 式 Y = 


因为 将 小 条 关 了 


2 


Pr 


一 样 , 任意 画 一 个 小 条 , 旋转 , 计算 所 得 体积 , 积分 是 最 可 信赖 的 方法 . 上 述 


是 个 指导 . 


是 变 式 1 的 


于 y 轴 


用 圆 盘 


法 , 因为 区 域 在 曲线 和 y 多 


例子 . 令 忆 为 


之 间 的 区 域 , 如 图 29-12 所 示 . 我 们 来 计算 RR 关 
和 z 轴 的 旋转 体 的 体积 . 在 第 一 种 情况 中 , 我 们 


| 线 y = Vz、y=2 


之 间 ， 


关于 相同 的 


2 轴 旋 转 , 则 体积 大 
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立方 单位 . 第 二 种 情况 , RR 关于 z 加 


因为 yz =yx 妇 = 人 妇 ,可 验证 得 ! 


因为 y= Vz, 我 们 有 z=, 所 以 x? pt 因此 ， 全 各 在 


2 2 Es 
| Ar2dy = "| ytdy = Wy- 
0 0 5 1o 


的 旋转 体 的 体积 用 充 法 求 , 其 体积 关 


_ 327 
5 


ee 一 2 | ysdy. 


出 为 8x 立方 单位 . 要 确定 你 能 画 出 该 例 两 种 情况 


下 的 小 条 , 并 验证 上 面 公式 的 正确 性 . 同时 也 要 注意 积分 必须 从 0 到 2, 而 不 是 从 


0 到 4: 毕 竞 , 积 4 


29.1.5 变 式 2: 


两 曲线 间 的 区 域 


是 关于 y( 而 非 z) 的 , 而 y 的 取 值 范围 为 [0,2], 如 图 所 示 . 


如 果 要 旋转 的 区 域 介 于 两 曲线 之 间 , 那么 我 们 面 对 的 将 与 16.4.2 克 求 两 曲线 


间 面 积 一 样 的 情形 . 
个 较 大 的 立体 ; 再 取 底 部 曲线 下 方 到 旋转 轴 
较 大 立体 中 去 掉 较 小 立体 , 得 到 的 就 是 所 需 


图 29-13 


Se ad 它 是 顶部 曲线 下 方 到 z 轴 (中 图 ) 的 


线 下 方 到 xz 轴 区 域 ( 右 图 ) 之 差 . 不 管 是 关于 z 加 
域 的 旋转 体 体积 都 等 于 较 大 
区 域 绕 xz 轴 旋 转 , 则 得 到 一 个 类 似 截 去 头 的 圆锥 ， 


Ne 


一 般 方 法 是 取 顶 部 曲线 下 方 到 旋转 轴 的 区 域 进行 旋转 , 得 到 一 
的 区 域 进 行 旋转 , 得 到 较 小 的 立体 , 从 
的 立体 . 考虑 图 29-13 中 的 三 个 区 域 . 


区 域 和 底部 曲 
还 是 关于 y 轴 旋 转 , 我 们 所 求 区 
区 二 光 转 体 体 商 与 术 小 区 姑 施加 体 体积 之 关 例如 , 若 


奇特 的 洞 . 该 立体 是 实体 (没有 洞 ) 与 洞 的 差 , 如 图 29-14 所 示 . 


因此 , 我 们 


图 29-14 


出 了 如 下 结论 


若 区 域 在 两 曲线 之 间 , 求 相 应 的 旋转 体 体积 之 差 


且 它 的 中 间 从 左 到 右 有 个 样子 


- 国 -* 
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来 看 一 个 具体 的 例子 . 考虑 如 图 29-15 所 示 的 两 曲线 y = 
2z3 和 wy = x4 之 间 的 有 限 区 域 . 该 区 域 绕 x 轴 旋 转 所 得 的 立 
体 的 体积 是 多 少 ? (2,16) 
欲求 交点 , 需 令 2z3 = zx4. 可 得 z= 二 0 或 x = 2. 所 以 两 
条 曲线 的 交点 为 原点 和 (2,16), 如 图 所 示 ， 因此 , 我 们 要 考虑 
的 z 区 间 是 [0,?]. 现在 , 对 应 x 的 区 间 , 曲线 y = 2x3 在 曲线 
y = z4 上 方 , 所 以 我 们 要 求 的 体积 是 w= 2z3 的 旋转 体 体积 
减 去 yz = z4 的 旋转 体 体积 . 注意 , 我 们 用 yt 和 ys 来 取代 y hh 
有 利于 区 分 二 者 . 现在 对 两 个 曲线 分 别 用 圆 盘 法 , 则 我 们 所 求 


的 体积 是 ， ， 
| my dx 一 | my2dz = "| (2z3)2dz 一 | (24)2dzx. 
0 0 0 0 


你 可 以 计算 结果 , 并 验证 答案 为 1024r/63 立方 单位 . 

若是 此 区 域 关 于 y 轴 旋 转 呢 ? 我 们 在 前 面 求 得 了 两 曲线 间 的 面积 , 但 并 没有 特 
意 倾 向 某 个 轴 或 其 他 轴 , 所 以 应 该 能 够 用 圆 盘 法 或 克 法 来 求解 . 我 们 分 别 用 两 种 方 
法 来 实现 . 首先 用 圆 盘 法 . 假设 我 们 将 该 区 域 切割 成 短 边 平 行 于 y 轴 的 小 条 , 如 图 
29-16 所 示 . 所 求 的 体积 是 y = z4 和 y = 2w3 旋转 体 体积 之 差 . 在 这 两 个 体积 
第 一 个 大 于 第 二 个 , 因为 x4 在 2z3 的 右边 , 所 以 我 们 令 zi = y1/4, x2 = = /as. 
运用 圆 盘 法 , 将 z 和 yy 互 换 (如 变 式 1), 并 在 y=0 和 w= 16 间 积 分 (不 是 从 0 到 
2), 可 知 所 求 体积 》 


16 16 16 16 
| Tridy 一 | nx3dy = "| (y1/4)2dy 一 =| ((y/2)'/3)2dy 
0 0 


9 16 0 16 


一 "| y!/2dy , zs| y2/3dy. 
0 0 

稍 作 几 步 运算 后 , 可 知 结果 为 64ry/15 立方 单位 . 你 可 以 练习 算 一 下 . 

下 面 用 壳 法 来 求 相同 的 体积 . 这 次 , 我 们 垂直 切割 该 区 域 , 如 图 29-17 所 示 . 1 

于 =2z3 在 如 = 友之 上 ,所 以 取 两 体积 之 差 , 得 到 


2 2 


2TZV1dZ 一 2T2V2dZ 
0 0 


2 2 
= | 2z4dz 一 zr | 2Z5dz， 
0 0 


结果 为 64r/15 立方 单位 , 这 与 用 圆 租 法 所 求 结果 一 样 . 这 是 当然 ! 注意 , 我 们 用 圆 
盘 法 时 , 把 所 求 立 体 看 作 是 一 个 中 间 挖 掉 为 一 个 碗 的 磋 状 物 , 而 用 过 法 时 , 所 求 立 
体 更 像 是 一 个 中 间 去 掉 一 个 更 小 盆 的 倪 状 物 . 你 应 该 画图 来 看 看 具体 情况 . 
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(2,16) 
(2,16) 


图 29-16 图 29-17 
人 这 个 变 式 同 样 适用 于 没有 延伸 到 坐标 轴 的 区 域 . 例如 , 假设 我 们 要 求 曲 线 y = 
1 十 V25 一 x2 和 直线 y= 1 之 间 的 区 域 绕 x 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 体积 . 注意 , 曲线 
是 中 心 在 (0,1)、 半 径 为 5 个 单位 的 圆 z2 十 (y 一 1)? = 25 的 上 半 部 分 , 其 涉及 区 域 
如 图 29-18 所 示 . 


图 29-18 
当 我 们 将 该 区 域 绕 x 轴 旋 转 时 , 得 到 一 个 类 似 串珠 的 形状 一 一 一 个 中 心 有 洞 


的 球状 立体 . 它 的 体积 是 多 少 呢 ? 你 可 以 用 关于 变量 y 的 过 法 把 它 作为 练习 吧 ”. 另 
一 个 可 行 的 方法 是 圆 盘 法 . 我 们 应 该 将 该 区 域 看 作曲 线 yy =1+V25 一 22 和 wo=1 
之 间 的 区 域 , 所 以 体积 大 
5 5 
| (1 十 V25 一 z2)2dqz 一 | An(1)2dz. 


一 5 一 5 
第 二 个 积分 是 10r, 恰巧 是 高 10 个 单位 、 底 面 半径 1 个 单位 的 圆柱 体 体积 正 
串珠 中 间 空 心 部 分 . 第 一 个 积分 留 给 你 计算 , 记 住 2 V25 - zzdz 比 你 想 得 要 简 


的 右 半 边 绕 x 


Pt 


nl 


@ 这 个 练习 必须 小 心 , 因为 该 区 域 并 不 是 关于 y 轴 的 曲线 下 方 部 分 . 最 好 是 先 算出 半 
轴 旋 转 的 体积 , 然后 令 结果 乘 2. 
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单 不 需 计 算 , 因为 它 就 是 半径 为 5 个 单位 的 半圆 面积 . 不 管 怎样 , 你 应 该 验证 
答案 为 25r2 + 500ry/3 立方 单位 . 


29.1.6 变 式 3: 绕 平 行 于 坐标 轴 的 轴 旋 转 


最 后 , 我 们 来 看 一 下 如 何 处 理 轴 为 > = 或 y= 的 旋转 体 , 其 中 久 不 必 一 定 
等 于 0. 我 们 从 y= 开始, 它 平行 于 xz 轴 , 高 为 h. 假设 我 们 令 曲 线 y = f(x)、 直 
线 y=h、z=a 和 x=。 间 的 区 域 绕 直线 y= 旋转, 如 图 29-19 所 示 . 

如 图 所 示 的 小 条 宽 为 dz, 但 高 不 是 y, 而 是 y 一 h. 在 图 中 , h 显示 为 正 数 , 所 
以 显然 y 一 h 小 于 yy 一 一 事实 上 也 是 如 此 . 若 碰 巧 h 为 负 , 则 小 条 的 高 大 于 y 
显然 这 时 y 一 h 大 于 y, 因为 hh 为 负 ! 不 考虑 hh 的 符号 , 我 们 看 到 小 条 的 高 为 y 一 包 ， 
所 以 相应 的 圆 盘 体积 是 x(y 一 hh)?dz, 整个 旋转 体 的 体积 是 /x(y 一 hh)?dzx. 

事实 上 , 这 个 公式 与 正规 圆 盘 法 的 唯一 区 别 是 :y 被 一 站 代 换 了 . 如 1.3 节 
所 述 , 这 个 变化 转换 了 标准 图 像 , 使 得 区 域 位 在 > 轴 上 方 h 单位 的 地 方 (车 h 为 负 
则 在 x 轴 下 方 ). 该 变化 的 唯一 问题 是 , 直线 y = h 可 能 会 在 曲线 上 方 , 图 29-20 所 
示 . 在 这 种 情况 下 , 小 条 的 高 度 是 h 一 y, 而 不 是 y 一 h. 这 对 圆 盘 法 没有 实质 影响 ， 
内 为 是 取 融 的 平方 , 但 对 此 加 以 小 心 总 是 好 的 . 兖 法 则 为 当 别 论 了 了. 


图 29-19 图 29-20 


假设 我 们 欲求 由 如 图 29-21 所 示 区 域 绕 轴 x = 旋转 得 到 的 立体 体积 . 这 里 我 
们 要 用 壳 法, 因为 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 . 一 个 壳 高 y、 厚 dz 单位 , 不 过 现在 的 
半径 是 z 一刀 而 非 x 单位 ， 你 可 以 验证 壳 的 体积 为 2r(z 一 站 ydz, 所 以 总 体积 是 
J22x(z 一 hjydz 立方 单位 ， 同 样 , 注意 这 个 结论 来 源 于 29.1.3 节 的 过 法 标准 公式 ， 
只 是 其 中 的 z 代 换 为 (z - 如. 这 个 变换 将 标准 图 像 向 右 平移 了 单位 (包括 旋转 
轴 ) 一 一 我 们 做 的 就 是 平移 图 像 

如 果 旋 转轴 在 该 区 域 右边 呢 ? 考虑 图 29-22. 现在 壳 的 半径 是 hn 一 xz 单位 , 而 不 
是 x 一 单位, 因为 h 大 于 积分 区 间 [a,4] 内 的 所 有 z. 所 以 这 次 旋转 体 的 体积 是 
J22x(h 一 z)ydz 立方 单位 (具体 自行 验证 ). 

所 以 , 变 式 3 的 一 般 思想 是 : 


©O 


©O 
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我 们 来 看 一 些 变 式 3 的 例子 . 在 这 些 例子 中 , 我 们 将 
讨论 在 曲线 y = zx3、 直 线 x = 2 和 yw = 1 之 间 的 区 域 , 如 
29-23 所 示 . (注意 图 中 的 z 轴 和 y 轴 尺 度 不 同 , 因此 这 
4 是 个 粗略 图 . ) 我 们 先 来 求 该 区 域 绕 直线 y = 1 旋转 所 
得 立体 的 体积 . 为 求 该 体积 , 就 要 将 y 蔡 换 为 y 一 1, 该 图 向 


2 国 | 


A 


下 移 


1 1 
很 容易 算出 它 为 163x/14 立方 单位 想 一 想 能 否 通 过 求 


\ 
ee 上 太 
Zz 二 hh “~----- 完 的 半径 =z 一 h 


图 29-21 图 29-22 


若 旋 转轴 是 x =h, 用 (xz 一 及 ( 若 z<h 则 用 (h 一 xz)) 代 换 z; 
若 旋 转轴 是 y==h, 用 (yy 一 有)( 若 y<h 则 用 (h 一 y)) 代 换 y. 


1 个 单位 . 因此 体积 是 


2 2 
nA(y — 1)2dz = "| (z3 — 1)2dz, 


1 


盘 的 体积 来 验证 这 个 答 


案 (小 条 是 垂直 的 )， 
若 此 区 域 绕 直线 z = 2 旋转 呢 ? 这 其 实 是 变 式 1 和 变 式 3 的 组 合 , 由 于 旋转 有 
,所 以 我 们 将 交换 = 和 并 用 (2 - z) 代 换 z 来 处 理 这 个 平移 . 注意 


平行 于 轴 


这 里 是 (2 一 z) 而 不 是 (z 一 2), 因为 区 域 在 直线 z = 2 的 左边 . 同样 , 积分 应 该 从 1 


到 8, 


化 简 后 为 8rV/5 立方 单位 ， 最 好 验证 一 下 通过 求 圆 盘 体 积 也 可 求 
意 , 这 次 我 们 将 区 域 切 成 了 水 平 小 条 , 就 像 变 式 1 一 样 . 


因为 积分 是 关于 而 个 是 关于 z 的 . 因此 体积 和 
(2— zx) dy = "| (2 — y /3)2dy, 


若 我 们 让 此 区 域 绕 x = -3 旋转 呢 ? 开始 有 点 乱 了 . 若 我 们 
用 过 法 , 因为 每 个 小 条 的 短 边 垂直 于 旋转 轴 . 我 们 将 组 合 使 用 变 式 2 和 变 式 3. 垂 


该 体积 , 不 过 注 


书 垂 直 小 条 , 则 需 


直 来 看 , 区 域 在 两 个 曲线 yi = z3( 在 顶部 ) 和 yo = 1( 在 抵 部 ) 之 间 . 同样 , 元 法 标准 


公式 中 的 xz 要 蔡 换 为 (z+ 3). 这 意味 着 体积 


h 


2 


2r(Z 十 3)yzdz = 2r | 
1 


2r(Z 十 3)V1idz 一 | 


1 


2 


(z+ 3)7x3dz— 2r | (z+ 3)dz 


1 
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给 出 , 计算 可 得 259x/10 立方 单位 . 

我 们 来 重复 这 个 例子 , 这 次 取水 平 小 条 . 现在 我 们 要 用 圆 盘 法 , 因为 每 个 小 条 
的 短 边 平行 于 旋转 轴 . 我 们 需 交 换 zx 和 y, 因为 旋转 轴 是 垂直 的 ( 变 式 1); 同样 , 我 
们 要 把 该 区 域 看 作 平 放 在 右 曲 线 zi = 2 和 左 曲 线 za = yl 之 间 ; 最 后 , 我 们 需 将 
z 代 换 为 z 十 3( 变 式 3), 意思 是 将 zi 代 换 为 zi +3 且 将 za 代 换 为 za 十 3. 所 以 这 
个 例子 运用 了 以 上 三 个 变 式 标准 圆 盘 体 积 是 ry2dz; 交换 x 和 yy 可 得 rz2dy; 用 
Z 二 3 代 换 z 得 rz+3)2dy; 对 该 形式 分 别 关 于 zl 和 za 从 1 到 8 积分 , 取 差 . 可 
得 体积 关 


8 


8 8 8 
' (v1 +3) dy 一 | r(z2 + 3) dy = "| (2+3)?dy 一 "| (y+ 3)2dy, 
Fl 得 


1 J 
出 来 仍 为 259x / 10 立方 单位 . 至 少 我 们 得 到 了 一 样 的 答案 ! 同样 , 最 好 你 可 以 自 
己 求 圆 盘 体积 
至 此 , 我 们 已 经 有 足够 多 关于 施 转 体 体积 的 理论 了 , 要 想 党 所 所 有 的 变 式 就 必 
须 多 做 练习 . 现在 是 时 候 讨论 求 更 一 般 立 体 体积 


29.2 ”一般 立体 体积 


大 多 数 立 体 不 能 通过 平面 区 域 绕 平 面 内 某 轴 旋转 而 形成 . 例如 , 一 个 棱锥 没有 
面 , 所 以 无 论 你 怎么 看 , 它 都 不 是 旋转 体 . 求 类 似 立体 体积 的 一 个 方法 是 切片 法 ， 
这 是 推广 了 29.1.1 节 的 圆 盘 法 . 

把 立体 想象 成 一 种 蔬 荣 , 比如 黄瓜 或 南瓜 . 将 它 放 在 案板 上 切 成 薄 的 平行 的 切 
片 . 这 些 切片 的 大 小 不 会 全 部 相同 , 甚至 一 个 切片 的 两 面 也 不 一 样 . 例如 黄瓜 , 靠 
近 端 部 的 切片 会 有 点 斜 . 男 一 方面 , 若 切片 很 薄 , 则 它 的 两 面 会 很 接近 . 所 以 我 们 将 
取 其 中 一 面 的 面积 乘 上 切片 的 厚度 来 近似 切片 的 体积 面 都 没关系 . 然后 
我 们 将 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 求 切片 厚度 趋 于 0 的 极限 . 
在 实践 中 , 这 个 过 程 有 些 复 杂 . 事实 上 , 有 很 多 方法 来 切割 立体 . 例如 , 若 切 平 
放 的 黄瓜 , 则 得 到 盘 状 的 薄 切 片 ; 若 切 竖 放 的 黄瓜 , 虽然 较 难 , 不 过 还 是 可 行 的 , 你 
会 得 到 大 小 不 同 的 椭圆 形 切 片 . 或 者 , 将 黄瓜 倾斜 一 个 角度 , 切 得 更 小 的 椭圆 形 . 
基本 上 , 你 的 选择 是 : 选择 一 个 轴 , 它 不 必 穿 过 立体 . 所 有 的 切片 将 垂直 于 这 个 
一 旦 选 定 了 轴 , 后 续 的 思路 就 清晰 了 : 求 得 每 个 垂直 于 该 轴 的 切片 的 横 截 面 面 

只 . 不 同 的 切片 有 不 同 的 面积 . 所 以 , 要 在 轴 上 选择 一 个 原点 和 正方 向 , 然后 算出 穿 
过 zx 的 切片 的 横 截面 面积 , 其 中 x 是 轴 上 的 任意 一 点 . 最 后 一 步 是 用 面积 乘 厚度 
dz 来 近似 切片 的 体积 , 然后 积分 . 这 步 相当 于 把 所 有 切片 的 体积 加 起 来 , 同时 取 切 
片 最 大 厚度 趋 于 0 的 极限 . 综 上 , 解 题 思路 是 : 

(1) 选 定 一 个 轴 ; 
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(2) 求 轴 上 点 z 处 的 切片 横 截 面 面 积 , 称 该 面积 为 4(z) 平方 单位 ; 


(3) 若 Y 为 立体 的 体积 (立方 单位 )， es 


b 
V= | A(z)dz, 


其 中 [a,b] 是 完全 覆盖 立体 的 x 的 取 值 范围 . 


相信 我 , 你 一 定 要 选 一 个 使 横 截面 越 简单 越 好 的 轴 . 


外 保 模 截 面 都 很 相 


大 概 的 曲面 框架 图 . 
i 
图 29-24 


以 , 也 就 是 它们 互 为 不 同 大 小 的 副本 . 不 过 , 这 个 可 能 也 不 是 总 有 . 


让 我 们 用 上 述 方法 求 一 个 “广义 ” 锥 体 的 体积 . 这 里 的 意思 是 , 在 平面 上 有 面 


图 29-25 


例如 , 若 底 为 圆 且 点 P 在 圆心 的 正 上 方 , 则 我 们 得 


有 的 量 是 底面 积 
29-25 己 标 出 ). 


下 , 此 时 向 上 是 正方 向 .) 我 们 来 看 若 选 择 轴 上 的 点 x 3 


样 (参见 图 29-26). 


积 为 4 平方 单位 的 某 个 形状 , 平面 上 方 一 定 距 离 处 有 一 顶点 PP， 如 区 29-24 所 示 . 
现在 , 我 们 做 从 平面 形状 边 上 的 每 个 点 到 P 的 线段 ,这 前 
1 面 .我们 要 讨论 的 立体 就 是 被 填充 了 的 曲面 , 或 者 说 是 曲面 的 内 部 . 图 29-25 为 


得 到 一 个 底 为 起 始 形状 的 


到 一 个 通常 的 圆锥 . 若 底 为 
正方 形 且 点 PP 在 正方 形 中 心 ( 即 正方 形 对 角 线 的 交点 ) 的 正 上 方 , 则 我 们 得 到 一 个 
四 棱锥 . 你 可 以 想象 一 下 , 什么 样 的 底 和 顶点 P 可 以 得 到 规则 的 锥 体 或 斜 锥 体 (就 
像 一 项 奇怪 的 帽子 , 类 似 巫 师 帽 , 但 不 是 直 的 ). 结果 表明 , 与 求 立体 体积 相关 的 仅 


“ 方 单位 ,以 及 点 已 到 平面 的 垂直 距离 


F 取 穿 过 > 


尝试 , 但 唯一 有 用 的 是 让 


h 单位 (图 


那么 , 如 何 求 体积 呢 ? 首 先 要 选 一 个 轴 . P 似乎 是 一 个 特殊 的 点 , 所 以 我 们 选 
择 的 直线 或 许 应 该 穿 过 P. 那 其 他 点 呢 ? 你 可 以 进行 各 种 
直线 垂直 于 底 所 在 的 平面 . 我 们 也 把 轴 的 原点 设 在 P, 正方 向 向 下 , 这 会 使 计算 更 
容易 . (看 起 来 有 点 怪 , 但 谁 说 正方 向 不 可 以 向 下 呢 . 毕竟 


体 也 可 能 顶点 在 
的 垂直 切片 会 怎 
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图 29-26 


横 截 面 是 原 底 的 一 个 较 小 副本 . 用 数学 语言 讲 就 是 横 截 面 与 底 相 似 . 现在 我 们 
要 求 横 截 面 的 面积 . 为 此 , 我 们 选取 底 的 边 上 任意 一 点 并 连接 到 P. 这 条 线 在 广义 
锥 体 的 边 上 , 且 穿 过 较 小 截面 上 的 相应 点 . 我 们 选 的 点 最 好 能 使 得 直线 位 于 图 像 的 
右边 缘 ， 当 然 我 们 也 可 以 选 底 的 边 上 任意 点 . 我们 还 要 画 一 些 垂 线段 , 如 图 29-27 
所 示 . 


-一 


图 29-28 


我 在 上 图 标 出 了 垂 线 的 长 度 . 垂 线形 成 的 三 角形 如 图 29-28 所 示 . 
运用 相似 三 角形 , 我 们 可 知 


也 h 
1 LL 

这 意味 着 1 = zL/h. 我 们 验证 一 下 这 个 方程 . 若 z = 0, 则 切片 过 锥 体 的 顶点 (P) 

且 1 应 该 为 0, 而 它 就 是 0. 另 一 方面 , 若 x = h, 则 切片 是 底 , 且 横 截面 不 是 底 的 较 

小 副本 它 就 是 底 . 所 以 , 这 时 1 理所当然 应 该 等 于 地. 事实 的 确 如 此 . 


现在 我 们 来 看 底 和 横 截 面 , 其 中 画 出 了 长 度 为 工 和 ;1 的 线段 , 如 图 29-29 所 示 . 


底 横 截面 


570 ”第 29 章 体积 、 弧 长 和 表面 积 


在 这 两 幅 图 中 , 包括 线段 在 内 都 是 相似 的 一 一 一 个 是 另 一 个 的 精确 放大 . 这 
里 有 一 个 相似 性 的 重要 原理 . 假设 我 们 有 两 个 相似 图 形 , 且 己 知 两 个 图 形 中 对 应 线 
段 的 长 度 . 当 我 们 将 一 个 图 形 放 大 到 与 另 一 个 图 形 一 样 大 小 时 , 两 条 线段 应 该 严格 
匹配 . 那么 , 两 个 图 形 的 面积 之 比 就 是 对 应 线段 长 度 之 比 的 平方 . 例如 我 们 取 两 个 
正方 形 的 瓷砖 , 其 中 一 个 边 长 是 另 一 个 边 长 的 3 倍 , 则 大 瓷砖 的 面积 是 小 瓷砖 面积 
的 9 倍 . 回 到 上 图 , 底 的 面积 是 4 平方 单位 , 横 截 面 的 面积 是 4(z) 平方 单位 . 因 
此 , 面积 之 比 是 对 应 线段 长 度 之 比 的 平方 , 在 本 例 中 长 度 是 工 和 1, 则 
A (Ly 
4(z) 1 
化 简 并 运用 前 面 1 的 表达 式 , 可 得 
42 _ A 6 Az? 
LI? LI?2 \h h2 
同样 来 验证 一 下 : 若 x = 0, 横 截 面 为 点 P, 此 时 横 截 面 没有 面积 . 得 到 验证 , 因为 
A(0) = 4 x02/ 妨 =0. 那 xz=h 时 呢 ? 这 时 我 们 讨论 的 是 底 , 所 以 横 截面 面积 应 该 
为 4 平方 单位 . 没 问题 : A(h) = A xh2/h?=A 
最 后 , 我 们 可 以 做 积分 了 ! 唯一 的 问题 是 x 的 范围 是 多 少 . 我 们 可 知 , x = 0 是 
顶 , z = 是 底 , 这 就 是 x 的 正确 取 值 范围 . 所 以 


” ?Ay2 Af’” 4 pn 1 
"=| 4ouz= | 务 wo= 关 | a er 

立方 单位 . 

oe 我 们 已 求 得 任意 棱锥 或 类 圆锥 体 的 体积 公式 . 例如 讨论 过 的 正 圆锥 , 体 
只是 Sh 立方 单位 , 正 是 根据 上 面 公式 由 4 = rr? 求 得 的 结果 . 对 正四 棱锥 也 一 
二 其 体积 头 5 立方 单位 (其 中 底 边 长 / ee 因为 此 时 底面 积 是 4 = 12. 
我 们 再 来 看 一 个 例子 . 取 在 zx = 0 和 z= 3 之 间 的 曲线 y = er, 并 考虑 曲线 
和 z 轴 之 间 的 区 域 . 如 图 29-30 所 示 . 假设 有 一 个 形状 怪异 的 立体 位 于 上 述 平面 的 
上 方 , 并 延伸 出 纸 面 , 它 的 底 就 是 上 图 的 阴影 区 域 . 该 立体 的 形状 是 : 若 治平 行 于 y 
的 任何 直线 竖 直 向 下 切 , 则 其 横 截面 是 一 个 矩形 , 长 边 位 于 上 图 的 底 上 , 短 边 为 
长 边 一 半 . 将 图 稍微 倾斜 一 下 来 看 透视 图 , 这 些 横 截 面 的 样子 如 图 29-31 所 示 . 
该 立体 的 体积 是 什么 ? 我 们 先 来 选 轴 . x 轴 怎 样 ? 似乎 有 道理 , 因为 我 们 知道 
垂直 于 该 轴 的 横 截面 是 什么 样 的 . 我 们 已 经 有 了 原点 和 正方 向 , 那 就 以 ol 
在 轴 上 的 z 点 , 垂 线 段 长 度 为 ez 单位 . 这 是 矩形 长 边 , 所 以 短 边 长 度 为 ze 单位 
(要 知道 , 短 边 是 长 边 的 一 半 ). 因此 和 矩形 的 面积 大 


4(z) = 


et 
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平方 单位 . 故 体积 是 


1/2 
V= | A(z)dz 
0 


29.3 弧 长 
对 于 某 函 数 f, 我 们 有 vy = f(x) 的 图 像 , 其 中 z 的 取 值 范围 为 a 到 取 一 段 


细 强 , 顺 着 曲线 摆 放 , 标记 两 端 , 然后 细 强 离开 纸 面 , 拉 直 并 测量 两 个 标记 点 之 间 的 

长 度 . 你 怎么 计算 曲线 长 度 呢 ?这 个 长 度 称 为 曲线 弧 长 , 我 们 希望 找到 一 个 求 弧 长 

的 公式 . 其 策略 是 先 得 到 某 个 基本 表达 式 , 然后 加 以 修改 , 得 到 一 些 有 用 的 公式 . 
我 们 来 看 介 于 x 和 z 十 dz 之 间 的 一 小 段 曲 线 , 如 图 29-32 所 示 . 


a 蕊 z+dz b 


图 29-32 


我 们 用 虚线 段 4B 的 长 度 来 近似 A 和 B 之 间 的 曲线 长 度 . 4 与 B 越 接 近 , 近 
似 程度 就 越 好 . 根据 色 股 定理 , 4B 的 长 度 是 V(dz)? + (dy)? 单位 . 现在 , 我 们 只 需 
对 很 多 小 线段 重复 该 过 程 , 就 形成 了 对 曲线 的 近似 . 像 往常 一 样 , 积分 关注 连 加 和 
极限 部 分 , 要 小 心 . 车 只 在 小 段 长 度 V(dz)? 上 + (dy)? 前 加 一 个 积分 号 , 会 得 到 


弧 长 = | V(dz)2 十 (dy)2. 


572 第 29 章 体积 、 弧 长 和 表面 积 


问题 是 , 这 个 积分 没有 任何 意义 ! 我 们 需要 关于 变量 的 积分 . 幸运 的 是 , 我 们 可 以 针 
对 各 种 情形 来 调整 上 面 的 公式 , 从 而 得 到 有 意义 的 结果 . 例如 , 你 可 以 将 因子 1 
移 到 根 号 外 面 , 将 小 段 长 度 表 示 为 V1 十 (dy/dz)?dz 单位 . 这 看 起 来 更 可 行 . (这 
变动 其 实 需要 证 明 , 不 过 其 细节 超出 了 本 书 的 范围 . ) 不 管 怎样 , 在 下 面 ee 
中 , 我 们 将 讨论 如 何 调整 上 面 的 基本 公式 来 得 到 合乎 情理 的 弧 长 公式 . 

(1) 车 y= f(z), 且 z 在 a 到。 间 取 值 , 则 在 上 述 被 积 函 数 中 取 因 子 (dz)? (如 
前 所 述 ) 并 将 其 移 到 根 号 外 面 得 


弧 长 = [fl (中 (标准 形式 ). 


将 其 写成 关于 f 的 形式 为 
b 
弧 长 -| 1+ (f(x))2dz. 


(2) 假设 给 定 关 于 y 的 = 车 = g(y) 且 y 在 4 到 B 间 取 值 , 则 取 因子 
(0)( 才 ,交换 上 面相 中 公式 的 和 轧 得 


弧 长 =- (至 ) ) a (关于 人， 


3 
弧 长 -| V1+(g9(y))*dy. 
A 
(3) 参数 形式 呢 ? 这 意味 着 x 和 y 是 关于 参数 上 的 函数 ,上 在 to 到 三 间 取 值 . 
(参数 方程 参见 27.1 节 . ) 我 们 将 量 (dz)2 看 作 (dz/db)2(db2; y 同 理 . 然后 可 将 
(dt)? 移 到 根 号 外 面 , 得 到 一 个 有 用 的 公式 : 


由 [I 


也 可 写 为 


弧 长 -| y( I ) a (参数 版 ). 


(4) 最 后 , 这 个 公式 的 特殊 情况 发 生 在 极 坐 标 情形 . 特别 地 , 在 27.2.4 节 , 我 们 
讨论 了 如 何 求 曲线 7 = 了 (9) 内 部 的 面积 , 其 中 9 的 取 值 范围 为 00 到 91, 现在 我 们 
来 求 相同 曲线 的 弧 长 . 我 们 知道 z = rcos(0), y = rsin(9), 所 以 用 f(0) 代 换 r, 可 
得 z= f(9)cos(9), y = f(0)sin(9). 这 里 的 9 即 为 参数 ， 所 以 我 们 可 以 使 用 参数 版 
的 弧 长 公式 (t 代 换 为 0). 0 dz/d9 和 dy/d9 是 什么 . 根据 乘积 法 则 ， 


-7 = f (0) cos(0) — f(0) sin(O) 


SS 


和 
pu ) + f(0) cos(0). 


29.3 歼 长。 


现在 需 对 这 两 个 式 子 取 平 方 并 相 加 .， 试 一 下 吧 ! 你 会 发 现 有 些 项 消 掉 了 ; 另外 ， 
sin*(9) + cos2(0) 项 可 用 1 代 换 . 综 上 , 可 得 到 公式 


01 
弧 长 -| V(fF(0)? 十 (了 (0))2d9 | ( 极 坐标 函数 ,7 = 了 (0)). 
oo 


顺便 说 一 下 , 你 应 该 在 表示 弧 长 时 带 上 单位 . 
我 们 来 看 一 些 例子 . 假设 要 求 曲 线 y = In(x) 的 弧 长 , 其 中 x 的 取 值 范围 为 V3 
到 V15. 我 们 用 前 面 的 第 一 个 公式 可 得 


V15 du\2? V15 1\2 
nk = | 1+ (里 ) w= | + (2) dz 
dz 六 ZT 


这 其 实 是 个 非常 难 的 积分 . 你 一 定 要 练习 一 下 . 如 果 卡 住 了 , 对 策 是 : 从 一 个 
合适 的 三 角 换 元 开始 . 若 做 对 了 , 积分 对 应 的 不 定 积分 为 /sec3(9)/ tan(9)d9. 要 求 
它 , 可 将 分 子 表示 为 sec(9)(1 十 tan?(9)), 将 原 积 分 分 成 两 个 积分 , 再 用 第 19 章 的 方 
法 求解 . 可 验证 所 得 弧 长 为 2+ln(3) 5 
若 弧 长 是 由 参数 x = 3 一 12t 十 4 和 yw = 8V32t3/2 表述 的 , 其 中 t+ 在 3 到 5 
间 取 值 , 该 怎么 求 呢 ? 我 们 需 用 参数 版 的 公式 . 事实 上 , dz/dt = 6t 一 12, dy/dt = 
12V241/2, 故 


弧 长 = | ye 十 (¥) a = 「 V (Gt 一 12)2 + (12V2t1/2)2dt. 


现在 , 我 们 来 看 被 积 函 数 的 最 里 面部 分 , 其 中 有 一 个 因子 6 可 被 提出 来 , 得 

(6t — 12)? + (12V2t1/2)? = 62((t — 2)? 十 (2V241/2)2) 

= 36(t? — t+4+8t) = 36(t+2)2. 

现在 将 这 个 结果 带 入 被 积 函 数 并 作 积 分 , 可 得 弧 长 为 72 单位 . 这 就 是 一 件 简单 的 
事 了 , 细节 留 给 你 完成 ! 
参数 化 和 速率 
在 讨论 求 表 面积 之 前 , 我 还 想 谈 谈 关 于 参数 坐标 系 下 弧 长 公式 的 一 点 事假 
设 一 只 蚂蚁 (这 次 不 是 蜗牛 !) 绕 一 个 平地 的 行 , 我 定义 在 时 间 上 秒 处 的 蚂蚁 位 置 是 
(zz 的 ,y 的 ). 那么 , 蚂蚁 在 时 间 t 的 速率 是 多 少 ? 我 们 知道 速度 是 位 移 关 于 时 间 的 导 
数 . 因此 蚂蚁 在 x 方向 的 速度 是 dz/dt, 在 y 方向 的 速度 是 dy/dt. 它 的 实际 速率 


ln(5) 单位 . 
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需 涉 及 这 两 个 速度 . 其 实 , 根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 我 们 应 该 有 ”: 


Cr dz\? dy 和 

ve V (eh 
嘿 , 这 是 在 参数 情况 下 求 弧 长 时 所 积分 的 量 啊 ! 确实 , 要 求 蚂蚁 爬 过 的 总 距离 ， 
它 的 速率 求 积 分 . 因此, 现在 弧 长 公式 中 的 被 积 函 数 有 了 意义 , 至 少 在 参数 
下 是 有 意义 的 : 它 是 质点 在 曲线 上 移动 的 瞬时 速率 , 就 像 参 数 所 描述 的 一 样 . 
考虑 前 一 节 末 的 例子 , 其 中 z = 3 一 12t 十 4,y = 8V21/2. 根据 前 面 的 探讨 ， 


二 (+ (各 = Vr tt 


其 中 答案 以 单位 每 秒表 示 (假设 t 的 单位 为 秒 ). 这 意味 着 在 时 间 t= 3 处 , 质点 (此 
时 位 于 (z(t), y(t)) 的 速率 是 6(3 十 2) = 30 单位 每 秒 ; 而 在 时 间 t= 5 处 (速率 稍 快 
一 点 ), 为 6(5 十 2) = 42 单位 每 秒 . 

在 27.1 节 , 我 们 探讨 了 参数 方程 x = 3cos(t) 和 yy = 3sin(t) (0 入 上 < 2r) 所 描 
述 的 中 心 在 原点 、 半 径 为 3 的 圆 . 由 这 些 方程 所 描述 的 运动 的 质点 速率 为 


/es) 十 (2 = V(—3sin(t))? + (3cos(t))? = V9 = 3, 


因为 sin?(t) 十 cos?(t) = 1. 这 意味 着 质点 以 恒定 的 速率 3 单位 每 秒 绕 圆 运动 (当然 
是 逆 时 针 方 向 ). 另 一 方面 , 我 们 也 探讨 了 z = 3cos(2t) 和 w= 3sin(2t) (0 <&t<x) 
所 描述 的 相同 的 圆 , 这 时 的 速率 是 
dz \” dy 2 
/时 十 (号 ) = V(—6sin(2t))? 十 (6cos( 2 为 )2 = V36 = 6， 
所 以 这 个 新 的 参数 方程 的 质点 确实 以 两 倍 于 原 质 点 的 速率 绕 相 同 的 


革 


于 
NSN 


运动 . 


1 
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本 章 最 后 要 讨论 的 问题 , 是 如 何 求 由 曲线 绕 某 轴 旋转 所 得 表面 的 表面 积 . 我 们 
采用 的 方法 结合 了 求 弧 长 和 体积 的 方法 . 我 们 从 将 曲线 切割 成 小 段 弧 开始 , 然后 关 
注 绕 轴 旋转 其 中 一 段 弧 时 的 情况 . 假设 绕 x 轴 旋 转 ， 当 旋转 这 一 小 段 弧 时 会 发 生 
什么 呢 ? 我 们 得 到 了 一 个 环 , 但 它 的 边 是 弯 的 . 若 环 的 宽 足 够 小 , 我 们 应 该 能 用 直 
边 环 来 近似 它 . 我 们 从 制 线 段 近似 弧 开 始 ， 如 29.3 节 的 做 法 ， 可见, 割 线 的 长 为 

(dz)2 二 (dy)2 单位 ， 当 我 们 用 该 制 线 代 蔡 弧 段 旋转 时 , 得 到 了 一 个 直 边 环 , 如 图 
29-33 所 示 . 


@ 这 里 进入 了 向 量 范畴 , 它 属 于 关于 多 变量 微 积分 的 书 所 涉及 的 内 容 . 
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(dz 二 (dg 


图 29-33 


左边 的 图 给 出 了 一 段 曲线 和 近似 割 线 ; 中 间 的 图 给 出 了 我 们 所 求 表 面积 的 真实 
的 曲 边 环 ; 右边 的 图 给 出 了 用 于 替换 的 近似 环 . 事实 上 , 我 们 可 以 更 懒 : 环 的 边 并 不 
平行 于 x 轴 , 所 以 我 们 的 环 实际 上 是 圆锥 表面 的 一 部 分 . 这 类 物体 的 表面 积 是 可 以 
计算 的 , 但 比较 麻烦 . 因而 我 们 进一步 近似 , 假想 要 讨论 的 是 一 个 边 长 都 相等 的 环 ， 
不 过 这 个 环 是 一 个 圆柱 形 的 , 如 图 29-34 所 示 . 
最 终 的 结果 是 , 我 们 得 到 了 一 个 半径 为 y 单 
C (oa 


3 


位 、 宽 度 为 V(dz)? + (dy)2 单位 的 圆柱 形 环 , 因 
此 它 有 表面 积 2xnyV(dz)? 十 (dy)? 平方 单位 ( 周 长 
2ry 单位 乘 以 宽度 ). 结果 表明 ”, 这 个 近似 在 极限 
中 是 可 行 的 , 即将 这 些 环 的 表面 积 加 起 来 , 并 令 环 
的 宽度 趋 于 0 的 极限 . 所 以 , 我 们 由 此 得 到 关于 x 
轴 旋 转 的 原型 公式 : 


表面积 - | anyVGETTG (关于 抽 放 续 ) 


若 旋 转 是 关于 y 轴 的 , 则 我 们 采用 的 环 宽度 不 变 
但 现在 的 半径 是 z 而 不 是 y 单位 , 所 以 关于 vy 多 
四 39.34 ”旋转 的 原型 公式 是 
表面 积 - | zn CT (关于 y 轴 旋 转 ) 
? 

你 也 可 以 参照 体积 的 变 式 1 ( 见 29.1.4 节 ), 将 第 一 个 原型 公式 中 的 x 和 y 对 换 来 
得 到 该 公式 . 

@ 所 牵涉 的 计算 有 些 令 人 生 厌 . 如 果 你 想 算 的 话 , 可 运用 半径 为 r+ 和 R, 高 为 h 单位 的 圆 台 的 侧面 积 

公式 xn(R 十 7)V(R 一 7)? 十 hh2 平方 单位 . 


re 


表面 牧 


576 


不 管 怎 样 , 与 弧 长 
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如 何 修改 才能 使 用 它们 ， 

(1) 假设 我 们 关于 zx 
第 一 个 原型 公式 中 的 被 积 
弧 长 时 所 做 的 一 相 


f, 得 


一 样 , 这 些 原型 公 


用 于 求 任何 表面 积 ! 我 们 来 看 一 下 


中 x 取 值 范围 为 a 到 b. 我 们 从 
并 将 其 提 到 根 号 之 外 , 就 像 在 讨论 


轴 旋 转 曲 线 y = FD), 
函数 中 提出 因子 (dz 


表面 积 


写成 关于 f 的 形式 , 即 为 


J 


(关于 z 轴 ). 


表 国 
(2) 若 我 们 关于 y 轴 》 


出 


4 日 
与 


积 = 


旋转 相 同 的 曲 2 


i )v1i+ (f(z))?dz. 


| 线 , 可 对 另 一 个 原型 公式 采用 相同 的 处 


表面 


有 


或 者 写成 关于 


b 
积 = | 


du\2 
2T0X + (里) dz 
dz 


(关于 7 负 


于 的 形式 为 


表 
(3) 当然 也 有 参 
三 , 则 可 推 


数 形式 . 若 
出 下 面 的 公式 : 


若 x 和 是 参数 t 的 函数 , 其 9 


有 -| 2r2V1 十 (万 (Z))2dqz. 


Pt 的 取 值 范围 为 如 到 


人 


和 


dz 
dt 


多 
让 (¥) dt | (参数 版 , 关于 轴 


(参数 版 , 关于 y 轴 


所 有 这 些 表 面积 的 单位 都 是 平方 


来 看 一 个 例子 . 若 从 z=0 到 
需 应 用 第 1 种 情形 


位 . 


Zz 二 Xt/2 的 曲线 y = cos(z) 关 ]] 
中 的 公式 , 可 J 


| 2xy4/ 1 +( ) = 


要 求 该 积分 ， 
只 应 为 x(V2 + In(1 + v2)) 


首先 令 t= sin(z | 然后 用 三 | we 


于 z 轴 旋 转 , 我 们 


-| cos(z)/ 1 + sin?(z)dz. 


平方 和 


另 一 方面 , 在 


Ez=0 和 z=2v2 间 的 抛物 线 y = zx2/2 


新 积分 . 试 一 下 , 算 


位 . 


绕 y 轴 ( 非 z 和 划 


) 旋转 
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所 得 的 表面 积 可 用 第 2 种 情形 中 的 公式 求 得 . 由 于 dy/dz = zx, 表面 积 由 
2V2 d 2 2V2 
| or ( 吕 ) dz = 2r | ZV1T1T 十 2Z2dz 
0 0 


dz 


给 出 , 做 换 元 t= 1 十 x? 后 可 算得 52n/3. 

现在 考虑 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 7 单位 的 上 半圆 . 参数 形式 为 x = rcos(0) 和 
y= 三 7sin(9), 其 中 9 的 取 值 范围 为 0 到 (只 取 到 x 是 为 了 只 取 上 半圆 ). 我 们 关于 
2 轴 旋 转 该 半圆 , 将 得 到 一 个 球 , 它 的 表面 积 由 情形 3 给 出 (上 代 换 为 0): 


| zy ( 史 ) ) %- 一 | rsin(0)V (—r sin(0))? + (r cos(0))2d0. 
0 


现在 可 利用 sin?(0) + cos2(6) = 1 计算 , 可 得 表面 积 为 4rr2 平方 单位 , 这 就 验证 ] 
传统 公式 . 

最 后 , 我 们 来 考虑 类 似 于 旋转 体 体积 变 式 3 的 表面 积 ( 见 29.1.6 节 ). 若 旋 转轴 
不 是 x 轴 , 而 是 直线 y = (平行 于 z 轴 ), 则 圆柱 形 环 的 半径 是 y 一 h 单位 (而 非 y 
单位 ), 所 以 情形 1 中 的 公式 需要 做 适当 修改 : 


表面 积 = | nt f+ (Ee) (关于 y = h). 


(其 实 , 若 曲 线 在 直线 y = h 下 方 , 最 好 用 h 一 y 代替 y 一 hh, 否则 将 得 到 表面 积 ; 
负 的 答案 !) 同样, 你 不 能 单纯 地 学 习 上 面 的 公式 , 而 应 理解 如 何 由 已 知 推出 该 公 \ 式 
事实 上 , 你 现在 应 该 能 够 对 前 面 所 有 的 公式 进行 适当 改动 , 正确 处 理 关 于 y=h 或 
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微分 方程 就 是 包含 导数 的 方程 , 它们 对 于 描述 现实 世界 中 量 的 变化 非常 有 用 . 
例如 ， 若 起 了 解 种 群 增 长 快慢 | 或 是 还 清 学 生 贷款 的 快慢 , 都 可 以 使 用 微分 方程 模 
拟 对 应 情形 从 而 得 出 令 人 满意 的 答案 . 在 本 书 的 这 最 后 一 章 , 我 们 将 讨论 如 何 求解 
特定 类 型 的 微分 方程 . 下 面 是 我 们 将 讨论 的 内 容 : 

。 微分 方程 导论 ; 

。 可 分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 ; 

。 一 阶 线性 微分 方程 ; 

。 一 阶 和 二 阶 常 系数 微分 方程 ; 

。 微分 方程 建 模 . 


30.1 ”微分 方程 导论 


早 在 9.6 节 讨 论 指 数 增长 和 衰退 时 , 我 们 就 已 经 见 过 微分 方程 的 例子 . 当时 的 


电 
可 二 2 

其 中 是 确定 的 常数 , 并 断言 唯一 解 的 形式 为 y = Ae**, 4 为 常数 . 我 们 将 在 后 面 

的 30.2 过 RE 我 们 不 应 该 对 这 个 突然 出 现 的 形 如 4 的 常数 感到 意外 . 

毕竟 , 原 方程 包含 一 个 导数 , 消去 导数 的 唯一 方法 就 是 对 其 积分 , 而 积分 会 引入 一 

个 未 知 常数 (回想 

方程 dy/dz = ky 是 一 个 一 人 因为 方程 中 只 有 一 个 一 阶 导 
一 般 地 , 一 个 微分 方程 的 阶 是 其 所 包含 的 最 高 阶 导 数 的 阶 . 例如 , 这 个 复杂 :的 方程 


7 
2 | sin 4 四 Fezy = tan(Zz) 
是 一 个 四 阶 微分 方程 , 因为 它 包 含 一 个 四 阶 导数 , 没有 五 阶 或 更 高 阶 导数 . 


现在 考虑 本 节 开 始 讨论 的 一 阶 微分 方程 的 一 个 特例 , 但 附带 一 个 条 件 : 
d 
= —2y, vy(0)=5. 
这 意味 着 所 求 得 的 解 不 仅 要 满足 微分 方程 , 还 要 保证 当 x = 0 时 y = 5. 我 们 知 
= Ae*” 是 微分 方程 dy/dz = ky 的 通 解 , 令 天 = 一 2 即 知 上 面 微 分 方程 的 通 解 
y 二 Ae-2*, 4 为 常数 . 现在 代入 z=0 和 y=5 可 知 5= 4e-20), 可 得 4=5. 


带 的 信息 y(0) = 5 使 得 我 们 能 够 确定 4 的 值 , 所 以 实际 解 为 y = So 


至 应 区 


30.2 ”可 分 离 变 量 的 一 阶 微分 方程 ”579 


我 们 刚才 看 的 是 IVP(Initial Value Problem, 初 值 问 题 ) 的 例子 .其 思想 是 已 
知 一 个 初始 条 件 (在 这 个 例子 中 为 y(0) = 5) 和 相关 的 微分 方程 (在 这 个 例子 中 为 
dy/dz = 一 2y), 你 可 以 运用 这 两 个 条 件 来 求 无 不 定常 数 的 解 . 对 于 一 个 二 阶 微分 方 
程 , 需 积分 两 次 , 所 以 你 将 得 到 两 个 不 定常 数 , 由 此 可 知 需要 两 条 已 知 信息 . 一 般 地 ， 
这 两 条 信息 是 y(0) 的 值 和 wy'(0) 的 值 (z = 0 处 的 导数 ). 我 们 将 在 30.4.2 节 给 出 一 
些 例题 . 

现在 , 微分 方程 的 研究 已 相当 广泛 . 这 些 问题 很 难 求解 , 事实 上 , 基本 是 不 可 能 
求解 的 , 至 少 一 般 是 这 样 的 . 幸运 的 是 , 有 一 些 简单 的 类 型 解 起 来 并 不 很 麻烦 . 我 们 
将 讨论 其 中 三 种 : 一 阶 可 分 离 变量 方程 、 一 阶 线性 方程 、 线 性 常 系数 方程 . 


30.2 ”可 分 离 变 量 的 一 阶 微分 方程 
如 果 能 够 把 一 阶 微分 方程 中 所 有 关于 y 的 部 分 (包括 dy) 放 在 一 边 , 所 有 关于 
2 的 部 分 (包括 dz) 放 在 另 一 边 , 则 该 微分 方程 被 称 为 是 可 分 离 变量 的 . 例如 , 方程 
dy/dz = ky 可 重新 整理 为 


霹 电 = dz, 
故 它 是 可 分 离 变量 的 . 另 一 个 例子 , 方程 
一 cos2(y) cos(Z) =0 
可 重新 整理 (代数 运算 自行 验证 !) 成 
sec2(y)dy = cos(Z)dz. 
现在 , 继续 计算 的 方法 是 两 边 加 积分 号 并 积分 , 然后 整理 ?" 求 y. 在 第 一 个 例子 


中 , 我 们 得 到 
1 


1 
大 ln Iy| 一 人 十 OC, 
其 中 C 为 常数 . 要 解 y, 两 边 乘 并 取 指 数 . 我 们 得 到 


KZ 十 KC a EKC ekz 


即 


Iy|=e 
这 意味 着 y = 土 ex*Cek*. 现在 , 十 esC 是 一 些 不 为 0 的 常数 , 我 们 称 它 为 4, 因此 给 
出 了 我 们 所 期 望 的 解 y = Ae**， (事实 上 , 4 甚至 可 以 为 0: 车 对 所 有 x 有 y = 0， 
方程 dy/dz = ky 显然 可 以 成 立 , 因为 两 边 都 为 0. 这 在 我 们 的 解 中 没有 出 现 , 原因 
是 我 们 要 除 以 y, 这 是 出 于 y 恒 不 为 0 的 假设 . ) 


@ 如 你 所 预期 的 , 这 些 操作 都 可 用 链 式 求 导 法 则 证 明 . 
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对 于 第 二 个 例子 , 两 边 同 时 积分 有 
[ew sec? =| cos(Z)dz， 


tan(y) = sin(Z) 十 C， 
其 中 C 是 常数 . 这 个 解 已 经 很 好 了 , 但 或 许 你 更 愿意 写成 
y= tan (sin(x) + 0). 

这 里 有 个 问题 , 反正 切 函 数 的 值 域 为 (-x/2, /2). 我 们 应 该 可 以 在 上 述 表达 式 
上 加 x 的 任何 整数 倍 , 仍 得 到 有 效 解 . 事实 上 , sec?(y) 有 周期 x, 故 全 解 应 该 为 

y= tan (sin(Zz) 十 C) 十 mm， 

其 中 C 为 常数 ,n 为 整数 . 或 许 我 们 应 该 避 开 这 些 讨论 , 仍 写成 tan(y) = sin(x)+C 
的 形式 . (同样 , 我 们 在 开始 求解 时 曾 除 以 cos?(y), 这 导致 我 们 丢 了 常数 解 y = my/2， 
其 中 n 为 奇数 , 因为 这 些 是 当 cos?(y) = 0 时 的 值 . 这 些 解 在 上 面 解 中 C 一 十 ce 时 
bb 现 . ) 
对 于 同样 的 例子 , 涉及 初 值 时 会 是 怎样 的 情形 呢 ? 例如 , 考虑 IVP 


YY — cos2(y) cos(x) =0, vy(0)= 二 


4 
若 用 上 面 的 方法 求解 微分 方程 , 可 得 与 前 面 一 样 的 
tan(y) = sin(Z) 十 C. 
现在 , 令 z=0 和 yy=r/4 可 得 
tan(T/4) = sin(0) + C， 
这 意味 着 C = 1. 所 以 我 们 有 
tan(y) = sin(zx)+1. 


NN 


PP 


若 我 们 写 为 

0 三 tan-l(sin(z) + 1)+ nn, 
其 中 了 为 整数 , 还 令 z=0 和 yy = /4 可 知 x/4 = tan-1(1) 十 nn, 这 意味 着 n= 0. 
故 将 解 写 成 


y= tan- (sin(x)+1) 
是 合 情 理 的 . 为 使 该 点 更 清晰 , 令 初 始 条 件 为 y(0) = 57/4 而 不 是 y(0) = x/4. 将 它 
代入 方程 tan(y) = sin(z) + C, 又 一 次 推出 了 C = 1, 因为 tan(5x/4) = 1. 所 以 ,我 
们 再 次 求 出 了 tan(y) = sin(z) +1, 但 将 这 个 方程 写成 y = tan-1(sin(x) 十 1) 是 错误 
的 . 为 什么 ? 当 x = 0, 我 们 有 
y=tan- li(sin(0)+1)= tan-!(0)= = 
这 不 是 我 们 想 要 的 . 所 以 应 加 上 x, 即 
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y= tan- i(sin(z)+1)+x. 
现在 微分 方程 得 到 满足 , 且 如 我 们 所 希望 的 y(0) = 5x/4. 如 果 初 始 条 件 为 y(0) = 
zx/4 十 nn 对 任意 非 0 整数 n 成 立 , 同样 需要 警惕. 这 需要 微妙 技巧 ! 


30.3 ”一 阶 线性 方程 
这 是 另 一 种 一 阶 微分 方程 
-十 p(Z)y = q(7), 


其 中 p 和 19 是 关于 x 的 函数 . 这 样 的 方程 称 为 一 阶 线性 微分 方程 . 它 可 能 不 是 可 
分 离 变 量 的 , 甚至 连 线性 看 起 来 也 不 很 明显 ! 例如 ， 


0 十 6z2y = e-2z sin(z) 
dz 


就 不 像 是 线性 的 , 然而 这 个 方程 确实 是 一 阶 线性 的 , 因为 y 和 dy/dz 的 需 次 都 是 1. 
而 方程 


a 十 6z293 = e-27 sin(z) 
dz 

不 是 一 阶 线 性 的 , 因为 中 不 是 y 的 一 次 . 类 似 地 ， 

2 
( 吾 ) 十 6z27 一 e227" sin(7) 

dz 

也 不 是 线性 的 , 因为 量 dy/dz 被 平方 了 . 

回 到 前 面 的 线性 方程 


d 
TY 4 6r2y = e-2 sin(z). 
dz 


这 个 方程 不 是 可 分 离 变量 的 . 试 一 下 ! 你 不 可 能 得 到 一 边 都 关于 y 而 另 一 边 都 关 

于 z 的 方程 . 幸运 的 是 , 有 个 诀 窜 可 用 . 假如 我 们 两 边 都 乘 ez” .这 个 操作 显然 会 

使 右边 变 得 简洁 了 , 但 其 实 还 有 一 个 更 有 趣 的 作用 . 我 们 来 看 看 发 生 了 什么 : 

2zs dy 
dz 

现在 要 仔细 了 : 我 将 它 改写 为 了 


d : 
二 (ez Y) = sin(z), 


这 其 实 没 隐藏 什么 . 怎么 可 能 呢 ? 好 吧 , 我 所 做 的 就 是 在 求 导 时 把 乘积 法 则 反 过 来 
用 了 一 下 婴 了 ! (小 菜 一 碟 .) 为 了 证 明 这 是 正确 的 , 你 要 做 的 就 是 把 导数 算出 来 . 事 
实 上 , 根据 乘积 法 则 , 其 中 一 项 为 e2” 乘 以 y 的 导数 , 即 y x 6z?e2?”( 用 链 式 求 导 
法 则 ). 那 正 是 原来 方程 的 左边 ! 所 以 我 们 确实 有 


e + 6x2e27 yy = sin(x). 
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(e27°y) = sin(x). 


现在 要 做 的 就 是 两 边关 于 z 积分. 这 样 , 就 消 掉 了 左边 的 导数 , 剩 下 


e2 1 = | sin(zjdz = 一 cos(Z) 十 C. 


除 以 ez ,得 到 解 
y= (C 一 cos(Z))e-2z ， 
其 中 C 为 任意 常数 . 现在 可 以 试 痢 对 其 求 导 来 验证 它 满足 原 微 分 方程 
上 述 求解 的 关键 是 乘 以 e2* . 之 后 , 我 们 能 将 左边 整体 写成 a ( 某 式 ) 的 形式 ， 
这 样 就 很 容易 积分 了 . 出 于 这 个 原因 , ez ”被 称 为 积分 因子 . 可 知 , 对 于 一 般 一 阶 线 
性 微分 方程 


一 个 好 的 积分 因子 由 等 式 


积分 因子 -erzoar 


给 出 , 这 里 不 必 对 积分 结果 +C. 在 将 原 微分 方程 乘 了 这 个 积分 因子 之 后 , 左边 
可 被 “ 因 式 分 解 ”成 


| 


沈 


| 


二 (积分 因子 x) 

我 们 稍 后 讨论 原因 . 现在 , 我 们 用 这 个 更 一 般 的 框架 来 重新 计算 前 面 的 例子 

YY 十 6z2y = -27 sin(Z) 
首先 , 通过 取 y 的 系数 ( 即 6z2) 来 找 积分 因子 , 对 其 积分 并 指数 化 结果 : 
积分 因子 一 ef 6z2dz Es E27” 
现在 可 以 如 前 那样 : 用 e2*” 乘 微分 方程 并 将 左边 重 写 为 8(e2* y), 它 是 积分 因子 
和 vy 乘积 的 导数 . 
目前 为 止 , 学 习 这 个 方法 的 最 好 办 法 就 是 做 大 量 的 练习 , 直到 掌握 为 止 . 这 里 
有 另外 两 个 例子 . 首先 , 如 何 解 


一 ezy 十 ex， y(0)=2(e—1)? 
这 是 一 个 IVP, 但 我 们 担心 的 是 微分 方程 解 完 后 的 事 . 第 一 件 事 是 将 其 变 成 标准 形 
式 , 意思 是 需 将 所 有 关于 y 的 部 分 放 在 左边 , 所 有 关于 z 的 部 分 放 在 右边 , 且 dy/dzx 
的 系数 要 为 1. 在 本 例 中 , 我 们 只 需 两 边 减 去 ezy, 得 

dy 


一 一 ezy = e27 =2(e—1). 
ne y(0) = 2(e—1) 
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y 的 系数 为 -ez, 故 积分 因子 是 该 量 积 分 的 指数 化 : 
积分 因子 = e/(-e)dr = er-。 . 
( 记 住 , 这 里 不 需 +C. ) 我 们 用 这 个 积分 因子 乘 上 述 微分 方程 的 两 边 
_oz dy 
dz 
如 往常 一 样 , 左边 是 y 乘积 分 因子 的 导数 , 所 以 我 们 有 


一 ere-。 y=e® e2. 


一 er ,27 


Clo)=e eT®. 
最 好 通过 对 左边 求 导 来 验证 这 个 化 简 的 合理 性 . 总 之 , 对 上 述 方程 的 两 边 积 分 可 得 


e °° y= J es e2zdz， 


t=e” 
积分 的 计算 (运用 分 部 积分 法 ) 贸 给 你 :来 完成 ， 并 验证 结果 方程 为 
ee y=—ere®e ee 十 和. 
最 后 , 两 边 除 以 积分 因子 e-。 可 得 
y=—e*—1+Oee, 
对 某 常 数 C 成 立 . 现在 剩 下 的 就 是 解 IVP. 当 xz = 0 时 , 我 们 知道 y = 2(e 一 1), 所 
以 将 这 个 代入 上 述 方程 , 有 


0 


2(e—1)=—e  —1+Ce. 
你 可 以 很 容易 解 出 C = 2, 故 最 后 的 解 是 


可 对 其 求 导 来 验证 它 满足 原 微分 方程 . 
我 们 再 快速 浏览 一 个 一 阶 线性 微分 方程 


ban 人 2 = esin(z) 一 y. 
2 


首先 , 将 关于 y 的 部 分 放 在 左边 并 令 方 程 除 以 tan(z), 以 使 dy/dz 的 系数 等 于 1: 


a 十 cot(z)y = cot (zx)esin(®). 
dz 


y 的 系数 是 cot(z), 故 
积分 因子 = ef cotle)dz = eln(sin(z) = gin(z). 
(技术 上 讲 , 我 们 应 该 写成 lsin(z)|, 但 这 会 使 事情 变 得 不 必要 的 复杂 . ) 不 管 怎么 
说 , 用 sin(z) 乘 微分 方程 可 得 
sin(z) 旱 十 cos(z)y = cos(z)esin(®), 
因为 sin(z) cot(z) = cos(z). 现在 左边 变 为 y 乘积 分 因子 的 导数 (验证 它 ): 
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Sly sin(z)) = cos(z)esin(?). 
两 边 积分 (用 换 元 来 化 简 右 边 ): 


ysin(z) = | cos(z)esin(z)dz 至 esin(z) 十 CC 


最 后 


日 sin(z) 除 以 两 边 可 得 
y = csc(Z)esin(z) 4+ Cecsc(z), 
我 们 已 经 找到 了 微分 方程 的 解 . 
综述 , 下 面 是 求解 一 阶 线性 微分 方程 的 方法 . 
。 将 包含 y 的 部 分 放 在 左边 , 包含 x 的 部 分 放 在 右边 , 然后 两 边 除 以 dy/dz 的 
系数 得 到 一 个 标准 形式 的 方程 
dy 
3x + PT)Y = qz). 
。 两边 乘 积分 因子 , 我 们 称 其 为 f(x), 它 1 
积分 因子 f(x) = ez(z)qz 
给 出 ， 这 让 不 淹 为 指 妆 上 的 积分 +C. 
。 左边 变 为 ST (fe)y) 其 中 f(zx 职 分 因子 . 用 这 个 新 的 左边 重 
。 了 两边 积 分 ， 这 次 必须 在 右边 
e。 除 以 积分 因子 来 解 出 y. 
练习 这 个 方法 , 你 不 会 后 悔 的 ! 


mm 
| 
过 
> 

HO 


为 什么 积分 因子 起 作用 
为 什么 怪异 的 表达 式 e/ ztz)dz 是 个 很 好 的 积分 因子 呢 ? 假设 我 们 取 一 般 方程 
dy 
十 D(Z)Vy = 9(Z)， 


并 用 积分 因子 ez(s)dqz 乘 以 它 . 我 们 得 到 
era YU Faeplojy 二 关于 性 前 部 从 


现在 我 只 关注 左边 , 故 只 将 右边 写 为 : 关于 z 的 部 分 . 我 们 已 经 声明 可 将 左边 重 写 ， 
使 得 上 面 的 方程 变 为 


瑟 (wreoey) = 关于 = 的 部 分 
这 就 容易 求解 了 . 为 了 证 明 我 们 的 声明 , 对 左边 运用 乘积 法 则 , 写 为 
d d 
| a (God y. 


这 个 几乎 就 是 我 们 需要 的 了 , 我 们 只 需 运 用 链 式 求 导 法 则 写成 
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d (we 2p ( | poldz] x efpa)dz -pzjerzloadz， 


下 
注意 , 也 | a | p(z)dz (不 带 +C) 是 p 的 反 导 . 现在 如 果 把 前 
面 各 部 分 整理 一 下 , 最 后 可 知 
optnar 到 十 efplzjazp(zjy = 二 (el Pe)ary). 
我 们 的 方法 是 可 行 的 


30.4 ” 常 系数 微分 方程 


现在 我 们 来 讨论 常 系数 线性 微分 方程 . 这 些 方程 形 如 
2 dy 


d"y d'y 
Qn pn 十 …' T0272 OT 十 Q0V 二 f(z), 
这 里 f 是 只 关于 xz 的 函数 , a,… ,a1,ao 只 是 一 些 普 通 的 常 实数 . 注意 上 面 方程 的 


这 里 
左边 有 点 像 一 个 y 的 多 项 式 , 不 过 它 用 的 是 导数 T 


器 


我 们 来 看 个 例题 . 考虑 微分 方程 
dy 
3 二 一 Sin(57) = 122 一 6y. 


这 个 方程 可 以 整理 成 所 有 关于 z 的 部 分 在 右边 , 所 有 关于 y 的 部 分 (包括 导数 ) 妊 


人 


左边 的 形式 . 最 后 , 除 以 3 可 得 


十 2y = 47 十 Ssin 57). 
这 是 一 个 一 阶 常 系数 线性 方程 . 其 实 , 你 可 以 用 前 一 节 的 一 阶 线性 方程 的 方法 来 解 
它 . 如果 这 么 做 , 你 将 需要 用 到 积分 因子 , 而 这 在 这 个 例子 中 有 点 难度 ( 试 一 下 看 
事实 上 , 我 们 将 在 30.4.6 节 求 解 上 


看 ). 我 们 很 快 会 讨论 求解 该 方程 的 另 一 个 方法 . 
面 这 个 例子 . 
我 们 也 要 详细 考察 一 下 二 阶 的 情形 . 在 这 利 


dy ,dy 


情况 下 , 我 们 要 讨论 形 如 


= 


的 方程 . 例如 ， 
2 
ey 5 + 6y = 272ez. 


dz2 “dz 
先 , 我 们 需要 讨论 一 阶 和 二 阶 常 系数 线性 方程 


我 们 将 在 30.4.6 节 讨 论 它 的 解法 . 首 
的 一 般 解法 ”. 
我 们 从 一 个 简单 例子 入 手 : 假设 右边 没有 关于 z 的 部 分 , 例如 


于 一 阶 和 二 阶 方程 . 


, 不 过 本 书 将 主要 着 


@ 这 些 方法 对 高 阶 方程 也 适 
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二 

dz ba ba 

这 样 的 方程 称 为 齐 次 的 . 我 们 来 看 如 何 求解 一 阶 (左边 的 例子 ) 和 二 阶 (右边 的 例 
子 ) 齐 次 方程 . 
30.4.1 解 一 阶 齐 次 方程 


这 个 非常 简单 . 


dy 

下 十 ay 三 0 
的 解 为 y = 4e-%*， (其 实 , 这 个 方程 就 是 dy/dz = ky, 其 中 天 = 一 a 的 形式 , 见 30.1 
节 和 30.2 节 . ) 例如 , 给 定 微分 方程 

dy 

a 37 一 0， 
可 以 直接 写 出 其 解 为 y = 4es", 其 中 4 是 常数 . 


30.4.2 解 二 阶 齐 次 方程 
这 种 情况 有 点 环 手 . 我 们 需 解 


它 看 起 来 有 点 奇怪 , 最 简单 的 办 法 就 是 提取 出 一 个 二 次 方程 . 这 个 二 次 方程 称 为 特 
征 二 次 方程 , 即 at? 十 bt 十 c= 0. 例如 , 考虑 下 面 3 个 微分 方程 : 
(a) yy -20y=0; (by +6y+W=0; (多 一 2 十 5 三 0; 
注意 , 我 们 已 经 用 y 代替 dy/dz, 用 风 代替 d2y/dz2. 不 管 怎样 , 这 3 个 例子 的 特 
征 方程 分 别 为 妇 -t-20=0、 妇 +6t+9=0 和 女 一 2 上 +5=0. 
接 下 来 就 是 求 特征 方程 的 根 . 这 有 三 种 可 能 , 取决 于 方程 是 否 有 两 个 实 根 、 一 
个 (双重 ) 实 根 或 两 个 复 根 . 我 们 来 总 结 一 下 整个 方法 , 然后 解 上 述 三 个 例子 . 
下 面 是 解 齐 次 方程 oo 十 by 十 cy = 0 的 方法 . 
(1) 写 出 特征 二 次 方程 a 十 bt 十 c==0 并 解 世 
(2) 若 有 两 个 不 同 实 根 a 和 6, 解 为 
y = Ae®® + Bepz. 
(3) 车 只 有 一 个 (双重 ) 实 根 a, 解 为 
y= Ae?®” 十 Bre®”. 
(4) 若 有 两 个 复 根 , 它们 将 是 共 思 f 的 , 即 其 形 为 a 土 
y=e?(Acos(Br) + Bsin(Bzr)). 
在 所 有 情形 中 (2、3 和 4), 4 和 B 为 不 定常 数 . 
所 以 , 对 前 面 的 例 (a), 我 们 看 到 特征 二 次 方程 是 如 一 + 一 20 = 0. 若 将 二 次 式 
因 式 分 解 为 (十 4(t 一 5), 显然 方程 的 解 为 t= -4 和 t=5. 由 上 面 第 (2) 步 可 知 ， 


iB. 解 为 
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方程 y' 一 y 一 20y = 0 的 解 为 


对 某 些 常数 4 和 B 成 立 . 
例 (b) 的 特 各 


To A 


t= 二 一 3. 由 前 


最 后 , 如果 我 们 用 二 次 公式 来 解 例 (c) 的 特征 三 次 方程 如 一 21 十 5 = 0， 
a 二 1 和 6 = 2, 上 面 的 第 


得 上 = 1 土 2i，( 试 一 
V 一 2y 十 5y = 0 的 解 : 


日 


E 二 次 方 帮 


如 十 6t 十 9 = 二 0 化 简 为 (+3)?=0 
(3) 步 , 齐 次 方程 办 十 6W 十 9 = 0 的 解 为 
y= Ae ?+ Bre 7. 


y= Ae ?+ Bes?, 


y= er*(Acos(27) + Bsin(27)). 
同样 , 4 和 B 为 不 定常 数 . 
30.4.3 为 什么 特征 二 次 方程 适用 


为 什么 前 面 


所 以 


的 方法 适用 呢 ? ( 知 你 不 关心 原 医 
y = ecz 代入 方程 ay”++by 十 cy = 0 时 会 发 生 什 么 . 我 们 有 wy 


因此 唯一 解 为 


可 
了 


(4) 步 给 出 


, 可 以 直接 转 到 下 一 节 !) 考虑 将 


CeQ2Z 和 yy Es Q2ec7 ， 


ay’ 十 办 十 cy 一 aa2ecz 十 bae2z 十 cesz 一 (aa2 十 ba 十 cjec7. 
故 , 若 a 为 特征 二 次 式 ao 妇 十 中 十 c 的 一 个 根 , 则 有 aa2 十 ba 十 c= 0. 上 述 等 式 暗 
示 了 ay 十 by 十 cy = 二 0, 即 yy =e?? 解 出 了 微分 方程 ! 同样 , 该 解 的 人 


下 面 我 们 来 看 第 


1> 


这 里 4 和 B 甚至 可 以 为 复数 . 现在 可 上 


(4) 步 . 知 二 次 方程 的 两 个 解 是 形 如 w+ig 的 
第 (2) 步 的 讨论 , 解 定 为 
y= 4e(a+iG)z 十 Be(®-iB)z eb ecz(4eipz 十 Be-ip*), 


FE 何 常数 信也 是 
方程 的 解 , 且 若 有 另 一 个 根 8, 则 可 将 两 个 解 y = Ae** 和 y= Besz 加 
多 解 . ( 试 试看 ) 但 要 小 心 第 


起 来 得 到 更 


斩 复 根 , 则 根 


欧 拉 等 式 ( 见 28.2 节 ) 得 


/三 esz(4(cos(Bz) 二 isin(8Bz)) 十 如 (cos(Bz) — isin(Bz))) 


| 四 


最 后 对 第 
程 ay” 二 by 十 cy 二 0, 可 以 由 w= aQxe”? 1 
ay” + by +cey = (ao? + ba 


若 a 是 a 十 比 十 c 的 双重 根 , 则 不 仅 aa? 十 ba 十 c= 0, 而 且 


I 


=e*®*((A+B)cos(Br)+ (A— B)isin(B7)). 
新 标记 常数 (4 十 B) 为 4, 常数 (4 一 B)i 为 B, 得 到 正确 的 公式 . 


@ 这 是 二 次 方程 at? + bt 十 c= 二 0 有 双重 根 t=a 时 2aa 十 b==0 的 原因 : 
b2 = 4ac. 则 
(2aa 


又 因为 (2aa 十 5)? = 0, 当 


b)? = 4a2a2 + 4aba + b2 = 4a2a2 + 4aba 十 4ac = 4a(aa 


(3) 步 , 假定 特征 二 次 方程 具有 一 个 根 a. 若 将 y = zxe”* 代入 微分 方 
Hesz 和 W = a2zesz 十 2ae%? 推出 


H cj)Zecz + (2aa 十 b)e®”. 


L 2aa 十 5 二 02. 由 此 可 


判别 式 为 0, 所 以 


2 十 ba 二 c)=0. 
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推出 前 面 第 (3) 步 的 正确 解 . 
30.4.4 非 齐 次 方程 和 特 解 

我 们 来 看 方程 右边 仅 有 x 部 分 时 的 情况 . 例如 , 考虑 微分 方程 

yy  —Y — 20y= ee” 

它 不 是 齐 次 的 , 因为 右边 有 e*. 试 着 猜 一 个 解 , 我 们 知道 ez 的 所 有 导数 为 e*, 试 着 
邻 y==e?. 则 yw =e?,W =e?, 所 以 左边 yw' 一 y 一 20y 变 为 Ce = 一 20ez， 
边 , 但 很 接近 . 我 们 只 需 除 以 -20. 再 试 一 次 : 令 y = 0 则 yy 和 wy 
也 为 - , 所 以 我 们 有 


Vy —Yy — 20y= i ( 训 ) 0 ( 而) 一 ezZ. 
我 们 证 明了 y= 一 区 er 是 原 方程 凡凡 一 20y = ez 的 一 个 解 , 但 它 不 是 唯一 解 .要 
知道 原因 , 考虑 相关 齐 次 方程 
光一 多 一 207y = 0. 
这 其 实 是 30.4.2 节 的 例 (a). 我 们 知道 全 解 为 
y= Ae ?+ Be5z. 
因此 我 们 来 做 个 小 游戏 . 我 们 将 用 yp 代替 y 来 写 这 个 解 , 其 中 互 表示 齐 次 . 我 们 
已经 证 明了 


玫 


若 =4e- 代 二 Beiz， 则 一 屹 一 20yr =0. 
另 一 方面 , 我 们 在 前 面 说 明了 
a 1 
着 yp==- 宙 ， 则 呢 -yp 一 20yP = 
a Ne 1 je 0 本 
这 里 我 把 前 面 的 解 二 写 为 yp, 称 其 为 特 解 , 它 解 释 了 下 标 为 何 是 已 . 现在 , 如 


果 把 方程 yi 一 yi 一 20yn = 0 各 一 yp 一 20yp =e 加 起 来 , 把 导数 放 在 一 起 , 我 
们 得 到 


a 


yi + yp -yy yp — 20yn— 20yp=0+e”. 
事实 上 , 由 于 导数 之 和 等 于 和 的 导数 , 对 二 阶 导 也 一 样 , 我 们 可 得 

(yu +yP) — (YH + YP) — 20(yH + YP)= 
因此 , 车 y= yp 十 yp,; 则 vy 也 是 原 微分 方程 内 一 yy 一 20y = ez 的 一 个 解 . 换 句 话 
说 , 我 们 可 以 取 特 解 


1 
yP To0° , 


它 确实 是 原 微分 方程 的 解 , 然后 加 上 微分 方程 齐 次 形式 的 任意 解 , 结果 仍 为 原 微分 
方程 的 解 . 进一步 地 , 非 齐 次 方程 的 所 有 人 解 均 为 该 形式 . 
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一 阶 和 二 阶 微分 方程 都 可 用 这 个 方法 . 唯一 的 问题 是 怎么 猜 这 个 特 解 . 在 下 一 
节 , 我 们 将 讨论 如 何 推测 解 的 形式 (与 18.3 节 中 的 部 分 分 式 法 类 似 ). 若 幸 运 的 话 ， 
可 以 代入 该 形式 并 求 出 未 知 常数 来 确定 特 解 . 

下 面 我 们 总 结 一 下 所 讨论 的 方法 . 

(1) 将 方程 整理 成 正确 的 形式 , 即将 所 有 含 z 的 部 分 放 在 右边 . 则 可 将 一 阶 形 
式 方 程 化 简 为 


d 
也 + ay = f(7) 
或 二 阶 形式 化 简 为 
d2 
de 


(2) 运用 30.4.1 节 和 30.4.2 节 的 方法 , 解 相 应 的 齐 次 方程 
dy | 
TL 


d :2 
Yaoy=0 或 a yp Hey=0. 
dz 


dx? d 
我 们 将 解 记 作 yg, 它 有 一 个 或 两 个 待定 常数 (取决 于 方程 是 一 阶 还 是 二 阶 ). 
我 们 称 yz 为 方程 的 齐 次 解 . 
(3) 若 原 函数 f 为 0, 则 计算 结束 , 全 解 为 y = yp. 
(4) 另 一 方面 , 车 函 数 f 不 为 0, 则 写 出 特 解 yp 的 形式 ( 见 30.4.5 节 ). 这 个 形 
式 有 一 些 需要 确定 的 常数 . 将 yp 代入 原 方程 并 令 系 数 相 等 来 求 待定 常数 . 
(5) 最 后 , 解 为 y = yp 十 VP. 
我 们 将 在 30.4.8 节 讨 论 IVP 的 情况 . 现在 , 我 们 来 看 如 何 求 特 解 . 
30.4.5 求 特 解 
目前 为 止 , 我 们 忽略 了 可 能 出 现在 右边 的 含 x 部 分 (之 前 称 为 f(z)), 现在 该 讨 
论 这 部 分 了 . 其 方法 是 写 出 特 解 的 形式 , 然后 将 该 形式 代入 方程 来 求 真正 的 解 . 通 
过 后 面 的 表格 可 知 如 何 写 出 正确 的 形式 . 例如 , 在 微分 方程 
y — 3y = 5e27 
中 , 右边 是 ezz 的 倍数 , 由 表 可 知 特 解 的 形式 应 为 yp = Ce2*, 其 中 C 是 一 个 常数 ， 
我 们 需 将 yp 代入 原 方程 来 求 出 这 个 常数 . 易 知 yb = 2Ce2z, 因此 有 
2Ce2 — 3(Ce?*) = 5e27 
它 可 化 简 为 -Ce2z = 5e27, 所 以 C = -5. 由 此 , 特 解 为 yp = -5e2*. 事实 上 ,| 
于 我 们 在 30.4.1 节 见 过 齐 次 形式 yy 一 3y = 0 的 解 为 yy = 4e3z, 因而 可 以 知道 
y 一 3y = 5e2z 的 全 解 是 


三 9 十 yP = 4e37 一 5e27， 
其 中 4 为 未 知 常数 . 注意 , 齐 次 解 包含 未 知 常数 , 而 特 解 一 定 不 能 含 未 知 常 娄 
下 面 就 是 那个 表格 . 
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若 f 是 一 个 则 形式 为 

次 数 为 m 的 多 项 式 YP 二 次 数 为 n 的 一 般 多 项 式 
例 ， f(z) = Ds 

f(x) = 3x7—2 yP 一 az 十 D 

f(z) = 1022 yp 一 az2 十 pr 十 c 

jz) 一 -2z3 一 z2 十 2 十 22 ypP 一 az3 十 bz2 十 cz 十 
指数 esw 的 倍数 YP = Cer® 
例 ， f(x) = 10e-47 yP = Ce 4 

f(z) = @” yP = Ce” 


cos(kzw) 的 信 数 十 sin(kw) 的 倍数 
例 ， f(x) = 2sin(3z) — 5 cos(3x) 
ogo) 
f(x) = 2sin(11zx) 


YP = Ccos(kz)+Dsin(kz) 
yP = Ccos(37) + Dsin(37) 
yP = Ccos(z) + Dsin(zx) 
ypP = Ccos(117x)++ Dsin(11x) 


上 面 某 些 形式 的 和 或 积 
例 ， f(x) = 2z2 +e-67 
f(z ) 二 一 27z2e 一 6z 
f(x) = 7e2z sin(3z) 
j(z) = cos(2z) 十 6sin(z) 
f(x) = 47 cos(37 


yP = (C cos 
YP = Ccos(27)+ Dsin(2x)+ Ecos(x)+ Fsin(z) 
yP = (z+b 


这 些 形式 的 和 或 积 ( 若 为 积 , 删 掉 一 个 常数 ) 
yp 一 az2 十 br 十 c 十 Ce-6z 
yP 一 (az2 十 bz 十 c)e-6z 


3z) + Dsin(37))e2” 


(C cos(3z) + Dsin(37x)) 


将 


若 yp 与 yy 冲突 , 令 特 


j 解 的 形式 乘 以 x 或 z? 


个 


| 常数 ” 是 不 言 自明 的 . 最 后 一 行 


除了 最 后 一 行 , 这 个 表 对 于 “和 若 为 积 , 删 掉 
在 30.4.7 节 加 以 解释 . 要 明白 这 个 不 言 自 明 , 六 


首先 注意 到 两 种 形式 乘 起 来 时 有 一 


个 多 余 的 常数 . 例如 , 2z2e- sz 看 似 会 引入 形式 (az2 十 bz 十 c)Ce-%*, 但 常数 C 是 


没 
表 


个 


方 


30.4.6 


先 


2 
TD 


我 


据 


只 有 一 个 解 ， 


必要 的 , 可 以 媳 


| 除 ， 


(顺便 
这 些 类 型 函数 的 和 
“参数 变异 


求 特 解 的 例子 


a 


汉 


法 


写 出 了 yp 的 形式 后 , 还 需 将 其 


要 求 yp 和 哆 (对 一 
成 30.4 节 中 未 完成 的 两 个 例子 . 
首先 考虑 微分 方程 


们 来 快速 搞定 齐 次 部 分 . 其 实 , y” 


前 面 的 表 ， 


因为 它 可 以 并 入 到 其 他 的 常数 a、b 和 e 中 . 这 点 同样 适用 于 
中 的 例子 7e2z sin(3z) 和 4z cos(3x). 
说 一 下 , 这 个 表 只 显示 了 若 f 为 多 项 式 、 指数、 


. 余弦 , 或 一 个 或 多 


只 或 和 的 方法 . 这 个 方法 不 适 上 
, 但 它 不 在 本 书 的 讨论 范 


二 


内 . 


3 于 其 他 情形 . 还 有 一 个 更 一 般 的 


) 


代入 原 微分 方程 来 求 常 数 . 为 使 计算 更 容易 , 首 
阶 情形 , 只 需求 yp). 我 们 来 看 一 个 这 样 的 例子 , 然后 


二 Ae2? 十 Bze27 ,其 


再 返回 


y/’ — Ay +4y= 25e3z sin(27). 

一 4y 十 4y = 0 的 特 
即 上 = 2. 因此 , 我 们 有 yx 
我 们 来 找 特 解 . 将 微分 方程 右边 的 25e37 sin(2x) 分 成 两 部 
e3z 的 常数 倍 形式 为 Ce3*, sin(2z) 的 形式 为 C cos(2z) + 了 Psin(2z). 我 


征 二 次 方程 雄一 4t 二 4=0 
中 A 和 B 为 常数 . 现在 
分 : 25e3z 和 sin(2z). 根 
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们 要 将 这 些 乘 在 一 起 , 不 过 在 这 个 过 程 中 可 将 常数 合并 写成 
yp = e3z(C cos(2z) + D sin(27)). 
现在 多 次 运用 乘积 法 则 来 做 一 些 烦琐 的 计算 : 
yp = e3z(C cos(27) + D sin(27)), 
yp = e3*(—20 sin(27) + 2D cos(27)) 十 3e3z(C cos(2z) + D sin(27)) 
= e3*((30 + 2D) cos(27x) + (3D — 2C) sin(2z))， 
yh = 3*(—2(3C + 2D) sin(27) + 2(3D — 2C) cos(2z)) 
十 3e5z((3C + 2D) cos(27) + (3D — 2C) sin(2x)) 
一 e57((5C + 12D) cos(27x) + (5D — 12C) sin(2z)). 
现在 该 将 这 些 代 入 原 微分 方程 内 一 4y' 十 4y = 25e37 sin(2x) 了 . 我 们 得 到 了 看 起 来 
很 长 的 方程 
e373((5C + 12D) cos(27x) + (5D — 12C) sin(2x)) 
一 4e3z((3C + 2D) cos(27x) + (3D — 2C) sin(2z)) 
+ 4e5z(C cos(27x) + D sin(27x)) = 25e37 sin(2x), 


它 可 化 简 为 
e37(4D — 3C) cos(2z) + e3*(—4C — 3D) sin(2x) = 25e37 sin(27). 
为 了 使 这 个 表达 式 对 所 有 x 成 立 , e37 cos(2z) 部 分 需 为 0 且 esz sin(2z) 的 系数 需 
为 25. 这 意味 着 4D -3C =0 且 -4C -3D = 25. 同时 解 这 些 方程 , 可 得 C = -4 
和 DD = 一 3. 现在 我 们 知道 yp = esz(-4cos(2z) - 3sin(2z)), 故 全 解 为 
y= YH+YyP= Ae’® + Bre’” — er(4cos(27) + 3sin(27)), 

其 中 4 和 B 为 常数 . 

现在 该 遵照 承诺 完成 30.4 节 的 两 个 例子 了 : 

Vy 二 2y = 4x 十 3 sin(52) 和 wv’ 一 5y 二 6y = 2z2e7. 

你 应 该 先 试 着 解 这 两 个 方程 . 如 果 完 成 了 , 继续 往 下 读 . 

左边 的 例子 是 一 个 一 阶 方程 . 齐 次 形式 为 y 十 2y = 0, 有 解 y = he-2”, 其 中 4 


为 常数 . 根据 前 面 的 表 , 我 们 知道 其 特 解 形式 为 yp = az 十 b+Ccos(5z) 十 Dsin(57). 
我 们 需 知 导数 , 即 y% = a 一 5C sin(5z) 十 5Dcos(57). 将 WP 和 yp 代入 原 方程 , 可 得 


1 
(a— 5Csin(57)+ 5Dcos(57))+2(ar+b+Ccos(57)+ Dsin(57)) = 47 十 3 sin(52)， 


它 可 化 简 为 
2az 十 20 十 4 十 (5 万 十 2C)cos(5z) 十 ( 2-5C)sin(5z) = 47 十 3 sin(5o， 
0 令 该 表达 式 中 各 部 分 的 系数 相等 . 左边 x 的 系数 是 2a, 右边 为 4 故 a = 2. 
边 的 常数 为 2 + wa， 而 右边 没有 常数 ， 故 25 十 a = 0. 这 就 意味 着 b= 一 1， 同 时， 


©O 
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右边 没有 关于 cos(5z) 的 项 , 故 5D + 2C = 0， 还 有 , sin(5x) 项 也 必须 对 应 ， 故 
2D - 5C = 1/3. 同时 解 最 后 这 两 个 方程 ( 试 试 !) 可 得 C = -5/87 和 D = 2/87. 因 
此 , 我 们 有 


5 2 . 
yp =27—1— cos(5z) 十 i sin(5zx). 
把 这 些 整理 后 , 得 到 解 


5 2 
y=YyH+Yyp= Ae +2r—1— cos(57r) + sin(57), 


87 87 
其 中 4 为 常数 . 

那 另 一 个 例子 呢 ? 那 是 一 个 二 阶 方程 , 其 齐 次 形式 为 W - 5y + 6y = 0. 特征 
二 次 方程 是 如 一 丝 十 6 = 0, 其 解 为 41=2 和 +=3. 因此 , yg = 4e2z + Besz, 其 中 
4 和 B 为 常数 . 现在 该 求 特 解 了 . 由 于 原 微 分 方程 的 右边 为 2z?e*, 特 解 形式 应 该 
为 yp = (az2 十 bz 十 c)e*, 要 知道 ez 的 外 面 是 不 需 加 常数 的 , 因为 那个 常数 可 并 入 
a、b 和 c 中 . 我 们 对 yp 求 两 次 导 , 得 到 


yp = (ax? + bz + c)e”, 

yp = (ax?2 + bx + c)er + (2ax + b)e” 
= (ax? + (2a + bz + (b+ ce))e”, 

y= (ar? + (2a+ob)r+ (0+o))er + (2ar + (2a + b))e” 
= (ax? + (4a +Db)z + (2a + 2b + ce))e® 


将 其 代入 原 方程 WV' 一 5y +6y = 2z2ez 可 得 
(ax2+(4a+0b)z+(2a+2b+e))er—5(ar2+(2a+0)7z+ (b+e))er+6(ar?+br+ce)er = 272e7. 
它 可 化 简 成 


(2ax? + (~—6a + 2b)7x + (2a— 30+ 2c))e” = 272e7. 
令 系 数 相等 可 知 , 24 = 2,-6a 十 25 = 0, 2a 一 3b 十 2c = 0. 由 此 求 得 a = 1,5=3， 


i (= i 5) ez 整个 方程 的 解 为 


2 
27 37 2 7 十 
=%F+oyp=4e 十 Be? 十 7 十 97 十 了 ee 
其 中 4 和 B 为 常数 . 
30.4.7 解决 yp 和 wa 间 的 冲突 


30.4.5 节 中 表 的 最 后 一 行 指出 , yp 和 yg 可 能 会 有 冲突 . 为 什么 会 这 样 呢 ? 考 
基 微 分 方程 


三 可 


Y’ — 3Y + 2y = 7e2. 
它 的 齐 次 形式 为 y' 一 3y +2y = 0, 特征 二 次 方程 为 如 一 3t+2= (t 一 1)(t 一 2)=0， 
故 齐 次 解 为 
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yH = 4ez + Be2”, 
这 里 4 和 B 为 未 知 常数 .由 于 微分 方程 的 右边 是 7e2*, 由 表 可 知 特 解 的 形式 为 
P 二 Ce2z， 唉 ! 让 人 伤心 的 是 , 这 个 选择 会 彻底 失败 .事实 上 , 当 令 4 = 0 且 
已 = C 时 , yp 包含 在 yy 中 . 这 意味 着 若 将 yp = Ce2z 代入 微分 方程 , 左边 将 
得 到 0,( 试 试 !) 故 该 解 无 效 . 然而 , 如 表 的 最 后 一 行 所 示 , 我 们 需要 引入 z 的 究 来 
使 该 解 起 有 效 ， 因此, 我们 将 采用 yp = Cxe*”. 现在 来 看 会 发 生 什 么 ， 首 先 注意 
yp = 二 2Cze2? 十 Ce2z 上 且 = 4Cze2 十 4Ce2z, 故 将 其 代入 前 面 的 微分 方程 时 , 可 得 
(4Cze2z + 4Ce2*) — 3(2Cxe?? + Ce2?) 十 2Cze2z = 7e27. 

关于 ze2z 的 项 完全 消 掉 了 , 留 下 Ce2z = 7e2z. 因此 C = 7, 这 意味 着 yp = 7xe?*. 
最 后 , 全 解 为 y= yp 十 yp = 4ezr + Be2z + 7ze2z. 

看 为 一 个 例子 . 要 想 解 人 


y+6y +9y=e 3, 

需 比 原来 做 更 进一步 的 计算 . 齐 次 方程 内 十 6y 十 9y = 0 有 特征 二 次 式 如 十 6t 十 9 一 
(t 十 3)?, 因此 齐 次 解 为 yr = Ae-”? 十 Bre-3*. 由 于 微分 方程 的 右边 是 e-3?, 因而 我 
们 取 yp = Ce-3. 这 个 解 无 效 , 因为 它 包含 在 yy 中 ( 当 4=C 且 B=0 时 ). 甚至 
ypP = Cxze-3 也 无 效 , 因为 它 也 包含 在 yn 中 ( 当 4=0 和 且 B=C 时 ). 因此 我 们 需 
要 进一步 乘 以 x? 并 令 yp = Cz2e- -22 现在 可 求 两 次 导 得 yp = 2Cxe 3* 一 3Cw?2e-37 
和 wy% = 2Ce 57 一 12Cze-3? 十 9Cz?2e-3?, (对 其 验证 !) 将 这 些 量 代 入 原 方程 并 验证 
化 简 后 为 2Ce-3° = es 的 任务 留 给 你 完成 . 这 意味 着 0=5 , 故 微分 方程 的 解 为 


1 ¢ 
y=YyH+Yyp = Ae ?+ Bre 3+ 本 Ze e-37, 其 中 4 和 已 为 


= 


一 


30.4.8 IVP 
我 们 来 看 如 何 处 理 涉及 常 系数 线性 微分 方程 的 IVP. 跟 通 常 一 样 , 要 解 IVP, 首 
先 解 微分 方程 , 然后 运用 初始 条 件 求 剩 下 的 未 知 常数 . 
我 们 将 30.4.6 节 的 两 个 例子 改 成 IVP, 然后 求解 . 对 第 一 个 例子 ,假设 给 定 个 
外 十 2 一代 十 了 sin(5z), y(0) = -1. 现在 暂时 忽略 条 件 y(0) = 一 1, 我 们 已 经 知道 
通 解 是 


5 
三 一 27 这 
y= Ae “十 2 一] 87 cos(5z) 十 7 2 
又 因为 y(0) = -1, 意味 着 当 x = 0 时, y = 一 1. 将 其 代入 , 可 得 
5 2 5 
he 0 | | j pm WW 
1= Ae” +2(0)—1 5 cos(0) a sin(0) = A—1 了 
化 简 为 4 = 5/87, 故 IVP 的 解 为 
5 


5 2 
Vs e 22 十 2 一 1 人 cos(57) 十 sin(5z). 


没有 未 知音 数 . 
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为 了 修改 第 二 个 例子 , 我 们 假设 y' 一 5y + 6y = 2z2er, y(0) = wy (0) = 0. 如 我 
们 在 30.4.6 节 所 见 , 通 解 (忽略 初始 条 件 y(0) =0 和 wy(0) = 0) 为 


4 一 4e2z + Bes® 1 (有 | 37 +4 泣 


我 们 需 将 该 解 进行 一 次 求 导 运 算 来 运用 初始 条 件 y (0) 的 值 , 验证 


1 
y = 2Ae?® + 3Be3? + (= 上 52 2 


2 
因此 , 当 x = 0 时 , 我 们 知道 y 和 yy 都 等 于 0, 代入 关于 y 的 方程 可 得 


0 一 4e0 十 Be0 + ( H 3(0) -| 2 内 = 4+B+ 


而 代入 关于 yy/ 的 方程 可 得 


13 13 
0= 2Ae? +3Bed 十 (0 500)+ 3) e0 一 24 二 3 十 Be 


同时 解 这 些 方程 , 得 到 4 二 -4 和 B= > 这 意味 着 IVP 的 解 为 


1 7 
4 三 一 4e2z 十 De 十 全 十 37 十 5) ez . 


注意 , 这 两 个 例子 都 没有 未 知 常数 : 初始 条 件 使 得 我 们 能 够 求 得 唯一 的 解 . 没有 初 
始 条 件 , 则 总 会 有 一 个 或 两 个 未 知 常数 . 

我 们 来 看 最 后 一 个 IVP 例子 . 假设 

y+6y +13y= 2673— 372—24r, vy0)=1, vy(0)=2. 
齐 次 方程 是 W + 6y + 13y = 0, 特征 二 次 方程 为 好 十 6t 十 13 = 0， 运 用 二 次 
公式 , 后 面 方程 的 解 为 t = (-6 土 V36 一 4.13)/2 = -3 土 2i， 这 意味 着 yy = 
e-37(Acos(2x) 十 Bsin(2x)). 现在 来 看 特 解 : 由 于 原 方程 的 右边 ( 含 x 部 分 ) 是 三 次 
的 , 所 以 应 写 为 yp = az3 二 pz2 十 cx 十 d. 现在 需要 将 yp 带 入 微分 方程 来 求 出 从 a 
到 d 的 所 有 常数 . 注意 yb = 3ax? 十 20z 十 c 和 w= 6azx 十 25. 代入 ,可 得 


(6az 十 20) 十 6(3az2 十 2 十 c) 十 13(az3 + bre? + crtd) = 2673 一 3z2 — 247. 
令 za、z2、z 和 1 的 系数 相等 (如 我 们 在 部 分 分 式 中 所 做 一 样 ), 分 别 可 得 13a = 26， 
18a 十 13b = -3, 6a 十 12b 十 13c = -24, 20 十 6c+13d = 0. 我 把 解 这 些 方程 的 任务 留 
给 你 完成 , 可 知 a = 2,b = -3,c=0,d=6/13. 故 yp =2z3 -3z2 十 6/13, 因此 


6 
y=yH+Yyp=e (Acos(27) + Bsin(27)) 十 273 一 3z2 十 两， 


对 某 些 常数 4 和 B 成 立 . 为 了 求 这 些 常数 , 要 使 用 初始 条 件 . 由 于 y(0) = 1, 我 们 
知道 当 z =0 时 y=1, 代入 得 到 
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1 = e-3(0)(Acos(0) + Bsin(0)) 十 2(0)3 — 3(0)? 一 41 

所 以 4= 7/13. 同时 , 对 y 的 表达 式 求 导 得 
y =e 3(—2Asin(2x)) + 2B cos(27) — 3e 3*(Acos(27) 十 Bsin(2z)) 十 6z2 — 67. 
于 wy (0) =2, 可 知 当 z=0 时 yw =2, 代 入 上 面 w 的 表达 式 得 到 

2= eo(—2Asin(0) + 2B cos(0)) — 3e0(4cos(0) + Bsin(0)) + 6(0)? ~— 6(0) 

=2B- 34. 
因为 4 = 7/13, 我 们 可 以 解 最 后 这 个 方程 来 求 出 B = 47/26. 将 这 些 值 代入 , 求 得 
最 终 解 : 


7 47 6 
y=e 3 (下 cos(2z) 十 SE sin(2) ) H 2z3 一 372 + 和 


注意 , 该 解 中 没有 常数 : 初始 条 件 ( 即 y(0) 和 Y(0) 的 值 ) 确定 了 显 式 解 . 


30.5 ”微分 方程 建 模 
现实 世界 的 很 多 量 都 可 以 用 微分 方程 模拟 ( 即 理论 近似 ). 例如 热流 、 波 高 、 通 
货 膨 胀 、 电 路 的 电流 以 及 种 群 增长 , 这 些 还 只 是 一 小 部 分 . 下 面 是 一 个 现实 情形 中 
涉及 种 群 增长 的 简单 例子 . 
某 细 菌 培 养 以 这 样 的 方式 呈 指 数 增长 ， 它 每 小 时 的 瞬时 增长 率 等 于 培养 和 中 
细菌 数量 的 两 倍 . 假设 某 抗生素 以 每 小 时 8 内 司 的 恒定 速率 连续 注入 培养 上 L. 每 嚼 
司 抗生素 每 小 时 杀 死 25 000 细菌 . 为 保证 培养 下 细菌 数量 不 为 0, 其 初始 数量 至 少 
这 里 的 问题 是 : 随 着 细菌 的 繁殖 , 细菌 的 数量 在 不 断 增 长 ; 但 随 着 抗生素 不 断 
注入 培养 亚 , 抗生素 的 量 也 在 增长 . 哪个 会 启 , 细菌 还 是 抗生素 ? 要 解决 这 个 问题 ， 
我 们 需 写 出 一 个 模拟 该 情形 的 微分 方程 . 事实 上 , 我 们 需要 将 文字 问题 转换 成 一 个 
微分 方程 . 若 没 有 抗生素 , 则 有 标准 种 群 增长 微分 方程 为 (&k = 2) 
dP 
二 =2P 
其 中 P 是 在 t 小 时 时 的 种 群 数量 . (我 们 在 9.6.1 节 讨 论 过 这 类 问题 . ) 现在 我 们 需 
要 把 抗生素 考虑 进来 , 修改 方程 . 在 t 小 时 , 我 们 知道 有 8t 准 司 的 抗生素 , 所 以 细 
菌 死 亡 率 为 8t x 25000 = 200000t. 因此 正确 的 微分 方程 是 


dP 
—— = 2P — 200 000t. 
dt 
它 可 整理 成 标准 形式 
dP 2p = -200000t 


dt 
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这 个 一 阶 线性 方程 的 积分 因子 ( 见 30.3 节 ) 是 el 24t, 可 化 简 为 e-2t. 方程 乘 以 积 


分 因子 , 得 


一 2e-2 忆 = 一 200000e 一 2 


dp 
一 2t 
° 者 


跟 通 常 一 样 , 左边 化 简 成 了 与 积分 因子 之 积 的 导数 : 


右边 需 分 间 


(ez 让) = 一 200 000e-2t1, 


e-2tpP = 一 200 mo | e—2ttdt. 


积分 ( 见 18.2 节 ), 证 明 


e-2tP = 100000te-?t + 50000e-?t + 2000000, 


这 留 给 你 来 完成 . 现在 我 们 可 以 将 200000C 蔡 换 为 等 价 的 任意 常数 C. 同 乘 e2: 可 


得 


P = 100000t+ 50000+ Cet. 


这 是 时 间 为 t 的 种 群 数量 方程 . 若 初始 数量 为 PP, 则 可 念 方程 中 的 上 = 0, 得 到 


Po = 100000(0) + 50000 + Ce2(0) = 50000+C. 


这 意味 着 C = 一 50000, 因此 我 们 可 将 其 代入 方程 , 得 到 


P= 100000t+50000+ (Po — 50000)e*t 


太 好 了 ! 我 们 掌握 了 关于 这 个 情形 的 很 多 信息 . 我 们 还 需 回答 给 定 的 问题 . 当 玉 为 


何 


30-1 是 


该 情 


值 时 会 导致 细菌 数量 最 终 为 0? 似乎 50000 是 一 个 临界 值 . 事实 上 , 若 Py = 50 000， 
上 述 方程 就 是 已 = 100000t + 50000. 这 种 情况 下 , 细菌 的 初始 数量 为 50000, 并 以 
恒定 的 速率 每 小 时 100 000 增长 , 因此 细菌 永远 不 会 灭绝 . 若 PB > 50000, 则 要 加 
上 e2 的 正 数 倍 , 细菌 数量 增长 得 更 快 . 若 古 < 50000 呢 ? 此 时 有 一 50000 是 负 
的 , 故我 们 有 


P= 100000t 十 50000 十 ( 负 常 数 )e2t. 


因为 最 终 指数 起 决定 作用 , 显然 若 上 足够 大 , P 最 终 趋 于 0. 例如 , 即使 初始 细菌 数 
量 为 49999, 我 们 有 


P= 100000t+ 50000— et. 


形 下 的 P-t 图 . 
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图 30-1 
可 以 看 到 , 在 前 5 个 小 时 细菌 数 量 近 平 线性 增长 , 然后 有 一 个 快速 的 逆转 , 最 后 在 


6.5 和 了 小 时 之 间 的 某 处 等 于 0. (当然 , 一 旦 等 于 0, 讨论 就 结束 了 一 一 细菌 数量 
永远 不 会 小 于 0, 因为 细菌 数量 不 能 为 负 ! 所 以 图 中 并 未 准确 地 反映 P < 0 的 情形 .) 
我 们 由 此 得 出 的 一 般 结论 是 : 车 初始 细菌 数 量 小 于 50000, 则 细菌 将 灭绝 ; 而 若 初 
始 数量 为 50 000 或 更 多 , 培养 严 内 的 细菌 会 幸存 下 来 . 事实 上 , 它 将 持续 增长 . 


附录 A 极限 及 其 证 明 


贯穿 本 书 , 我 们 使 用 了 大 量 的 极限 . 极限 很 重要 , 它 也 是 导数 定义 和 积分 定义 
的 核心 部 分 . 正 因 如 此 , 我 们 是 该 以 适当 方式 来 定义 它们 了 . 一 旦 我 们 知道 它们 是 
如 何 起 作用 的 , 就 可 以 证 明 许 多 原 以 为 理所当然 的 事实 . 以 下 就 是 本 附录 的 内 容 : 
。 极 限 的 正式 定义 (包括 左 极 限 与 右 极限 、 无 穷 极 限 、 在 士 co 处 的 极限 及 数 
列 的 极限 ); 
。 联合 极限 及 三 明治 定理 的 证 明 ; 
。 连续 和 极限 的 关系 , 包括 介 值 定理 的 证 明 ; 
。 微分 和 极限 , 包括 乘积 法 则 、 商 法 则 及 链 式 求 导 法 则 的 证 明 ; 
e。 有 关 分 段 函 数 结果 的 证 明 及 其 导数 ; 
ee 的 存在 性 证 明 ; 
。 极 值 定理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 (对 于 导数 )、 线 性 化 中 的 误差 公式 及 洛 必 达 
法 则 的 证 明 ; 
。 泰 勒 近 似 定理 的 证 明 . 


A.l 极限 的 正式 定义 
我 们 从 函数 f 和 实数 a 开始. 在 3.1 节 中 , 我 们 引入 了 记号 
lim f(7) = 

它 贯 穿 整 本 书 . 直观 上 , 上 述 方程 意味 着 , 当 x 接近 于 a 时 , f(z) 的 值 就 会 极度 接 
近 二 . 但 有 多 近 呢 ? 想 多 近 就 有 多 近 . 要 了 解 这 意味 着 什么 , 让 我 们 来 做 个 小 游戏 . 
A.1.1 小 游戏 

以 下 就 是 游戏 规则 . 你 需要 在 y 轴 上 选择 一 个 以 工 为 中 点 的 区 间 并 在 其 中 移 
动 , 画 平 行 于 zx 轴 且 通过 区 间 端 点 的 线 . 如 图 A-1 所 示 . 

注意 , 我 用 L-e 和 Le 标记 了 该 区 间 的 端点 , 故 两 个 端点 到 工 的 距离 都 是 =. 

不 管 怎样 , 关键 是 不 允许 该 函数 的 任意 部 分 落 在 那 两 条 水 平 线 之 外 . 那么 , 我 
的 移动 就 是 通过 限制 定义 域 来 舍弃 该 函数 的 某 些 部 分 . 我 只 需要 确保 新 的 定义 域 
是 一 个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 且 该 函数 的 每 一 点 都 位 于 你 的 两 条 线 之 间 , 可 能 z =a 
时 除外 . 图 A-2 是 我 的 移动 , 这 基于 你 刚才 的 移动 . 我 可 以 舍弃 更 多 的 函数 部 分 , 这 
当然 没有 问题 , 只 要 剩余 部 分 在 那 两 条 线 之 间 就 行 了 . 
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图 A-2 
现在 , 该 你 移动 了 . 你 已 然 意识 到 , 当 你 的 那 两 条 线 彼 此 接近 时 , 我 的 任务 就 更 
艰难 了 . 因此 , 这 一 次 你 选取 了 一 个 更 小 的 s 值 . 图 A-3 是 你 第 二 次 移动 之 后 的 情 
况 . 


AN 


1 
m hm 
Oe 


L 


i -----------+--- 十 -- 


a 


图 A-3 
曲线 上 有 一 部 分 又 落 在 两 条 水 平 线 之 外 了 , 可 我 还 没 移动 呢 . 我 要 舍弃 更 多 的 


远离 x = a 的 函数 部 分 , 如 图 A-4 所 示 . 因此 , 我 又 能 够 对 抗 你 的 移动 了 . 
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Pe pe 
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了 十 cc 上 --K-------------------- 
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ey ep 


游戏 何 时 结束 呢 ? 希望 答案 是 游戏 绝 不 停止 ! 不 管 你 让 那 两 条 线 多 么 接近 , 只 
要 我 总 是 可 以 移动 ; 这 实际 上 就 是 说 lim f (x ) = 工 是 成 立 的 . 我 们 不 断 缩小 区 间 : 
你 让 那 两 条 线 不 断 接 近 ， 我 的 回应 是 只 关注 函数 足够 接近 z= 二 a 的 部 分 . 男 一 方面 
如 果 某 次 我 的 移动 被 卡 住 了 , 那么 lim f(z ) = 工 就 不 再 成 立 了 . 极限 或 许 是 其 他 
的 值 , 或 者 不 存在 , 但 它 一 定 不 是 工 . 

A.1.2 真正 的 定义 

我 们 需要 将 这 个 游戏 转变 为 更 多 的 符号 . 首先 注意 你 选择 的 区 间 是 (Le, L+e). 
事实 上 , 你 也 可 以 将 这 个 区 间 看 作 是 满足 ly 一刀 < es 的 点 y 的 集合 . 为 什么 呢 ? 因 
为 ly 一 元 就 是 在 数 轴 (如 yy 轴 ) 上 y 和 工 之 间 的 距离 . 因此 , 你 的 区 间 是 由 所 有 
距离 区 小 于 es 的 点 组 成 的 . 正如 你 猜测 的 , 能 够 将 |y 一 元 < s 这 样 的 不 等 式 与 其 
等 价 形式 L 一 e。 <y < 工 +e 相互 转换 , 对 于 你 来 说 是 极其 有 帮助 的 . 

现在 轮 到 我 移动 了 . 我 需要 保证 该 函数 落 在 你 的 区 间 里 . 这 意味 着 , 在 我 舍弃 
大 部 分 定义 域 之 后 , 所 有 保留 下 来 的 f(x) 的 值 都 必须 距离 区 小 于 =. 因此 , 在 我 移 
动 之 后 , 你 将 得 出 结论 

jz) 一 也 < es (x 充分 接近 于 a 且 z 坟 ao). 
为 了 让 我 的 移动 更 精确 , 除了 那个 以 a 为 中 心 的 区 间 , 剩 下 的 一 切 我 都 要 舍弃 . 我 
的 区 间 看 起 来 像 是 对 某 个 其 他 数 5 成立 的 (a 一 5, a 十 6) ,因此 , 我 也 可 以 把 它 看 作 
是 使 得 lz- al < 6 成立 的 xz 的 集合 . 事实 上 , 由 于 我 不 想 让 z 等 于 a, 所 以 可 以 写 
成 0<lz 一 al < 40. 

总 的 来 说 , 你 的 移动 是 由 选取 s > 0 构成 的 .( 它 最 好 是 正 的 , 否则 根本 不 存在 
移动 区 间 !) 而 我 的 移动 是 选取 一 个 数 5 > 0, 使 得 
|f(z)—Ll<e(0<|z—al<d). 

这 意味 着 只 要 z 距离 a(x 关 a) 不 超过 6, f(z) 的 值 距离 L 就 不 会 超过 e. 这 就 确 
定 了 基本 思想 : 当 z 接近 a 时 , f (zx) 接近 工 . 现在 , 剩 下 的 就 是 允许 你 来 选择 s, 你 
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想 要 多 小 就 多 小 , 而 我 仍然 需要 相应 地 选取 6. 以 下 就 是 我 们 要 找 的 正式 定义 : 


“ lim f(z)= 1 表示 , 对 于 任 选 的 = > 0, 可 以 选取 6 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0<|z 一 a|<5 的 zx, 有 |f (x) 一 L|<e. 


重要 的 是 , 在 你 移动 之 后 我 才能 开始 移动 ! 5 的 选取 依赖 于 。 的 选取 .通常 我 不 能 
选择 一 个 普遍 的 5 来 保证 对 每 一 个 = > 0 结论 都 成 立 . 我 必然 受 限 于 你 的 选择 
A.1.3 ”应 用 定义 的 例子 
作为 一 个 简单 的 例子 (不 使 用 连续 性), 我 们 来 证 明 

lim Z2 一 9. 


我 们 很 容易 写 出 32 = 9 并 宣布 大 功 告 成 , 但 这 行 不 通 , 因为 极限 只 依赖 于 当 zx 
接近 而 不 是 等 于 3 时 的 行为 . 因此 , 我 们 必须 玩 一 下 那个 小 游戏 . 你 选择 e > 0, 这 
就 产生 了 一 扇 约束 我 的 小 窗 (9 一。, 9 十 e). 现在 , 我 开始 选取 6. 假设 < 是 8 (从 上 
下 文 来 看 它 过 大 了 ), 那么 你 的 小 窗 是 (1，17). 现在 , 通过 选择 6 = 1, 我 可 以 轻易 
地 留 在 那里 , 此 时 我 的 小 窗 是 (2, 4). (请 记 住 , 我 的 小 窗 中 心 位 于 3, 而 你 的 小 窗 中 
心 位 于 9) 事实 上 , 如 果 你 对 介 于 2 和 4 之 间 的 任意 数 取 平方 , 就 会 得 到 一 个 介 于 
4 和 16 之 间 的 数 , 因此 我 的 移动 不 成 问题 . 如 果 s 比 8 还 大 , 这 会 加 宽 你 的 区 间 ， 
若 我 坚持 5 = 1, 那 我 的 移动 不 成 问题 . 

现在 , 如 果 你 选择 的 容忍 度 = 小 于 8, 我 就 必须 改变 策略 . 在 这 种 情况 下 , 我 的 
选择 将 是 5 = ce/8， 即 , 不 管 你 如 何 选择 , 我 的 小 窗 都 将 是 你 的 小 窗 的 1/8， 要 想 
知道 这 是 怎么 回 事 , 就 得 聪明 点 . 基本 上 , 我 们 必须 选取 在 我 区 间 内 的 任意 一 个 数 ， 
平方, 并 证 明 它 位 于 你 的 区 间 内 . 我 的 区 间 是 (3 一 e/8, 3 十 e/8), 而 你 的 区 间 是 
(9—e, 9+e). 

让 我 们 在 我 的 区 间 中 选取 x. 它 能 有 多 大 呢 ? 它 必须 小 于 3+e/8. 即 z < 3 上 +e/&， 
也 可 以 将 它 写 为 xz 一 3 < s/8. 顺便 说 的 是 , 由 于 你 的 s 小 于 8, 故我 的 x 小 于 4. 因 
此 , 使 用 这 两 个 不 等 式 x 一 3 < s/8 及 x <4, 我 们 得 到 

(z—3)r+3) < (5) (4+3)= 
于 (x 一 3) (z 十 3) 正好 是 z2 一 9, 所 以 我 们 可 以 在 方程 两 边 加 上 9, 得 到 
Z2 < 9 十 
故 容忍 上 限 (两 条 线 中 上 边 的 一 条 ) 没有 问题 . 我 们 需要 wz? < 9+ s, 刚刚 证 明 过 了 . 
那么 容忍 下 限 如 何 呢 ? 那 好 , 已 知 x 位 于 我 的 区 间 (3 一 e/8, 3 + s/8) 中 , 那么 它 能 
有 多 小 呢 ? 它 必 然 大 于 3 - s/8, 因此 我 们 有 z > 3 一。/8; 这 意味 着 , x - 3 > 一 </8. 
因为 你 的 ce 小 于 8， 也 有 zx 一 3 > -8/8 = -1， 这 就 是 说 z > 2， 现 在 应 用 不 等 式 


me 


602 附录 A 极限 及 其 证 明 


ZX 一 3> 一 e/8 和 x > 2, 我 们 得 到 
5 


(z 一 3j(z1 中 5) (2 3) = - 吉 . 
次 使 用 (x 一 3)(z+3) = x? 一 9, 我 们 在 方程 两 边 加 上 9, 得 到 
5e 


2 
9 一 一 . 
TX > 8 


这 样 就 有 了 容忍 下 限 ! 我 们 已 经 证 明了 , 如 果 z 位 于 区 间 (3 - s/8, 3 十 e/8) 内 , 那 
么 22 就 在 区 间 (9 一 5e/8, 9 十 7e/8) 内 . 由 于 5/8 和 7/8 都 小 于 1, 所 以 我 们 可 以 


a 


上 信 z2 位 于 区 间 (9 一 e，9 十) 内 ; 毕竟 , 这 个 区 间 包 含 前 面 那个 . 
综合 起 来 , 我 们 设 f(z) = z2, 且 要 证 明 
lim f(x)=9. 


你 选择 =, 而 我 就 相应 地 选取 5 = =/8, 除非 你 的 = 比 8 大 , 若 如 此 , 我 就 选取 5 = 1 
我 们 已 经 证 明了 , 在 这 两 种 情况 下 , 如 果 z 位 于 区 间 (3 一 6, 3 十 6) 内 , 那么 f(z) 


就 在 区 间 (9 一 e, 9 十 e) 内 . 换 句 话说, 只 要 |z 一 3| < 6, 那么 |f (zx) 一 9| < e. 如 果 


旨 明 0 < |zx 一 3| < 6, 那么 |f (xz) 一 9| < es 的 话 , 我 们 也 可 以 把 > = 3 排除 在 外 . 这 


正 是 我 们 想 要 的 
上 极限 成 立 , 那么 必须 做 大 量 的 工作 ! 


A.2 由 原 极限 产生 新 极限 


大 量 的 工作 . 幸运 的 是 , 事实 表明 , 一 旦 你 知道 一 些 极限 , 就 可 以 将 它们 


A.2.1 极限 的 和 与 差 及 证 明 


证 明了 上 述 等 式 . 信和 不信 由 你 , 如 果 想 要 利用 定义 来 证 明 以 


前 面 的 例子 令 人 十 分 烦恼 . 仅仅 是 想 证 明 当 x 一 3 时 z2 一 9, 我 们 就 必须 做 


放 在 一 起 讨 
论 并 得 到 一 大 堆 新 的 极限 . 例如 , 你 可 以 在 合理 的 范围 内 对 极限 做 加 法 、 减 法 、 乘 


法 及 除法 , 也 可 以 使 用 三 明治 定理 . 下 面 就 让 我 们 来 看 看 为 什么 这 些 都 是 成 立 的 . 


假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 g, 并 且 知 道 , 当 z 下 a 时 f(z) 一 和 g(x) 一 MM. 
那么 , 当 z 一 a 时 , f (zx) 十 g(x) 会 怎样 呢 ? 直观 上 , 它 应 该 是 趋 于 研 +AM 的 . 让 我 


们 用 定义 来 证 明 它 . 我 们 知道 
lim fo =L 和 tim g(s)=M. 


这 意味 着 , 如 果 你 选取 s > 0, 我 可 以 将 xz 限制 为 充分 接近 a 来 保证 |f (x) 一 L| < a. 


如 果 z 充分 地 接近 a, 我 也 可 以 保证 |g (x) -~ MI < e. 对 于 f 和 g 来 说 , 我 需要 的 


接近 程度 或 许 是 不 同 的 , 但 这 没有 问题 一 一 我 可 以 做 到 充分 接近 , 以 
式 都 成 立 . 
如 果 f(z) 十 g(x) 接近 工 十 MM, 则 这 两 个 量 之 间 的 差异 应 该 很 小 . 


更 内 


个 不 等 


因此 我 们 需 


( 
要 查看 量 |(f (x) 十 g (7z)) 一 (L 十 MM)|. 我 们 将 它 写 为 |(f (7x) 一世 十 (9(z) 一 M)|. 然 
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我 们 使 用 所 谓 的 三 角 不 等 式 (就 是 说 ”对 于 任意 的 数 w 和 也 有 la 十 外科 lol 十 四 ) 


上 WO 一 功 二 (gz 一) 入 IO) 一 一 MI<s+Ts=2e， 


后 ， 
得 到 
这 里 假设 x 充分 地 接近 a. 


因此 , 我 必须 


这 已 经 够 好 了 , 不 过 你 想 要 的 容 


一 个 正 数 . 不 管 怎样 , 如 果 


这 样 , 我 们 就 证 明了 可 以 找到 一 扇 关 于 a 的 小 窗 使 得 


事实 上 它 不 会 给 我 们 提供 外 


即 ， 


你 


做 一 过 上 述 方程 的 话 , 在 右 


(f(z) + 9(7)) —- (L+M)| <e 


义 限 度 是 =, 而 不 是 2e! 


下 次 移动 (对 不 起 了 ); 这 一 次 , 我 要 将 小 窗 变 窗 , 以 便 |f (z) - 工 | 和 
g(z) ~- M| 都 小 于 s/2, 而 不 是 。。 这 是 没有 问题 的 , 因为 我 可 以 应 对 你 选取 的 任意 


边 将 得 到 = 而 不 是 2s， 


在 此 假设 x 在 我 的 小 窗 里 . (如 果 你 想 要 将 这 扇 小 窗 描 述 得 


和 的 极限 等 于 极限 的 和 


更 好 , 也 可 以 使 用 6, 但 


EF 何 附加 信息 .) 因此 , 这 就 证 明了 
如 果 lim f(z) = 工 昌 lim g(z) = M, 那 么 lim (f(z) + 


. 它 的 另 一 种 写法 是 


9g(Z)) = L+M. 


lim (f(z) + 9(2)) = lim f(z2) + lim g(2). 


2 一 0Q 


但 在 这 里 , 你 必须 非常 仔细 


该 证 明 几 乎 和 我 们 刚 内 


式 : 


限 的 , 也 能 而 


检验 , 以 确保 右边 


的 这 两 个 极限 


其 中 一 个 极限 是 上 oo 或 不 存在 , 就 不 能 
保 可 以 相 加 . 如 果 它 们 不 存在 , 你 或 许 很 幸运 , 但 这 没有 保证 . 


运用 上 述 公式 了 


是 存在 且 有 限 的 . 如 果 
.两 个 极限 都 必须 是 有 


f(z) -gfz) 又 如 何 呢 ? 它 应 该 是 趋 于 工 一 M 的 . 确实 如 此 : 
如 果 lim f(z) = 有 lim g(z) = M, 那 么 lim(f(z) -9(z)) = 研一 M 


上 看 到 的 那个 差不多 , 不 过 你 需要 一 个 略 有 不 同 的 三 角 不 等 


la 一 0| < la|+|ol. 事实- 


lal 


F, 这 就 是 应 用 于 a 和 -5 的 三 4 


不 等 式 , 即 a 十 (0)| < 


g(x) 以 及 L 和 M 之 间 的 加 号 改 为 减 号 . 
A.2.2 极限 的 乘积 及 证 了 明 


现在 , 我 们 再 来 假设 两 


个 函数 上 和 9 满足 


0, 当然 有 |-b| 等 于 |b|. 现在 就 由 你 来 重新 写 出 以 上 论证 , 但 要 将 f(x) 和 


lim jz) = 工 且 limn 9(z) = AM. 
并 一 让 术 Ta 
我 们 想 证 明 
lim f(z)9(7) = LM. 
@ 既然 我 们 在 证 明 各 种 命题 , 那 不 妨 也 证 明 一 下 三 角 不 等 式 ， 首 先 我 们 要 注意 到 , 对 任意 数 x 都 有 
z < |z|. 实际 上 , 若 z 为 正 数 或 等 于 0, 则 xz = |z|; 若 z 为 负数 , 则 由 |z| 为 正 数 可 得 x < |z|. 现在 
ab 替换 z 就 得 到 ab < |ab| = |al : |b|. 两 边 先 同时 乘 以 2 再 加 上 a? 十 妇 2 可 得 o2 十 妇 十 2ab << 
a2 十 2 十 2|a| : |. 左边 就 是 (a 十 5)?. 因为 对 任意 的 x 都 有 z2 = |z|?, 所 以 左边 可 写作 |a 十 5|?. 
同样 地 , 右边 可 写作 |al? 十 | 中 2 十 21a| : |bl, 或 (la| + lo)2.， 于 是 就 有 不 等 式 |a + 2 < (la| 十 18)2. 
岗 在 我 们 两 边 同 时 开 方 , 因为 |a 十 b| 和 |a| + 都 非 负 , 于 是 就 得 到 了 三 角 不 等 式 . 
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即 , 乘积 的 极限 等 于 极限 的 乘积 . 它 的 另 一 种 写法 是 
lim f(7)g(7) = lim f(x) x lim g(2). 

我 们 同样 要 知道 的 是 ， 右边 的 这 两 个 极限 是 存在 的 ] 目 为 有 限 的 . 为 了 求证 , 我 们 需要 
证 明 f (x)g (zx) 与 (希望 中 的 ) 极限 LM 的 差 是 很 小 的 . 我 们 来 考虑 差 f(z) g (x) 一 
LM. 技巧 是 减 去 Lg (x) 再 加 上 它 ! 即 ， 

jz)gz) — LM = f(z)9(7x) — Lg(x)+ Lg(x)— LM. 
我 们 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 来 取 绝 对 值 , 然后 使 用 三 角 不 等 式 : 

[f(x)g(z)— LM|=|(f(x)— L)g(z)+ L(g(x)— M)| 

< |(f(z)— L)g(z)| + |L(g(z) 一 M). 


整理 一 下 可 写 为 
[f(x)g(z) — LM| < |f(z)— LT: 19(z)| +|L: 19(z)— MI. 
现在 , 该 玩 游 戏 了 . 你 选取 你 的 正 数 =s, 然后 我 开始 工作 . 我 将 关注 环绕 z = a 的 极 
小 区 间 , 以 便 |f (xz) 一 | <e 且 |g(zx)-M| <e. 事实 上 , 如 果 你 选取 s > 1( 一 个 
十 分 无 力 的 移动 , 因为 你 想 要 。 非常 小 !), 那么 我 甚至 会 继续 坚持 |g(z) - MI| <1. 
因此 , 我 们 知道 , 不 管 在 哪 种 情况 下 都 有 |g (z) - M| < 1; 这 意味 着 , 在 我 的 区 间 上 
M-1<9g(z)<M+1 特别 地 , 我 们 可 以 看 到 ly (z)| < |MI+1. 要 点 在 于 , 在 我 
的 区 间 上 有 一 些 理想 的 不 等 式 : 
[f(z)— LIl<e, lg(z)| <IMI+1, lg(z)—- M|<e. 
我 们 可 以 将 它们 代入 上 面 的 |f (xz)g (z) 一 LM], 得 到 
[f(zx)g(z) — LM| < |f(z)— Llg(z)|+|L :lg(z)— MI 
<e:(MI+1)+|L:e=e((M|+|L|+1), 
其 中 z 充分 地 接近 a， 这 几乎 就 是 我 们 想 要 的 了 ! 在 右边 我 应 该 得 到 e, 但 是 我 
得 到 了 一 个 额外 的 因子 (| 十 | 如 上 +D. 这 没有 问题 只 要 你 允许 我 再 移动 
次 , 这 一 次 我 将 确保 |f (x) 一 工 | 不 超过 ef (+ 二 上 +D，lg(z) 一 | 有 然 
后 ， 当 我 重 做 以 上 步骤 时 , s 将 由 s/(UMI+IZ+D 代 蔚 , 并 且 在 最 后 一 步 , 因子 
(+| 二 二 D) 会 被 消除 , 而 我 们 正好 得 到 s! 这 样 ， 我 们 就 证 明了 该 结论 。 
顺便 一 提 的 是 , 要 注意 上 述 情况 的 一 个 特例 . 如 果 c 是 常数 , 那么 
lim cf (zx) =clim f(x). 
在 上 述 主要 公式 中 设 g(x) = 6 , 很 容易 看 出 这 一 点 . 我 将 细节 留 给 你 来 完成 . 
A.2.3 极限 的 商 及 证 了 明 
现在 , 我 们 重 做 一 下 练习 . 如 果 
lm f(z)=L 和 lim g(x)=M, 


ma 


那么 , 我 们 有 


f(z) _ I 


Sag(r) M. 
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因此 , 商 的 极限 等 于 极限 的 商 . 为 了 让 它 有 意义 , 我 们 要 保证 M 取 0, 否则 就 要 除 
以 0 了 . 以 上 等 式 的 另 一 种 写法 是 


0 
zagz) nang0， 
只 要 这 两 个 极限 都 存在 且 为 有 限 的 , 同时 9 的 极限 非 零 
以 下 是 求证 过 程 . 我 们 想 要 f(z) /g (z) 接近 L/M, 因此 , 要 考虑 它们 的 差 . 然 
后 , 我 们 需要 通 分 : 


f(x) _ LL _ Mf(z)— Ly(z) 

g(r) M Mg(x) | 
现在 , 我 们 使 用 一 个 类 似 于 极限 的 乘积 中 的 技巧 : 在 分 子 上 减 去 并 加 上 LM, 然后 
做 因 式 分 解 , 会 得 到 


jz) _ LIL _ Mf(z)- LM+LM— Lgl(z) 
g(x) M Mg(z) 
_ M(f(2) -DD) LM — g(x)) 
Mg(x) Mg(z) 
_ fz)-L Lg(z)— M) 
g(7) Mg(x) | 
如 果 我 们 取 绝 对 值 ， la 一 | < al 填 b| 的 三 角 不 等 式 , 将 得 到 
|: (xz)—L Lyg(x)—M) < < , | 
(xz) M g(7) Mgl(zx Mg | 


因此 , 你 通过 选取 s > 0 来 移动 ， T=a oe 窗 变 罕 , 使 得 在 
这 扇 小 窗 中 , |f (xz) 一 芽 <e 且 lg(z) 一 M|<e. 现在 , 我 需要 变 得 更 加 聪慧 . 你 看 ， 
我 知道 M 一 e < g(xz) < M+s, 这 表示 |g (xz)| > |M| 一 e. 如 果 右 边 的 量 |M| 一 e 为 
正 , 那么 一 切 不 成 问题 ; 但 是 如 果 它 是 负 的 , 将 不 会 告诉 我 们 任何 信息 , 因为 我 们 已 
经 知道 |g (x)| 不 可 能 是 负 的 . 因此 , 如 果 s 足够 小 , 那么 我 就 不 担心 了 ; 但 是 如 果 
它 大 一 点 的 话 , 我 就 需要 将 我 的 那 扇 小 窗 变 罕 , 使 得 |g (z)| > |M|/2. 总 之 , 在 这 个 
区 间 上 , 我 们 有 三 个 不 等 式 成 立 : 


ad 


|f(x)—L|<e, lo(z)| > 机 lg(x)— M| <&. 
中 间 的 那个 不 等 式 颠 倒 过 来 为 
1 2 
gl ~ Ta 
综述 , 我 们 有 
(2) [< Os 1 I sli 
qz) MI~ lg [Mo(a) [Ma “IM a 


这 还 不 是 我 们 想 要 的 一 这 里 有 个 额外 的 因子 (2/1M|+21Z1 /1M 站. 但 我 们 知 
道 如 何 处 理 它 一 只 需要 再 移动 一 次 , 这 一 次 不 针对 s, 而 是 s 除 以 这 个 额外 因子 . 
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A.2.4 三 明治 定理 及 证 明 

在 3.6 节 中 , 我 们 见 过 三 明治 定理 . 现在 该 证 明 它 了 . 我 们 以 函数 fg 和 hh 开 
台 , 它们 满足 对 于 所 有 充分 接近 a 的 z, 有 9 (z) < f(z) < h(xz). 我 们 也 知道 
lim g(7) 二 和 lim h(x)=L. 
直观 上 ，/ 被 越 来 越 紧 地 夹 在 g 和 hh 之 间 , 以 至 于 当 z 一 a 时 , 我 们 应 该 会 有 
f(z) 一 工 . 即 , 我 们 需要 证 明 


lim f(2)=L. 

好 吧 , 你 开始 选取 你 的 正 数 s， 然 后 我 关注 一 个 中 心 位 于 a 的 小 区 间 , 使 此 区 间 
g(x) 一 | <s 且 |h(z) 一 ZL| <e. 我 还 需要 不 等 式 g(x) < f(x) h(x) 在 此 区 间 
成 立 ; 由 于 不 等 式 或 许 只 有 当 z 非常 接近 a 时 成 立 , 因而 我 可 能 必须 缩减 我 的 原始 
区 间 . 

不 管 怎样 , 我 们 知道 当 x 充分 接近 a 时 , |h (xz) - 也 < s; 该 不 等 式 可 以 重 写 为 
L—e<h(z)<Li+i+e. 
事实 上 , 我 们 只 需要 右边 的 不 等 式 hh(z) < L+e. 你 看 , 在 我 的 小 区 间 里 可 知 f (x) < 
h(x), 因此 有 


f(x) < h(x)<L+ie. 
类 似 地 , 我 们 知道 
L—e<g(z)<L+ie, 
其 中 x 充分 接近 a. 这 一 次 , 我 们 舍弃 右边 的 不 等 式 而 使 用 g (xz) < f(z) 会 得 到 
Le < ge) < fa). 
综述 , 我 们 证 明了 , 当 xz 接近 a 时 ， 
L—e</f(x)<L+is, 
或 简单 的 形式 |f (x) -二 < e. 这 样 , 我 们 就 证 明了 三 明治 定理 ! 


A.3 极限 的 其 他 情形 
现在 我 们 来 快速 看 一 些 其 他 类 型 极限 的 定义 : 无 穷 极 限 、 左 极限 与 右 极限 及 在 
十 co 处 的 极限 . 
A.3.1 无 穷 极限 
使 用 我 们 的 游戏 来 定义 极限 


lim f(x)= co 
是 不 适用 的 . 当 你 尝试 画 出 那 两 条 接近 极限 的 线 时 , 就 会 被 完全 卡 住 , 因为 该 极限 
应 该 是 oo 而 不 是 某 个 有 限 的 值 L. 因此 , 我 们 必须 对 规则 做 些 修正 . 我 的 移动 不 会 
有 太 大 改变 , 但 是 你 的 移动 会 变化 很 大 . 这 一 次 你 不 是 要 选取 一 个 很 小 的 数 = 再 画 
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出 两 条 水 平 线 (高 度 为 工 - =s 和 荆 +es), 而 是 要 选取 一 个 很 大 的 数 M 并 且 只 画 一 
条 线 , 其 高 度 为 M. 我 仍然 会 通过 舍弃 该 函数 的 大 部 分 来 移动 , 不 过 保留 一 个 围绕 
2=a 的 很 小 部 分 . 尽管 如 此 , 这 一 次 我 必须 确保 所 剩 部 分 总 是 在 你 那 条 线 的 上 方 . 
例如 , 图 A-5 显示 了 你 的 一 次 移动 及 我 接 下 来 的 反应 . 


你 的 移动 


图 A-5 


我 的 移动 


图 A-6 
因此 其 基本 思想 就 是 , 这 次 你 将 那 条 线 提升 得 越 来 越 高 了 ; 如 果 我 总 是 可 以 对 
你 的 移动 做 出 反应 , 那么 该 极限 的 确 是 oo. 用 符号 表示 就 是 , 我 需要 能 够 保证 不 管 
M 有 多 大 , 只 要 z 充分 接近 a 束 有 /(z) > M. 定义 如 下 : 


lim f(z)= oo 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 M > 0, 我 都 可 以 选取 6 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0<|z-al<5 的 xz, f(x)>M. 


这 和 极限 是 某 个 有 限 数 工时 的 情况 差不多 , 只 是 不 等 式 |f (zx) 一 L|<e 由 f(x)>M 
所 代替 . 
例如 , 假设 我 们 想 要 证 明 


以 你 选取 数 M 开始 ; 然后 , 我 必须 确保 当 x 充分 接近 a 时 f(z) > M. 那 好 , 假设 
我 舍弃 满足 jz| < 1/VM 的 z 之 外 的 一 切 . 对 于 这 样 的 一 个 zx, 我 们 有 x? < 1/M， 
故 1/z? > M( 注 意 我 们 假设 了 zx 坟 0). 这 意味 着 在 我 的 区 间 里 f(x) > M, 也 就 是 
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说 我 的 移动 是 有 效 的 . 对 于 你 选取 的 任意 M, 我 都 可 以 做 出 一 个 有 效 的 移动 , 这 样 ， 
我 就 证 明了 该 极限 的 确 是 ce. 

那么 -ce 的 情况 会 怎样 呢 ? 一 切 正好 反 转 过 来 . 你 仍然 选取 一 个 很 大 的 正 数 
MM, 但 这 一 次 , 我 需要 在 移动 的 同时 确保 该 函数 总 是 在 高 度 为 -MM 的 水 平 线 的 下 
方 . 故 定义 如 下 : 


lim f (Zz) = 一 00 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 M > 0, 我 都 可 以 选取 5 > 0, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 0<|z-al<5 的 x,f (zx)<-M. 


A.3.2” 左 极限 与 右 极 限 

为 了 定义 右 极 限 , 我 们 来 做 相同 的 游戏 , 只 是 这 一 次 我 们 提前 舍弃 了 zx = a 左 
边 的 一 切 . 其 效果 就 是 : 当 我 移动 时 只 需要 考虑 (a, a 十, 而 不 是 选取 一 个 类 似 
(a 一 6, a 十 6) 的 区 间 . a 左边 的 一 切 都 是 无 关 紧要 的 . 

类 似 地 , 对 于 左 极限 , 只 有 a 左边 的 xz 值 是 相关 的 . 这 表示 , 我 的 区 间 会 形 如 
(a 一 6, qa); 我 已 经 舍弃 了 z = a 右边 的 一 切 . 

这 一 切 表明 , 你 可 以 取 以 上 方 框 定义 中 的 任意 一 个 , 并 将 不 等 式 0< lz 一 al <5 
改 为 0<Z-uw< 5 来 得 到 右 极限 . 而 为 了 得 到 左 极限 , 就 要 将 不 等 式 0 <|zx 一 a| <5 
改 为 0 < a 一 zx < 6. 你 不 用 详细 写 出 全 部 六 种 形式 (就 是 极限 值 为 L、oo 及 -co 
的 左 极限 和 右 极 限 ), 但 车 你 能 不 看 这 儿 页 , 自己 尝试 全 部 写 出 , 那 的 确 是 一 个 不 错 
的 练习 机 会 . 
A.3.3 在 coe 及 一 oo 处 的 极限 


最 后 的 极限 情形 是 在 oo 或 -oo 而 不 是 某 个 有 限 值 a 取 极 限 . 因此 , 我 们 想 要 
定义 


lim f(x)=L. 
当然 需要 对 游戏 稍 作 改 动 , 我 们 已 经 知道 如 何 去 做 了 . 事实 上 , 只 需要 改写 A.3.1 节 
中 的 方法 . 以 你 选取 很 小 的 数 。 > 0 开始 , 建立 你 的 容忍 区 间 (L 一 e, 工 十 6); 然后 
我 的 移动 将 是 舍弃 某 条 垂 线 z = NN 左 侧 的 函数 部 分 , 以 便 这 条 线 右 侧 的 所 有 函数 
值 都 落 在 你 的 容忍 区 间 内 ; 然后 , 你 选取 一 个 更 小 的 s, 如 果 我 必须 落 在 你 的 那个 新 
的 小 区 间 内 , 就 要 将 那 条 垂 线 右 移 . 图 A-7 所 示 就 是 我 们 两 个 开始 的 几 次 可 能 的 移 
动 . 


在 你 第 一 次 移动 后 , 我 的 移动 保证 了 重 线 z = N 右 侧 的 函数 值 都 落 在 你 的 容 
妨 区 间 内 . 你 的 反应 是 使 两 条 水 平 线 远 近 , 而 我 上 只 需要 将 垂 线 右 移 , 直到 我 可 以 满 
足 你 的 限制 更 严 的 新 容 息 区间. 同样, 如 果 我 总 是 可 以 对 你 的 移动 做 出 反应 , 那么 
以 上 极限 成 立 . 
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> Pe 


第 二 次 移动 
图 A-7 

更 正式 地 , 我 的 移动 由 选取 N 组 成 , 使 得 只 要 x > N(x 位 于 垂 线 z= NN 的 右 
侧 ), 都 有 f(z) 位 于 区 间 (LK 一 se, 工 十 e). 使 用 绝对 值 , 我 们 可 以 将 它 写作 : 


lim f (zx) = 工 表示 对 于 你 选取 的 任意 s > 0, 我 都 可 以 选取 NN, 使 得 : 
对 于 所 有 满足 z> N 的 z,|f (x)-L|<e. 


要 注意 的 是 , x 一 co 时 的 极限 必定 是 一 个 左 极限 一 一 在 co 的 右 侧 什么 也 没有 ! 
管 怎样 , 我 们 仍然 要 看 一 些 情形 . 首先 ，lim f(z)=oo 是 什么 意思 ? 你 只 需要 改 
写 之 前 的 定义 . 特别 地 , 你 可 以 取 上 述 定 义 并 将 你 的 移动 变 为 选取 M > 0, 现在 用 
f(z) > M 代 蔡 |f (z) 一 工 | <e. 反之 ,如 果 你 想 要 证 明 lim f(z) = 一 oo, 就 要 将 不 
等 式 改 为 f(z) < 一 M. 这 相当 简单 . 


习 悄 


定义 下 列 极限 很 简单 
,lim Ho) = 到 lim f(r)=%, ,lm fo)= -0% 


和 z 一 co 时 的 情形 不 同 , 我 的 垂 线 变 为 x = 一 NN, 日 现在 的 函数 值 都 必须 落 在 该 
线 左 侧 你 的 容忍 区 间 , 而 不 是 右 侧 即 你 只 需 在 所 有 的 定义 中 将 不 等 式 zx > N 改 为 
rT<—N. 

事实 上 , 我 们 可 以 使 用 相同 的 思想 来 定义 无 穷 数 列 的 极限 . 在 22.1 节 , 我 们 给 
出 了 一 个 非 正式 的 定义 , 现在 可 以 做 得 更 好 . 我 们 由 一 个 无 穷 数 列 a1,a2,a3,… 开 
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始 , 那么 


lian an=L 表示 对 于 你 选取 的 任意 的 s > 0, 我 都 可 以 选取 N, 使 得 ; 
对 于 所 有 满足 n>N 的 n,la, 一 L|<a. 


如 果 比 较 该 定义 和 


I 


3 癌 


的 


地 
S 


一 
ER 


情况 下 的 结果 . 


用 蔡 . 此 时 , 工 1 


lim f(z)=L 


oo (或 -oo) 代替 , 然后 你 选择 M > 0 而 不 是 = > 0， 
nn 一 | <e 变 为 a > M (或 相应 地 有 a, < 一 M). 


定义 , 你 会 看 到 它们 几乎 是 一 样 的 . 唯一 的 区 别 就 是 , 连续 变量 x 由 整数 值 型 变 


A.3.4 ”两 个 涉及 三 角 函 数 的 例子 


在 3.4 节 中 , 我 们 说 极限 


1 


现在 , 如 果 你 真 的 想 要 挑战 一 下 , 就 请 尝试 写 出 每 一 个 可 能 的 极限 类 型 的 定义 
(我 们 看 过 18 个 !) 再 来 一 次 , 看 你 是 否 可 以 证 明 类 似 A.2 节 的 所 有 绪 i 


论 在 其 


im sin(Z) 


不 存在 (DNE). 赁 直觉 , sin (z) 
个 数 . 我 们 现在 用 A.3.3 节 的 定义 来 订 


直 在 


lsin (z) 一 也 < s. 我 们 假设 你 选取 = 为 3. 这 意味 着 , 我 需要 保证 , 只 要 z > N 


有 |sin (x) 一 Z| < 去 从 男 一 种 方式 来 看 , 就 是 对 于 所 有 的 zx > N, sin (z) 必须 落 在 


日 不 等 


他 


1 和 1 之 间 振 荡 , 因此 它 不 会 趋 于 任意 一 
E 明 这 个 直觉 是 对 的 . 假设 该 极限 存在 且 
限 值 为 ZL， 你 选取 数 。 > 0, 然后 我 需要 选取 一 个 很 大 的 数 N, 只 要 x > N, 就 有 


极 


就 


区 间 (ZL 一 3 三 十 二 中 . 不 幸 的 是 , 不 管 二 和 N 是 什么 , 这 都 是 不 可 能 的 ! 要 知道 


为 什么 , 我 们 首先 选取 大 于 六 的 的 倍数 : 不 妨 设 这 个 数 为 nx. 其 
数 . 那么 , sn (nr 二 /2) ==1, 而 sin (nn 十 37/2) = 一 1. sin (x) 的 这 
2, 由 于 区 间 ( 工 一 雪 , 工 十 当 ) 的 长 度 仅 为 1, 故 它们 不 可 能 都 落 在 该 


该 极限 不 可 能 是 一 


个 有 限 的 数 工 . 


图 A-8 是 我 们 对 极限 工 期 望 的 三 个 可 能 的 候选 图 像 . 


Pn 是 一 个 整 
大 个 值 的 距离 为 
区 间 中 .因此 ， 
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在 每 种 情况 下 , 围绕 工 的 区 间 的 宽 都 是 3, 但 是 在 这 三 种 情况 下 , 即使 我 舍弃 
了 函数 的 大 部 分 , 还 是 不 能 将 sin (z) 填塞 到 该 区 间 中 . 由 于 sin (z) 总 超出 区 间 , 而 
我 总 是 在 你 的 区 间 内 移动 , 因此 我 画 不 出 一 条 垂 线 并 说 在 该 线 的 右 侧 . 不 论 对 于 哪 
个 高 度 为 1 的 水 平 线条 , 结果 都 是 一 样 的 . 

为 了 使 讨论 完整 , 我 们 还 应 该 确保 该 极限 不 可 能 是 ce 或 -co. 事实 上 , 如 果 该 
极限 是 oo 的 话 , 那么 你 将 选取 M > 0, 而 我 必须 确保 对 于 某 个 N, 只 要 xz > V 吏 
有 sin (z) > M. 然而 , 要 想 阻 挠 我 , 你 只 需 选 取 M = 2. 由 于 对 于 任意 的 x 都 不 会 
有 sin (z) > 2, 所 以 我 就 被 钉 住 了 . 可 用 相同 的 移动 来 处 理 -ce 的 情况 (做 做 看 ). 
这 样 , 我 们 的 确证 明了 以 上 极限 不 存在 . 

在 3.3 节 中 , 我 们 还 提 到 极限 


lim sin (5) 

ZX 0+ 化 
不 存在 . 为 了 证 明 这 是 真 的 , 你 可 以 选取 一 个 可 能 的 极限 工 并 进行 如 同上 例 的 论 
证 . 如 果 你 的 移动 是 选取 s = 3, 那么 我 需要 试 着 选取 6 > 0, 使 得 只 要 0 <z< 4 
就 有 |sin (1/x) -二 < 地 (这 里 我 们 使 用 的 是 A.3.2 节 中 的 定义 . ) 现在 你 可 以 变 
聪明 些 并 尝试 找到 两 个 会 把 上 述 情形 搞 乱 的 很 小 的 > 值 . 事实 上 , 对 于 足够 大 的 mw， 
如 果 你 尝试 zx = 1/ (nr +xr/2), 然后 尝试 x = 1/ (nr+3r/2), 那么 两 个 取 值 都 在 
0 < xz <5 中 , 但 事实 表明 , sin (1/z) 的 结果 分 别 是 1 和 -1. 不 管 工 如 何 , 它们 两 
个 不 可 能 都 落 在 容忍 区 间 全 一 纪 工 十 盛 中 , 这 就 说 明 工 不 是 极限 . 

你 应 该 尝试 写 出 这 些 细节 , 但 有 一 个 更 简单 的 方法 . 由 于 已 知 lim sin (z) 不 
存在 , 所 以 可 以 只 做 简单 的 极限 变量 替换 . 事实 上 , 如 果 令 w= 1/z, 那么 z = 1/u， 
则 我 们 立刻 知道 

人 


不 存在 . 1/u -so 何 时 为 真 呢 ? 唯一 的 情况 就 是 当 v -， 0+. 一 般 来 说 , 证 明 这 个 切 
换 并 不 难 ( 见 A.4.1 节 ), 因此 , 我 们 看 到 


tm sin (了) 不 存在 
u—0+ u 
现在 只 需要 将 虚拟 变量 v 改 为 zx, 不 用 费劲 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 了 ! 


A.4 连续 与 极限 


正如 我 们 在 5.1.1 节 中 看 到 的 , 说 一 个 函数 了 在 x = a 上 连续 就 是 指 
lim /to) = f(a). 

即 , 当 z -ya 时 有 了 (zx) f(a). 因此, 函数 广 保持 极限 , 这 就 是 连续 的 核心 思想 . 

不 管 怎样 , 现在 我 们 可 以 使 用 极限 的 知识 来 证 明 , 当 你 对 两 个 在 z = a 上 连续 的 函 


©O 
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数 做 加 法 、 减 法 、 乘 法 或 除法 时 , 新 的 函数 在 那里 也 是 连续 的 ，( 在 除法 的 情况 下 ， 
分 母 在 x = a 上 不 能 为 0. ) 事实 上 , 我 们 假设 上 和 在 x =a 上 连续 , 那么 
lm f(z)= f(a) 和 lim g(x)= g(a). 
因此 , 为 了 证 明 函 数 f +g 在 x = a 上 连续 , 我 们 所 要 做 的 就 是 拆 分 极限 . 在 A.2.1 
节 我 们 证 明 过 
lim (f(x) + 9(7)) = lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(%. 

就 是 这 么 简单 . 现在 , 你 可 以 用 -、x 或 / 号 来 替换 + 号 , 从 而 得 到 对 于 减法 、 乘 
法 和 除法 的 类 似 结果 . 
A.4.1 连续 函数 的 复合 

我 们 来 看 一 些 稍 复杂 情况 . 假设 上 和 9 都 处 处 连续 , 我 们 想 要 证 明 复 合 函 数 
Fog 也 处 处 连续 . 我 们 需要 集中 考虑 一 个 特殊 的 z 值 . 因此 , 假设 g 在 zx = a 上 连 
续 . 那么 我 们 需要 /在 哪里 连续 呢 ? 我 们 想 要 证 明 

lim f(g(7)) = f(g9(0)), 

因此 没有 必要 去 担心 上 在 xz = a 上 是 否 连 续 . 我 们 需要 的 是 它 在 g(a) 上 连续 , 因 
为 我 们 要 在 g(a) 的 附近 且 在 点 g(a) 上 评估 了 . 
下 面 就 是 我 们 面临 的 情况 : g 在 x = a 上 连续 , 且 f 在 x =g(a) 上 连续 , 要 
明 fog 在 x =a 上 连续 . 为 了 求证 , 我 们 需要 在 游戏 中 增加 第 三 参与 者 . 事实 上 ， 
我 将 对 抗 这 个 新 的 参与 者 , 我 们 称 之 为 Smiddy, 而 Smiddy 将 对 抗 你 . 

来 看 看 如 何 玩 游戏 吧 . 由 于 了 在 g(a) 上 连续 , 我 们 知道 
(0) = (9(0)). 
注意 , 我 使 用 y 作为 代替 x 的 虚拟 变量 , 但 这 没 问题 你 可 以 将 y 变 成 你 喜欢 
的 任意 字母 , 它们 表示 的 是 同一 个 意义 . 不 管 怎样 , 我 们 设 工 = f (g(a)). 然后 , 你 
选取 你 的 s > 0, 建立 你 的 容忍 区 间 全-s 工 +e)， 而 你 要 挑战 Smiddy, 舍弃 以 
y 二 g(a) 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 面 的 一 切 , 以 便 所 剩 的 函数 值 都 落 在 你 的 区 间 内 . 
即 , Smiddy 应 该 选取 入 > 0, 使 得 |y 一 g(a)| < 入 时 都 有 |f (vy) 一 Z| <e. 因为 以 上 
极限 是 正确 的 , 所 以 Smiddy 就 可 以 这 样 做 . 为 什么 要 用 入 代替 5 呢 ? 因为 Smiddy 
非常 喜欢 它 . 

现在 , 轮 到 我 来 对 抗 Smiddy 了 . 这 一 次 , 我 们 根据 9 在 zx = a 上 连续 的 事实 
写 出 


lim g(x) = g(a). 
关键 是 : Smiddy 使 用 的 是 数 , 而 不 是 你 已 经 使 用 的 s! 因此 , Smiddy 的 容忍 区 间 
是 (g(a) 一 入 , g (a) 十 入 ). 现在 , 我 必须 舍弃 以 x = a 为 中 心 的 一 个 小 区 间 外 的 一 切 ， 
以 便 所 剩 的 函数 值 落 在 Smiddy 的 区 间 内 . 因为 以 上 极限 是 正确 的 , 所 以 我 可 以 选 
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择 6 > 0, 使 得 只 要 |z 一 a| < 6, 束 有 |g (zx) 一 g(a)| < 入. 

我 们 要 综合 考虑 . 由 于 我 和 Smiddy 的 游戏 , 我 们 知道 只 要 |z 一 a| < 6, 就 
有 lg(z) 一 g(a)| < 和 A， 而 你 和 Smiddy 的 游戏 显示 ,， 如果 |y 一 g(a)| < 和 那么 
|f (vy) 一 <e. 我 们 不 管 Smiddy, 用 f(g (a)) 替换 元 用 g (x) 替换 y. 可 以 看 到 ， 
只 要 |x 一 a| < 6, 就 有 |f (g(x)) 一 了 (g(a)) < se. 这 表示 , 如 果 我 直接 与 你 对 抗 , 我 
总 是 可 以 做 一 次 合 情 理 的 移动 , 不 管 = 是 什么 (只 要 它 为 正 ). 因此 , 我 们 实际 上 就 
证 明了 


lim f(g(z ) = f(g(a)), 
其 中 9g 在 x=a 上 连 给 雪上 且 了 在 g(a) 上 连续 . 当然 , 如 果 f 和 g 都 处 处 连续 , 那么 
复合 函数 fog 也 处 处 连续 . 
我 们 可 以 对 论证 进行 修正 , 以 便 包括 x 一 co 或 z 一 -co 而 不 是 z = a 的 情 
况 . 由 于 右边 不 能 是 g (co), 故我 们 必须 对 陈述 稍 作 修改 . 最 好 的 做 法 就 是 
Jim fg(o) = ( lim g()) 
我 们 也 可 以 对 x 一 -co 的 情况 做 类 似 的 修改 . 我 把 证 明 的 细节 留 给 你 来 完成 , 但 基 
本 思想 是 你 和 Smiddy 的 对 抗 是 不 变 的 , 但 我 和 Smiddy 的 对 抗 会 稍 有 不 同 : 我 选 
取 N 而 不 是 6, 且 不 等 式 |z 一 a| <6 必须 用 x > 或 z< N 来 替换 , 这 取决 于 你 
所 处 的 情况 是 z 一 co 还 是 z 一 一 co. 
我 们 现在 可 以 建立 极限 
lim sin ( 一 0， 
THOO TX 


它 在 3.4 节 出 现 过 . 事实 上 , 如 果 你 设 f(x) = sin(z) 是 g(x)=1/z, 除 了 g 在 z=0 
上 不 连续 外 , f 和 9 都 是 处 处 连续 的 . 因为 
Jo 

我 们 可 以 使 用 上 述 公式 推出 结论 

Bm sin (2) = J 1(90) =f (i 90)) = 1(0) =sin(0) =0. 
直观 的 一 种 表达 方式 是 , 当 z 一 co 时 1/x 一 0, 故 当 二 co 时 sin(l/z) 一 
sin (0) = 0. 
A.4.2” 介 值 定理 的 证 阴 
在 5.1.4 节 中 , 我 们 见 过 介 值 定理 ， 
及 f (5) > 0, 那么 存在 某 个 数 c 使 得 f 
本 思想 . 

我 们 考虑 区 间 [a, 中 上 使 得 f(z) <0 的 z 值 的 集合 . 我 们 知道 a 在 这 个 集合 
中 , 因为 f(a) < 0; 而 5 不 在 这 个 集合 中 . 我 们 想 要 求 出 此 集合 中 最 大 的 数 e 但 这 


一 


f 在 [a, 中 上 连续 , 且 f(a)<0 
= 0. 现在 , 我 们 来 看 看 证 明 此 定理 的 基 


全 Sy 
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或 许 不 太 可 能 . 例如 , 小 于 0 的 最 大 数 
以 找到 一 个 接近 0 的 负数 , 例如 , 将 你 


是 什么 呢 ? 没有 . 对 于 任意 的 负数 , 你 总 是 可 
的 数 除 以 2. 另 一 方面 , 我 们 可 以 找到 此 集合 


中 右边 穿插 的 一 个 数 c. 特别 地 , 我 们 可 以 坚持 说 此 集合 中 没有 哪个 元 素 在 e 的 右 
边 , 而 且 任意 带 有 端点 e 的 开 区 间 人 至 少 包括 此 集合 中 的 一 个 元 素 . (这 来 自 于 实 轴 的 
一 个 很 好 的 性 质 一 一 完备 性 . ) 以 下 是 我 们 知道 的 , 用 符号 表示 : 


(1) 对 于 任意 的 x > c, 我 们 有 f(x) > 0; 


(2) 对 于 任意 的 区 间 (c 一 6,0), 其 中 5>0, 区 间 内 至 少 存在 一 点 z 使 得 f(x)<0. 


| 
的 值 应 该 在 f (c) 的 附近 ; 但 当 z 在 c 


现在 该 忙 起 来 了 . 以 下 就 是 重要 的 问题 : f(c) 是 什么 ? 我 们 假设 它 是 负 的 . 在 这 种 
青 况 下 , 由 于 f (5) > 0, 故 c 关 05. 因为 f 是 连续 的 , 所 以 当 z 在 ce 的 附近 时 , f (zx) 


的 右边 一 点 点 时 就 会 有 问题 , 因为 (x) 预期 


应 该 是 正 的 , 而 f(c) 为 负 . 更 正式 地 , 你 可 以 选择 = = 一 (c) /2 ( 它 是 正 的 ), 那么 你 
的 容忍 区 间 就 是 (3f (c) /2，f (co) /2), 它 仅 由 负数 组 成 . 我 不 能 选取 任何 位 于 


a, | 


中 形 如 (c 一 5, c 十 0) 的 区 间 , 因为 任何 这 样 的 区 间 都 包含 一 个 大 于 c 的 x. 根据 上 


面 的 条 件 (1), 我 们 知道 f(x) 一 定 为 正 , 这 表示 它 不 会 位 于 你 的 容忍 区 间 . 因此 , 不 


可 能 有 f (c) < 0. 直观 上 , 如 果 有 f(e) 


< 0, 那么 你 的 穿插 仍然 有 数 在 它 的 右边 ! 


或 许 f(c) > 0. 在 这 种 情况 下 , 我 们 不 可 能 有 c = a, 因为 f(a) < 0. 现在 , 当 > 


在 c 的 附近 时 , f(z) 的 值 应 该 在 Fo 
条 件 (2), 所 以 这 是 个 问题 . 更 明确 些 ， 
区 间 是 (f(c) /2，37 (0) /2). 我 需要 尝 


使 得 对 于 我 的 区 间 中 的 任意 zx, f(z) 总 是 位 于 你 的 容忍 区 间 旦 
这 意味 着 , 对 于 (c 一 6, c) 中 的 所 有 xz 有 f(x) > 0, 这 和 条 


附近 ; 特别 地 , 它们 应 该 是 正 的 . 由 于 上 面 的 
这 一 次 你 可 以 选择 s = f(c) /2, 则 你 的 容忍 
试 找到 一 个 在 [a, 9] 中 的 区 间 (ec 一 6, c++ 0)， 
. 特别 地 , f(z) > 0. 
F (2) 是 相悖 的 ， 故 


下 i 


f(c) > 0 也 不 可 能 . 如 果 它 是 真 的 , 那么 我 们 可 以 将 穿插 再 向 左边 挪 一 些 , 因此 它 


不 会 是 c. 
剩 下 的 是 什么 呢 ? 唯一 可 能 就 是 
说 的 是 , 我 们 很 容易 将 情况 改 为 f(a) 
下 证 明 , 或 者 设 g(z) = 一 f(z) 并 对 9 
A.4.3 ”最 大 -最 小 定理 的 证 明 


f (co) = 0, 因此 , 我 们 证 明了 该 定理 . 顺便 要 
> 0 及 f(b) <0 的 情况 . 你 可 以 稍稍 改写 一 
而 不 是 f 应 用 该 定理 . 


现在 我 们 来 证 明 5.1.6 节 的 最 大 -最 小 定理 . 其 基本 思想 是 , 假定 我 们 有 一 个 


在 财 区 间 [a, 8] 上 连续 的 函数 f, 我 们 


断言 , 该 区 间 上 存在 某 个 数 c 使 f 达到 最 大 


值 . 正如 我 们 看 到 的 , 这 表示 f (c) 大 于 或 等 于 其 他 f (x) 的 值 , 其 中 xz 在 整个 区 间 


[a, 9] 上 漫游 . 


证 明 如 下 . 我 们 想 要 证 明 的 是 , 你 


5 可 以 放 痢 某 条 水 平 线 y = N, 使 得 所 有 的 函 


数值 f(x) 都 位 于 这 条 线 的 下 方 . 如 果 做 不 到 这 一 点 , 那么 函数 就 会 在 [w 8] 内 的 


某 处 变 得 越 来 越 大 , 而 不 会 有 最 大 值 . | 


丸 此 , 我 们 假设 你 画 不 出 这 样 的 一 条 线 . 那么 ， 
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对 于 每 一 个 正 数 N, 在 [ 中 中 存在 某 个 点 zw 使 得 f (zn) 在 水 平 线 y = N 的 上 
方 即 我 们 找到 了 若干 个 点 zw, 对 于 每 一 个 N, 都 有 /zw) > N. 我 们 在 x 轴 上 用 
X 将 它们 标 出 来 . 

这 些 标记 点 在 哪里 呢 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 . 因此 , 如 果 我 们 将 区 间 [a, 可 分 
成 两 半 得 到 两 个 新 的 区 间 , 它们 中 的 某 一 个 定然 包含 无 穷 多 个 标记 点 . 它们 可 能 都 
包含 无 穷 多 个 标记 点 , 但 不 可 能 都 只 包含 有 限 个 标记 点 , 否则 总 的 标记 点 将 是 有 限 
的 . 让 我 们 把 注意 力 集中 在 原始 区 间 中 包含 无 穷 多 个 标记 点 的 那 一 半 上 . 如 果 它 们 
都 如 此 , 那 就 选择 你 最 喜欢 的 那个 (这 没有 关系 的 ). 现在 , 我 们 用 新 的 更 小 的 区 间 
重复 这 个 练习 : 将 它 分 成 两 半 . 其 中 之 一 一 定 包含 无 穷 多 个 标记 点 . 只 要 你 喜欢 , 我 
们 就 继续 做 这 个 练习 , 你 会 得 到 一 个 变 得 越 来 越 小 的 区 间 的 集合 , 一 个 套 一 个 , 并 
且 每 一 个 都 包含 无 穷 多 个 标记 点 . 我 们 将 这 些 区 间 一 个 一 个 地 堆 在 一 起 , 如 图 A-9 
所 示 . 


每 个 线段 不 是 在 它 下 方 | 
线段 的 左边 就 是 右边 ”二 _ 圭 = 


人 《无穷 多 个 标记 点 位 于 每 
个 线段 的 下 方 


图 A-9 


直观 上 , 必 有 实数 存在 于 所 有 这 些 区 间 之 中 ,” 我们 称 之 为 数 g。 了 (9) 是 什么 
呢 ? 我 们 可 以 使 用 了 的 连续 性 来 获得 一 些 信息 . 事实 上 , 我 们 知道 
lim flz) = f(9) 
因此 , 打 个 比方 , 如 果 你 选取 的 = 是 1, 那么 我 应 该 能 够 找到 一 个 区 间 (g 一 5 q+) 
使 得 对 于 所 有 该 区 间 中 的 z 都 有 | (z) - 7(O| < 1 问题 是 ,这 个 区 间 (q 65, gq +6) 
包含 了 无 穷 多 个 标记 点 ! 因为 不 管 5 多 么 小 , 我 们 选择 的 最 后 一 个 小 区 间 都 会 位 
于 (一 6 g+ 9) 内. 这 才 是 问题 所 在 : 所 有 这 些 标记 点 都 应 该 在 区 间 (q -q+ 
内 , 当 你 对 其 中 任意 一 个 点 取 了 值 时 , 会 得 到 一 个 介 于 了 (g) 1 和 f(g)+1 之 间 的 
数 . 因此 , 不 管 f(g) 是 什么 , 我 们 都 会 陷入 困境 : 某 些 标记 点 的 函数 值 会 远 远大 于 
f(g) + 1 一 切 都 将 失去 控制 . 因此 , 画 不 出 让 整个 函数 位 于 其 下 方 的 直线 y = N， 
这 一 假设 是 错 的 

事情 还 没有 结束 . 我 们 有 了 这 条 线 y = N, 它 位 于 = /za) 在 [a, 中 的 图 像 的 
上 方 , 现在 , 我 们 需要 将 它 向 下 移动 , 直到 它 接触 到 该 图 像 以 便 求 最 大 值 . 因此 , 我 
们 选取 尽 可 能 小 的 N, 使 得 对 于 [a, 机 内 的 所 有 z 有 f(z) < N. (我 们 再 次 使 用 了 
完备 性 . ) 现在 我 们 需要 证 明 , 对 于 某 个 。 有 N = 了 (QO). 为 了 求证 , 我 们 要 重复 在 
标记 点 中 所 使 用 的 技巧, 只 是 这 一 次 将 它们 用 图 标记 出 来 . 我 们 选取 一 个 正 整 数 


@ 同样 , 我 们 需要 使 用 实 轴 的 完备 性 来 证 明 . 事实 上 , 一 定 只 存在 一 个 这 样 的 数 一 一 你 知道 为 什么 吗 ? 


a 
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在 [a, 9] 中 一 定 能 够 找到 某 个 数 cu, 使 得 (cs,) > N 一 1/n. 如 若 不 然 , 我 们 就 应 该 
在 y = NN 一 1/n( 或 更 低 处 ) 而 不 是 y = N 处 画 那 条 线 . 因此 , 存在 这 样 的 一 个 cn， 
且 对 于 每 一 个 正 整数 n 都 存在 . 我 们 将 这 些 点 圈 起 来 . 有 无 穷 多 个 这 样 的 点 , 当 你 
对 它们 取 f 值 时 , 其 结果 会 越 来 越 接 近 一 一 事实 上 是 任意 地 接近 一 一 N. (没有 一 
个 值 会 超过 N, 因为 对 于 所 有 的 zx 有 f(z) < N!) 现在 , 我 们 所 要 做 的 就 是 持续 将 
区 间 [a, 9] 进行 二 分 , 使 得 每 一 个 小 区 间 都 包含 无 穷 多 个 圈 起 来 的 点 . 和 前 面 一 样 ， 
在 所 有 的 区 间 中 都 存在 一 个 数 c 这 个 数 又 被 圈 起 来 的 点 所 环绕 着 . 

f (c) 是 什么 呢 ? 它 不 可 能 大 于 N, 但 或 许 它 会 小 于 N. 我 们 假设 f (c) = M， 
其 中 M < N, 另外 设 == (N 一 M)/2. 由 于 了 是 连续 的 , 我 们 实际 上 需要 

lim f(x)= f(c) = 

你 有 你 的 e, 因此 我 需要 找到 一 个 区 间 (c 一 5 c+ 5)， 使 得 对 于 在 我 区 间 内 的 zx， 
f(z) 位 于 (M 一 se, M +e) 中 . 问题 是 M +e = NN 一 e, 且 不 管 我 如 何 选取 5 > 0， 
都 有 无 穷 多 个 圈 起 来 的 点 位 于 (c 一 6, c+ 6) 中 . 它们 其 中 一 些 的 函数 值 可 能 位 于 
0-s， MT+s) 中 ,但 由 于 函数 值 会 变 得 接近 N, 因而 大 多 数 不 会 位 于 (M 一 e, MT+ 
s) 中 . 因此 , 我 不 能 移动 . 唯一 解脱 的 方法 就 是 f (c) = N. 这 表示 c 是 函数 取得 最 
大 值 的 点 . 这 样 我 们 就 完成 了 求证 ! 

要 得 到 定理 的 最 小 值 的 形式 , 只 需要 将 定理 重新 应 用 到 g(x) = 一 f (x) 上 就 可 
以 了 . 毕竟 , 如 果 c 是 9 取得 最 大 值 的 点 , 那么 它 就 是 f 取得 最 小 值 的 点 . 


A.5 再 谈 指数 函数 和 对 数 函 数 


在 9.2 节 中 , 我 们 发 展 了 指数 函数 和 对 数 函 数 的 理论 , 最 终 的 发 现 就 是 
对 d 1 
= 和 gz DT) = = 

时 还 有 个 不 精确 的 结尾 : 我 们 断言 

站 


存在 , 并 称 之 为 。 但 我 们 并 没有 证 明 过 它 . 直接 证 明 上 述 极限 存在 是 可 能 的 , 但 这 
提供 不 了 任何 特别 的 信息 . 反之 , 我 假设 你 已 经 学 了 积分 和 微 积分 基本 定理 ( 见 第 
16 章 和 第 17 章 ), 从 而 我 可 以 用 一 个 不 同 的 方法 解决 问题 . 事实 上 , 一 切 都 是 从 对 
数 函 数 开 始 的 . 
我 们 先 根 据 规则 定义 一 个 函数 工 ， 
F(x) = | = 
1 


t 
对 于 所 有 的 x > 0 成 立 . 这 个 函数 基于 另 一 个 函数 的 积分 , 就 这 类 函数 请 参见 17.1 
节 . 现在 , 我 知道 你 可 以 写 出 


由 


I 
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化 


= ln|z|— nll|= Im(z)， 


F(z) = | dt = ln|t| 
1 1 
因为 x >0 且 In(1)=0. 问题 是 ,我们 的 行动 过 早 了 ! 如 果真 要 以 恰当 的 方式 求解 ， 
就 不 能 使 用 /1/tdt =1nlt| 十 C 这 一 事实 . 实际 上 , 这 是 我 们 想 要 证 明 的 事情 之 一 . 
目前 为 止 , 我 们 不 能 假设 (x) = In|z|, 那 就 让 我 们 从 证 明 它 开始 吧 . 
让 我 们 写 出 函数 研 的 一 些 有 趣 性 质 . 根据 微 积 分 第 一 基本 定理 , F 的 导数 为 


oe 
因此 , FF 可 导 , 这 意味 着 它 是 连续 的 ( 见 5.2.11 节 ). 接 下 来 , 我 们 设 z = 1, 从 而 得 
1 
F(1) = | zdt = 0， 
1 
因为 若 积分 上 下 限 相等 且 函 数 在 那里 确实 有 定义 , 则 任何 函数 的 积分 都 是 0( 见 16.3 
节 ). 极限 


0 
如 何 呢 ? 事实 上 , 根据 反常 积分 的 定义 ( 见 20.2 节 ), 我 们 有 


lim F(x) = lim | a | si = 00. 

2 一 co zco 1 t t 
反常 积分 1 1/tdt 发 散 , 我 们 必须 非常 小 心 提 到 . 最 初 证 明 它 的 发 散 性 时 , 我 们 使 
用 了 公式 J 1/tdt =In|t| 十 C, 但 我 们 现在 不 能 这 样 做 ! 而 是 使 用 了 积分 判别 法 来 说 
/>1/tdt 和 二 1/n 同时 收敛 或 同时 发 散 ; 然后 使 用 22.4.3 节 中 的 论证 来 证 明 该 级 
数 发 散 ; 故 该 积分 也 发 散 . 因此 我 们 有 
(1) 二 0 和 Jim F(z) 三 6 
于 连续 , 介 值 定理 ( 见 5.1.4 节 ) 表明 , 一 定 存 在 一 个 数 e 使 得 (e) = 1. 毕 
竞 , 1 介 于 0 和 oo 之 间 ! 此 外 , 对 于 所 有 的 x > 0, F' (xz) = 1/z > 0, 我 们 因此 知道 
瓦 总 是 递增 的 . 因此 , 不 可 能 存在 其 他 的 数 c, 使 得 (ec) = 1. 我 们 已 经 有 了 的 正 
式 定义 : 


。 是 唯一 使 得 | Tat=1 的 数 
现在 , 我 们 选取 一 个 有 理 数 a 并 定义 | 

= 二 | Ha 
用 17.5.2 节 中 描述 的 变形 2 的 技巧， 可 以 看 到 


1 1 1 
cm= 呈 | -dt = Qax°- 1!— =Q.-. 
ax i t De 帘 
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(不 使 用 对 数 函 数 求 导 , 假设 我 们 知道 是 (z*) = az*-!. 如 果 只 知道 对 于 正 整数 是 
成 立 的 , 正如 6.1 节 所 述 , 那么 我 们 来 看 看 是 否 可 以 对 于 所 有 的 有 理 数 来 证 明 这 个 
事实 .) 另 一 方面 , 我 们 知道 F(x) = 1/z, 因此 ,上 述 方程 暗示 了 G' (x) = aF’ (zx). 
于 a 是 常数 , 我 们 看 到 G(z) = aF (x) 十 C, 其 中 C 是 常数 . 特别 地 , 如 果 我 们 
设 zx = 1, 此 方程 变 为 G(1) = awP(D +C. 现在 有 G(1)= (1%) = 了 (1) = 0, 故 
C = 0. 由 于 G (zx) = 了 (z*), 我 们 就 证 明了 F(zx*) = aF (x), 对 于 任意 有 理 数 a 
及 zx >0 成立. 事实 上 , 由 于 了 连续, 结果 对 于 任意 实数 a 一 定 也 适用 ! 现在 我 们 
设 x = e, 会 看 到 已 (es) = aF(e) = a, 因为 下 (el) = 1. 我 们 将 a 变 为 x, 这 样 就 
证 明了 下 (e") = xz. 因此 , FF 是? 的 反 函 数 , 这 表示 (x) = In (zx). 因为 我 们 知道 
F(z) = 1/z, 这 就 证 明了 名 In (zx) = 1/z. 现在 , 如 果 y =e”, 那么 xz = In(y), 故 

dr 1 1 

dy yy 
根据 链 式 法 则 , dy/dz = ez. 因此 , 我 们 对 In (x) 和 ez 求 了 导 且 证 明了 e 存在 ! 
现在 , 我 们 要 做 的 就 是 证 明 

slim, (1 +h)l/n=e. 


这 十 分 简单 : 令 y= (1 十 有 YY 于 是 In(y) = In(1 二 及/h. 故 根据 9.4.3 节 中 使 用 
的 论证 (或 洛 必 达 法 则 ) 


li 1 = ]i 
人 


当然 , 如 果 当 瑚 一 0 时 In(y) 一 了 那么 当天 一 叶 时 yy 一 el=e. 这 就 证 明了 上 
述 极限 . 关键 是 , 一 旦 你 知道 In (z) 关于 x 的 导数 是 1/z, 那么 其 余 的 一 切 对 你 来 说 
就 很 容易 了 . 


kK 


A.6 微分 与 极限 


在 这 一 节 , 我 们 将 证 明 一 些 涉及 微分 和 极限 的 结论 . 更 确切 地 说 , 我 们 要 处 理 
函数 的 常数 倍 、 隙 函数 的 和 与 差 的 求 时 导 , 以 及 乘积 法 则 、 商 法 则 与 链 式 求 导 法 则 . 然 
后 , 我 们 将 证 明 极 值 定 理 、 罗 尔 定理 、 中 值 定理 以 及 线性 化 中 的 误差 公式 . 最 后 , 我 
们 会 看 到 分 段 函数 的 导数 以 及 洛 必 达 法 则 的 证 明 . 

A.6.1 函数 的 常数 倍 


假设 y 是 关于 z 的 一 个 可 导 函 数 , e 是 某 个 常数 . 我 们 想 要 证 明 


和 
dr dr 


这 相当 简单 . 我 们 用 y = f(zx) 定义 f, 那么 上 述 方程 的 左边 就 是 


jin SE AD) -cf 
Az 一 0 Arz 
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你 所 要 做 的 就 是 从 分 子 中 提取 一 个 e 的 因子 并 将 它 拖 到 极限 之 外 . 这 是 在 A.2.2 市 
结尾 部 分 证 明 过 的 : 


右边 正好 是 cj (x), 它 和 c(dy/dz) 一 样 . 这 样 我 们 就 完成 了 求证 . 
A.6.2 ”函数 的 和 与 差 
假设 w 和 w 都 是 zx 的 可 导 函 数 , 我 们 想 要 证 明 的 是 

d du dv 
we a dz dz 
以 及 类 似 地 用 减 号 代替 加 号 . 这 几乎 没什么 可 证 的 . 记 久 = 了 (x) 及 v=g(z), 那么 
上 述 方 程 的 左边 就 是 

jie e+AD+geTADJ-UGO+9G) 

Az 一 0 Arz 
你 所 要 做 的 就 是 重新 整理 这 个 和 , 并 拆 分 极限 , 这 是 在 A.2.1 节 中 证 明 过 的 , 上 述 极 
限 等 于 


这 就 是 f(z) 十 g' (x), 它 等 于 我 们 想 要 证 明 的 方程 的 右边 . 用 减 号 替换 加 号 的 情况 
也 同样 简单 ! 
A.6.3 “乘积 法 则 的 证 明 


对 于 乘积 法 则 和 商法 则 的 证 明 , 我 们 将 继续 使 用 记号 dy/dz 而 不 是 f(x), 因 
为 使 用 前 者 更 易于 理解 概念 . 正如 5.2.7 节 所 述 , 我 们 有 
dy .Ay 
dr Asdo Ax’ 
其 中 Ay 是 将 z 变 为 x+Az 时 y 的 变化 量 . 
因此 , 我 们 想 要 证 明 的 乘积 法 则 说 的 就 是 


Iz ws 
假设 我 们 将 z 变 为 z+Az, 那么 4 就 变 为 ww 十 人 u,v 就 变 为 v 十 Av. 而 wv 就 变 为 
(4 十 Aw) (v 十 Av). 这 个 变化 量 有 多 大 呢 ? 我 们 取 原 来 的 量 与 新 的 量 的 差 来 看 看 : 


A(u) = (ut A (V+ Av) — uv. 


展开 并 化 简 , 得 到 
A(uv) = vAu + uAYv 十 AvAv. 

现在 用 该 式 除 以 Ax. 对 于 最 后 一 项 , 我 们 要 多 除 以 一 个 Az, 再 乘 以 这 个 量 使 方程 

两 边 保持 平衡 . 结果 是 
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AUuu) Au Av AuAv 


Azx 一 “和 Az VA A 


如 果 你 取 当 Az -y 0 时 的 极限 , 那么 所 有 的 比率 都 会 趋 于 相应 的 导数 , 但 最 后 一 个 
Az 的 因子 会 趋 于 0, 即 
d du dv dudyv 
ey | “qz dz dz oe 
于 最 后 一 项 为 0, 我 们 就 证 明了 乘积 法 则 . 现在 , 你 应 该 尝试 写 出 一 个 使 用 f (x) 


记号 (形式 1) 的 证 明了 . 
A.6.4 商法 则 的 证 明 
现在 我 们 想 要 证 明 


du dv 
d (>) 二 Viz Udz 
dx \wv v2 


同样 , 当 x 变 为 z + Az 时 , 我 们 知道 w 和 w 就 会 分 别 变 为 4 十 Aw 及 vv 二 Au. 而 


wu/v 就 变 为 (ww 十 Au) / (w 十 人 Av). 这 个 变化 量 是 
入 [9 _ V+ Au 1% 


vAv vw 
我 们 对 上 式 通 分 并 消除 wv 一 wv, 得 到 
入 ( 本 vAu LAV 
v v2 二 +vAv 
将 上 式 除 以 Az, 再 用 Ax 和 分 母 中 的 Av 的 项 相 乘 并 相 除 , 得 至 


和 A( 坟 7 演 一 从 


2 人 Av 
Arz VU 十 VA2 AZ 


fe 


现在 令 Az 一 0. 所 有 的 分 式 都 变 为 导数 , 并 且 分 母 中 的 最 后 一 个 因 
我 们 得 到 结果 


du dv 

d (2) VJ 一 VW 
iD dv S 
dz v 十 vv 了 X0 


于 分 母 中 的 最 后 一 项 是 0, 我 们 证 明了 商法 则 . 
A.6.5 ” 链 式 求 导 法 则 的 证 阴 


子 趋 于 0, 因 


假设 y 是 的 可 导 函 数 , 而 w 本 身 是 z 的 可 导 函 数 . 我 们 想 要 证 明 


dy dydu 
dz dudz- 
第 一 眼看 上 去 这 也 没什么 , 可 使 用 A 记号 写 出 
Ay AyAu 
Ar AuAzx 


并 取 极 限 . 不 幸 的 是 , Au 有 时 可 能 为 0, 而 这 会 导致 整个 等 式 无 效 . 


函数 记号 . 令 f 和 9 都 是 可 导 的 , 并 设 h(z) = f(g (z)). 我 们 想 要 记 
W(x) = f(g(7))g (2). 


FE 明 


因此 , 我 们 使 


此 


LU 
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如 果 9 在 z 附近 是 常数 , 那么 hh 也是, 因此 等 式 两 边 都 是 0. 否则 , 我 们 知道 
es AZ 十 AZ 一 AZ in HY Et) f(g9(7)) 
二 Arz 一 0 Arz Az 一 0 
用 该 分 式 乘 以 并 除 以 g (x + Az) - 9g(z), 对 于 无 穷 多 个 在 0 附近 的 Az 值 , 这 一 
是 非 零 的 , 然后 我 们 将 极限 拆 分 得 到 
全 f(g(z + Az)— f(g9(7) 1 T+AT)— 9(7) 

Az”>0 g(x+ Ax)— yg(7) Az 一 0 Az 
右边 的 极限 就 是 % (x), 但 左边 是 什么 呢 ? 求解 技巧 是 设 es g (zx). 那 
么 , 左边 极限 的 分 子 中 的 量 g(z+ Az) 可 以 被 写作 g (x) + s，( 你 知道 这 是 为 什么 
吗 ? ) 而 分 母 正 是 = 本 身 . 因此 我 们 有 

Na) = lim f(g(z) +e) — f(g9(72)) 


x g'(7). 
一 0 E 
现在 , 当 Az 一 0 时, s 会 怎样 呢 ? 由 于 9 可 导 , 由 5.2.11 节 可 知 9 连续 . 特别 地 , 有 
Jim 9 人 (2 十 Az) = 9(zZ)， 


如 果 从 两 边 减 去 g (2), 那么 你 会 看 到 当 Az_， 0 时 <。_y 0. 这 表示 , 在 (2) 的 表 
达 式 中 , 我 们 可 以 用 。 0 蔡 换 Az -， 0, 得 到 
Wg) = tim OS) + 0) ~ f(g(e)) 


x g (7). 
< 一 0 各 
第 一 项 正 是 f(g (7z)), 故 jv (x) = 户 (9(z))9(z) 这 样 , 我 们 就 证 明了 链 式 求 导 法 
则 . 
A.6.6” 极 值 定理 的 证 明 


在 11.1.2 节 中 , 我 们 陈述 了 极 值 定理 . 它 说 的 是 , 如 果 f 在 x =c 有 一 个 局 部 
I 那么 x =c 是 了 的 一 个 临界 点 . 这 表示 , 或 者 f'(c) 不 存在 ， 
或 者 f'(c) = 

i 点 , 我 们 首先 假设 f 在 x = c 有 一 个 局 部 最 小 值 . 如 果 fr(c) 不 
存在 , 那么 它 就 是 一 个 临 界 点 , 这 正 是 我 们 所 希望 的 . 男 一 方面 , 如 果 f'(c) 存在 ， 
那么 


户 (o) = lim A eh) 

于 了 在 c 上 有 一 个 局 部 最 小 值 , 因而 我 们 知道 当 c 填 h 非常 接近 c 时 , f (c++hh) > 

了 (O). 当然 , 只 有 当 h 接近 于 0 时 , c 十 h 才 会 非常 接近 c. 对 于 这 样 的 h, 上 述 分 式 

中 的 分 子 f(c 二 hh) 一 了 (oc) 一 定 是 非 负 的 . 当 h > 0 时 , 量 
J jc) 


是 正 的 (或 0); 但 是 当 h <0 时 ， 此 二 (或 0). 因此 右 极 限 
jim {e+ -0 


Z 一 c 十 h 
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一 定 大 于 或 等 于 0, 而 同样 的 左 极限 是 小 于 或 等 于 0. 由 于 双 侧 极限 存在 , 故 左 极限 
等 于 右 极限 ; 唯一 的 可 能 性 就 是 它们 都 是 0. 这 就 证 明了 fr(c) =0, 故 z=c 是 f 
的 一 个 临界 点 . 

如 果 上 在 z = c 有 一 个 局 部 最 大 值 会 如 何 呢 ? 我 把 这 个 论证 过 程 留 给 你 来 完 
成 . 唯一 的 区 别 就 是 , 当 h 接近 于 0 时 , 量 /c++ 站 = Fe) 是 负 的 (或 0). 
A.6.7 罗 尔 定理 的 证 阴 
假设 了 在 [a, 中 上 连续 ,在 (a, 5) 内 可 导 , 且 满 足 条 件 f(a) = f (5). 接 下 来 ,我 
们 想 要 证 明 在 (a, 5) 内 存在 一 个 数 c, 使 得 f' (c) = 0. 为 了 求证 , 我 们 使 用 最 大 最 
小 值 定理 来 说 明 f 在 [a, 9] 上 有 一 个 全 局 最 大 值 和 一 个 全 局 最 小 值 . 如 果 最 大 值 或 
最 小 值 中 任 一 个 出 现在 (a, 5) 内 的 某 个 数 。 上, 那么 极 值 定理 告诉 我 们 f' (c) = 0. 
(我 们 知道 fr (c) 存在 , 因为 f 在 (a, 5b) 内 可 导 . ) 其 他 的 唯一 可 能 性 就 是 全 局 最 大 
值 和 全 局 最 小 值 都 出 现在 端点 a 和 5b 上. 在 这 种 情况 下 , 由 于 f(a) = f(b), 该 函数 
一 定 为 常数 , 因此 , (a, 5) 内 的 每 一 个 数 c 都 满足 fr (c) = 0. 这 就 是 完整 的 证 明 ! 
A.6.8 ”中 值 定理 的 证 明 
现在 , 我 们 知 f 在 [a, 中 上 连续 , 在 (a,5) 内 可 导 , 但 我 们 不 假设 f (a) = f(b). 
中 值 定理 表明 , 在 (a, 5) 内 存在 某 个 c 满足 


f'(c) 2 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 定义 一 个 新 的 函数 9: 
f(0) — flo) 


gs) = (0) — (za). 
它 看 起 来 有 点 复杂 , 但 实际 上 我 们 只 是 从 (z) 中 减 去 了 线性 函数 > -a 的 一 个 党 
数 倍 , 并 称 之 为 g. 因此 , 函数 g 也 在 [a, 中 上 连续 且 (a, 中 内 可 导 , 且 可 知 

jg 一 Jo 


1 = 10 -1 AO 0 = /0) 
gO = 10 -OHO 0) = flo). 


因此 , 我 们 证 明了 g(a) = 9 (6b), 这 表示 我 们 可 以 应 用 罗 尔 定理 了 ! 结果 是 , 存在 一 
个 数 c 使 得 g'(c) = 0. 现在 , 我 们 只 需要 对 9 求 导 来 看 看 这 对 于 f 意味 着 什么 . 1 
于 量 (0) 一 f(a) 和 0- a 都 是 常数 , 我 们 得 到 

g(x) = f(x) — f (2) 一 ja) 


一 Q 

现在 , 将 z =c 代入. 由 于 9%(e) = 0, 我 们 有 

f(b) — fla) 
b—a | 
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这 正好 是 我 们 想 要 证 明 的 ! 
A.6.9 线性 化 的 误差 
让 我 们 来 整理 另外 一 个 不 精确 的 结果 . 在 13.2 市 , 我 们 看 到 函数 上 关于 z=a 
的 线性 化 L, 其 中 a 是 f 定义 域内 的 某 个 数 : 
L(x)= f(a) + f(a) (x— oa). 
如 果 z 在 a 的 附近 , 我 们 可 以 使 用 L(x) 来 估算 f(x) 的 值 . 我 们 的 错误 可 能 有 多 
大 呢 ? 根据 13.2.4 节 的 公式 , 如 果 f” 在 x 和 a 之 间 存 在 , 那么 
| 误差 | = 5177(Ollz -al 
这 里 的 ec 是 介 于 x 和 oa 之 间 的 某 个 数 . 我 们 来 证 明 这 个 公式 . 首先 , 我 们 称 误 差 
项 为 7 (xz); 由 于 ”>(z) 是 f (x) 的 真 值 和 猜测 值 的 差 , 故 猜测 值 就 是 线性 化 L(x) = 
f (a) 十 产 (a) (z 一 a). 我 们 有 
r(zZ) = f(z2)— L(x) = f(7)— fla)— f(a)(z—a). 
现在 , 聪明 的 做 法 是 将 z 固定 为 一 个 常数 并 且 令 a 为 变量 . 由 此 启发 得 到 
g(t) = f(7)— 1 — fOr-D. 
因此 , 只 有 + = a 时 , 才 有 误差 7 (zx). 即 , 误差 为 g (a). 注意 
g(z) = f(z)— f(7)— f(r)(z— 7)=0. 
我 们 求 g 关于 t 的 导数 . 项 f(z) 是 常数 , 故 其 导数 为 0. 此 外 , 我 们 需要 用 乘积 法 
则 来 处 理 fr (2) (z 一 如 . 总 之 , 我 们 得 到 
g(t0)=0- 0- (FO xD+H Dr-D))= -7 (0 —t). 
特别 地 , 我 们 有 


9 (2)=—f" (7)(z— 72)=0. 
目前 为 止 , 我 们 所 做 的 一 切 都 是 非常 合理 的 . 现在 , 我 们 必须 做 一 些 看 起 来 有 些 疯 
狂 的 事情 . 请 记 住 , 我 们 想 要 证 明 误差 是 寺 f” (o (z 一 a)”, 其 中 c 介 于 x 和 ua 之 间 . 
于 误差 是 g(a), 这 就 暗示 了 g(t) 形 如 玉 (z 一 引 ?, 其 中 KK 是 某 个 不 依赖 于 而 
只 依赖 于 z 和 a 的 数 . 即使 这 不 完全 正确 , 但 它 或 许可 以 解释 我 们 为 什么 会 令 
h(t) = g(t) — K(x — 1t)2. 
你 看 , 当 对 它 关 于 t 求 导 时 , 保持 x 为 常数 , 会 得 到 
h(t)= g(t)+2K(z—t). 
这 又 怎么 样 ? 我 们 可 以 使 用 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ) 得 到 

es h(x) — h(a) 


TT—Qa 
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对 于 某 个 介 于 x 和 a 之 间 的 e 成 立 . 我 们 可 以 使 用 上 述 等 式 对 hy (c)、h (zx) 及 h(a) 


(g(7) — K(z —2)°)— (g(a) — K(x — a)’) 
_ —g(a) + K(z—a)? 


机 


因为 g(z) = 0. 因为 g (o = 一 9 (0) (x 一 0), 最 后 一 个 方程 可 以 重新 整理 为 
g(0) — K(z— a) = (7- a)(r- oO(f"(0) — 2K). 
我 们 的 任务 快 完成 了 , 但 仍然 有 一 个 问题 . 我 们 不 能 处 理 因子 (x - c), 因为 在 我 们 
的 误差 项 中 没有 它 ! 唯一 一 种 消除 它 的 可 能 就 是 左边 等 于 0, 即 应 该 选取 K 使 得 
g (a) 一 K(x 一 a)? =0. 事实 上 , 如 果 下 =g(a)/(z 一 a)>, 那么 上 述 方程 变 为 
0= (zx —a)(z— 人 0) (wa 一 0 ) E 


于 zz 关 a 且 zz 关 c, 我 们 一 定 会 有 


mr 2go) _ 
f° (0) [a = 0， 


于 g(a) =7 (zx) 是 我 们 要 找 的 误差 , 因此 我 们 完 


这 表示 g(a) = $f” (0) (2 = a)”. 
成 了 证 明 . 
A.6.10 ”分 段 函数 的 导数 
假定 f 以 分 段 的 形式 定义 为 
f(z) 在 Z > a， 

/7) = Ea 若 z 芝 au. 
(你 可 以 将 xz >a 改 为 z>a, 将 zx <a 改 为 xz <a; 这 无 关 紧 要 . ) 不 管 怎 样 , 在 6.6 
节 中 , 我 们 考虑 了 一 个 问题 , 就 是 f 是 否 在 a 上 可 导 . 我 们 假设 如 果 函 数 及 和 到 
在 z=a 处 互相 匹配 , 则 它们 的 导数 记 和 月 在 z=a 处 也 互相 匹配 , 那么 在 a 
上 可 导 . 我 们 如 何 来 证 明 呢 ? 首先 要 注意 九 和 名 在 x =a 处 互相 匹配 的 意思 是 
Him f(z) = lim fo(z)= f(0). 
这 就 确保 了 f 至 少 是 连续 的 . 现在 , 我 们 还 要 假设 它们 的 导数 也 互相 匹配 , 这 意味 
着 有 在 最 接近 a 的 右 侧 是 可 导 的 , 户 在 最 接近 a 的 左 侧 是 可 导 的 , 以 及 

dim, 月 (2) = lim f(z)=1, 
其 中 工 是 某 个 很 好 的 有 限 数 . 因此 , 我 们 来 考虑 


flat 1- f(a) 
h ? 


其 中 是 某 个 很 小 的 数 且 hh 关 0. 如 果 丸 > 0, 那么 我 们 可 以 应 用 中 值 定 理 ( 见 11.3 
节 ) 得 到 
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fati -fa)  w 


其 中 c 是 介 于 a 和 a 十 h 之 间 的 某 个 数 . (这 里 我 们 需要 f 在 [a, a 十 加 上 的 连续 
性 . ) 根据 三 明治 定理 , 当 hh 一 0+ 时 , 数 c 就 被 来 在 a 和 a 十 h 之 间 , 故 当 hh 一 0+ 
时 有 c 一 a+. 我 们 现在 看 到 
h)— f(a 
MO 
同 理 得 左 极限 , 只 是 我 们 要 使 用 及 代替 及 : 
mw +t fo) 

万 全 0- h 
左 极限 和 右 极限 都 等 于 工 , 因此 , 我 们 证 明了 f' (a) 存在 且 它 也 等 于 工 . 
A.6.11 洛 必 达 法 则 的 证 明 

我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 ( 见 第 14 章 ). 确切 地 说 , 假设 我 们 有 两 个 函数 f 和 9， 
它们 在 某 个 包含 点 a 的 区 间 上 可 导 (但 或 许 不 在 a 本身 ), 且 f(a) = g(a) = 0; 此 
外 , 除了 可 能 在 a 处 , g' (x) 关 0. 那么 , 我 们 需要 证 明 

lim Tg) = lim J 


= lim fs(c)= lim fs(c)=L. 
h=0- C 一 Q 一 


za g(7) zag(D) 
假设 右边 的 极限 存在 . 我 们 需要 一 个 形式 略 有 不 同 的 中 值 定 理 , 它 被 称 为 柯 西 中 值 
定理 : 如 果 f 和 g 在 [4，B] 上 连续 , 在 (4, B) 内 可 导 , 且 在 (4, B) 上 9 (z) 和 0， 
那么 , 在 (4,，B) 内 存在 某 个 C 使 得 

fC) _ 1(B) -1(4) 

g(C) g(B)-—g(A) 
我 们 首先 来 证 明 它 , 然后 用 它 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 顺便 提 一 句 , 请 注意 , 如 果 对 于 所 
有 的 x 有 g(z)=x, 那么 g(x) = 1, 并且 上 述 方程 变 为 

fF(C) = | ey 
这 正好 是 常规 的 中 值 定理 ! 尽管 如 此 , 它 对 我 们 没有 太 多 帮助 . 让 我 们 回 到 原始 
方程 中 去 看 看 右边 的 分 母 吧 , 即 g(B) - g (4)， 这 不 可 能 等 于 0; 要 是 那样 的 话 ， 
则 9(B) = g (4), 这 表示 根据 罗 尔 定理 ( 见 11.2 节 ), 对 于 在 (4, B) 内 的 某 个 C， 
g (C) = 0. 因此 , 右边 有 意义 . 现在 , 我 们 定义 一 个 新 的 函数 h: 

f(B)— f(4) 
n=) (BD) 0 

对 于 在 (4, B) 内 的 所 有 的 z 成 立 . (将 这 个 函数 与 A.6.8 节 中 的 常规 中 值 定理 的 
证 明 中 的 函数 9 做 比较 . ) 不 管 怎样 , 我 们 来 写 出 有 关 这 个 函数 的 某 些 事实 吧 . 首 
先 , 计算 (4) 入 (B). 我 们 有 


》 
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_ f(A)g(B) ~ f(A)g(A) HB)ogC) + f(A)9(A) 
pe 
_ f(A)g(B) ~ (8)g() 
BA 
而 
f(B) — f(A) 
h(B) = f(B) (六 一 ) g(B) 
_ f(B)g(B) ~ 7(B)gC — f(B)g(B) + f(A)9(B) 
g(B) — g(a) 
_ f(A)g(B) ~ 1(B)9(®) 
A a 
故 (4) =h(B). 此 外 , 注意 hh 是 可 导 的 , 并 且 由 于 4 和 B 都 是 常数 , 我 们 有 
i et a 
0 (rs 一 多 ) 


9 
g 
于 及 (4A) = 六 (有 B), 我 们 可 以 使 用 罗 尔 定理 来 推出 结论 : 在 (4，B) 内 存在 一 个 数 
C, 使 得 jv (0) = 0. 这 意味 着 
/ / B)— A / 

W(C) = 7(O) (8) 0 -0 
如 果 你 重新 整理 这 个 方程 , 就 会 得 到 我 们 想 要 的 结果 

f°(C) _ f(B)-— {1(4) 

9(C) 9(B)-g(A) 
现在 , 我 们 来 证 明 洛 必 达 法 则 . 由 于 f (a) = g(a) = 0, 我 们 有 
Wt ie 0) 


2 go) os g(a) = g(a) 
如 果 z > a 那么 在 区 间 [a, zj 上, 我 们 可 以 使 用 柯 西 中 值 定理 (就 是 我 们 刚刚 证 明 
的 ) 来 说 明 


lim 2 = lim J = lim f (0) 
Fag9(7) za g(2)— g(a) za g'(c) 
对 于 在 (a, z) 内 的 某 个 e 成立. 否则 , 如 果 x < a, 那么 我 们 会 有 相同 的 结果 , 只 是 
c 在 (x, a) 中 . (注意 , 我 们 使 用 的 事实 是 , 除了 可 能 在 外 , 9 不 为 0; 这 是 柯 西 中 
值 定理 的 一 个 条 件 . ) 当然 , 数 c 依赖 于 z 的 值 ; 而 我 们 看 到 , 当 z 一 a 时 , 也 会 有 
c 一 a. 因此 , 我 们 有 


lim f(z) = lim ye im f (©) 
za g(7x) ra g'(c ca g’'(c) 


所 剩 的 工作 就 是 将 c 看 成 虚拟 变量 并 将 它 改 为 x, 这 样 , 我 们 就 完成 了 洛 必 达 法 则 
的 证 明 . 


i 
"(©) 
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咖 , 其 实证 明 不 算 完 整 . 我 们 还 没有 证 明 co/ee 的 情况 , 也 没有 证 明 > 一 co 
(或 -co) 时 的 情况 . 如 果 你 敢于 挑战 , 就 请 尝试 将 上 述 证 明 应 用 到 这 些 情况 中 吧 ， 
这 是 一 个 极 棒 的 练习 . 


A.7 泰勒 近似 定理 的 证 明 


现在 , 我 们 来 看 看 如 何 证 明 24.1.3 节 中 的 泰勒 近似 定理 吧 . 该 定理 说 的 是 : 如 
果 f 在 z=a 处 是 光滑 的 , 那么 , 在 所 有 次 或 N 次 以 下 的 多 项 式 中 , 对 于 在 a 


附近 的 zx 的 (zx) 的 最 佳 近似 就 是 N 阶 泰勒 多 项 式 Py 它 由 下 式 给 出 : 
f" (a) 


Pn(z)= f(W) + FW) 0) +a a)? 
(3) (0 pW) (0 
二 人 a)3 十 … ， ) (2 a)™. 


我 们 的 计划 是 , 证 明 该 定理 是 如 何 从 24.1.4 节 的 完整 泰勒 定理 中 推导 出 来 的 . 我 省 
略 了 完整 泰勒 定理 的 证 明 , 因为 从 大 多 数 教科 书 或 在 搜索 引擎 上 输入 “泰勒 定理 的 
证 明 ” 能 找到 . 你 不 容易 找到 的 是 这 个 近似 定理 的 证 明 , 因此 我 们 就 来 看 看 它 吧 . 
首先 , 让 我 们 设 a = 0 来 简化 这 个 问题 . 由 于 我 们 假设 完整 泰勒 定理 已 经 被 证 
明了 , 因此 可 知 f (xz) = Pw (x) 十 RN (2z), 其 中 


和) 
0 


是 一 个 NN 次 多 项 式 , 也 知 


其 中 ce 介 于 0 和 z 之 间 . (请 记 住 ， 我 们 设 了 a = 0, 因此 , 形 如 (x 一 a)” 的 因子 就 
变 为 x", 形 如 f(" (a) 的 量 就 变 为 1 (0). ) 我 们 想 要 证 明 的 就 是 : 
在 所 有 N 次 或 N 尖 交 下 的 多 项 式 中 , Py 是 在 0 附近 了 的 最 佳 近似 . 

到 底 如 何 证 明 类 似 的 陈述 呢 ? 上 下 文中 的 “最 佳 ” 又 意味 着 什么 呢 ? 求解 技巧 是 , 另 
外 选取 一 个 次 数 不 超 过 N 的 多 项 式 , 我 们 称 之 为 8. 由 于 Q 不 同 于 Pw, 所 以 @ 
至 少 有 一 个 系数 不 同 于 Py 中 的 相应 系数 . 我 们 想 要 证 明 Py(x) 比 Q(z) 更 接近 
f(z), 至 少 当 z 接近 0 时 如 此 . 为 了 看 到 这 两 个 量 有 多 么 接近 , 你 需 查 看 一 下 这 两 
个 量 的 差 . 因此 , 我 们 真正 想 要 证 明 的 就 是 不 等 式 |f(x) - PN(z)| < |f(z) -QQ(z) 
此 时 取 z 接近 0. 如 果 这 是 正确 的 , 那么 就 可 以 推出 结论 一 PN (x) 确实 比 Q(z) 
更 接近 理想 值 f (x). 

为 了 得 到 这 个 不 等 式 , 我 们 来 分 别 看 看 两 边 的 情况 . 左边 是 ) 一 Pn(7z) 的 
绝对 值 , 这 实际 上 就 是 余 项 Rv. 我 们 已 经 有 一 个 RN 的 表达 式 , 它 包 括 三 个 因子 ， 
即 fAN+D (Ce)、zN+1 及 1/ (N 十 1)!. 我 们 知道 ec 介 于 0 和 z 之 间 , 当 z 一 0 时 , 根 
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据 三 明治 定理 一 定 有 c 一 0. 由 于 我 们 假定 f 非常 光滑 , 函数 fN+D 是 连续 的 . 因 
此 , 当 zz 一 0 时 有 ec 一 0, 故 得 出 fANTD (c) ~ AN+D (0). 将 这 三 个 因子 写 在 一 起 
并 取 绝 对 值 , 我 们 有 

FE (0) N+1 |f N+D(0) zlN+ 


(0) - Py lo)| = Rv) = | i 


其 中 x 一 0. 事实 上 , 我 们 可 以 令 C = f(N+D (0)/ (N +1)!, 要 注意 C 只 是 某 个 不 
依赖 于 z 的 常数 . 因此 , 我 们 有 
|f(z)— PNy(z)| ~ |Cllz| M+! 当 xz 一 0 时. 
这 太 棒 了 . 现在 , 我 们 来 看 看 要 证 明 的 不 等 式 的 右边 . 这 个 量 是 |f (x) -Q(z)|. 我 
们 写 出 f(x) = Pw (7x) 十 RN (7z), 从 而 
f(7) — Q(z)| = PN(z) + RN(x) — Q(z7)| = |S5(7) + RN(7)|, 
其 中 , 我 们 通过 设 5 (x) = Pn (zj -Q(z) 将 Py (xz) 和 Q(x) 放 在 一 起 . 让 我 们 来 
好 好 看 看 S$. 它 是 两 个 次 数 不 超 过 N 的 不 同 多 项 式 的 差 . 因此 , S 是 一 个 次 数 小 
于 或 等 于 NN 的 多 项 式 , 但 它 不 是 零 多 项 式 . 我 们 假设 , 如 果 用 x 的 窜 来 写 5 (z)， 
它 就 好 像 S(z) = amz™ 十 … ,其 中 amzm 是 最 低 次 数 项 . 数 m 必然 介 于 0 和 
之 间 , 因为 S 的 次 数 小 于 或 等 于 N， 我 们 知道 8 的 行为 很 像 它 的 最 低 次 数 项 的 
行为 ( 见 21.4.1 节 )， 即 , 当 x 一 0 时 , 5 (zx) ~ amzm， 另 一 方面 , 我 们 需要 看 看 
5 (z) 十 RN (7X), 因为 这 是 我 们 想 要 的 不 等 式 的 右边 . 我 们 已 经 看 到 了 , 当 z 一 0 时 
RN (z) ~ CzNt1, 故 5 (zx) 十 RN (z) 中 的 最 低 次 数 项 的 行为 仍 会 像 amzm 一 样 (请 
记 住 , m < NN, 故 zm 是 一 个 次 数 低 于 zx+l 的 项 ). 综述 , 我 们 有 
[f(x) — Q(z)| = 15(z) + Ry(Z)| ~ lamllz™|， 当 z= 0 时 . 
太 棒 了 ! 我 们 想 要 证 明 不 等 式 
[f(x) — PN(2)| < |f(z) — Q(z)| 
当 xz 接近 0 时 是 成 立 的 . 我 们 知道 , 当 x 忆 0 时 , |f (x) 一 Pn (z)| ~ |C||z 由 下凡 
f(z) 一 Q(z)~|am||zl”. 由 于 m<N+1( 及 |O| 与 lam| 都 是 常数 ), 易 知 当 z 很 
小 时 , |C||z| 六 1 比 |am||z|” 小 得 多 . 事实 上 , 这 两 个 量 的 比率 是 
ICllzl>” 
lamllz|™ 
其 中 Ci = 1C| /lam| 只 是 另 一 个 常数 . 当 x 0 时 , 右边 的 量 趋 于 0. 因此 , 当 > 接 
近 0 时 , 以 上 不 等 式 实 际 上 是 成 立 的 . 最 终 我 们 完成 了 泰勒 近似 定理 的 证 明 ! 
事实 上 , 有 一 点 我 们 没有 考虑 : 假设 a = 0. 为 了 由 此 推出 一 般 情 况 , 你 只 需 在 上 
述 证 明 过 程 中 每 一 处 都 用 被 平移 的 量 (x - a) 替换 量 x. 你 只 需要 注意 , (z a) 一 0 
和 x 一 a 是 同一 个 意思 . 我 把 证 明细 节 留 给 你 来 完成 ,如 果 你 能 通过 上 述 证 明 做 
纪 ” 到 这 点 , 那 你 就 太 棒 了 . 
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附录 B 估算 积分 


看 到 定 积 分 时 , 我 们 习惯 于 通过 反 导 数 以 及 微 积 分 第 二 基本 定理 来 给 出 一 个 而 
切 的 答案 . 可 实际 上 , 求解 一 个 有 用 的 反 导 数 可 能 会 很 困难 或 者 根本 不 可 能 . 有 时 
候 , 最 好 的 选择 是 求 出 一 个 积分 值 的 近似 . 因此 , 我 们 将 讨论 估算 定 积分 的 三 种 技 
巧 , 以 下 就 是 最 后 这 个 附录 的 内 容 : 

。 使 用 条 纹 、 梯 形 法 则 及 辛普森 法 则 估算 定 积分 ; 

。 估算 上 述 近似 中 的 误差 . 


B.1 使 用 条 纹 估算 积分 
以 下 是 一 个 完全 合理 的 定 积分 : 


2 
2 
h e ® dz. 
0 


它 相当 于 由 x 轴 、 曲 线 y = e-* 以 及 直线 x =0 与 x = 2 所 围 成 区 域 的 面积 , 如 
图 B-1 所 示 . 


图 B-1 
求 这 样 的 区 域 面积 或 许 看 起 来 偏 于 技术 性 , 但 它 有 非常 大 的 实际 意义 . 上 述 曲 
线 通 常 被 认为 是 钟 形 曲线 ,” 而 且 它 是 概率 论 学 习 的 基础 因此 , 特别 烦 扰 的 是 , 没 
有 简单 的 好 方法 来 写 出 反 导 数 


2 
e 7 dzx. 


实际 上 , 你 可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 把 这 个 积分 写成 一 个 无 穷 级 数 , 但 这 也 不 是 简单 
的 好 方法 . 当前 的 严峻 现实 是 , 无 法 将 本 节 最 开始 的 那个 定 积分 的 确切 值 以 简洁 的 
方式 写 出 来 . (在 16.5.1 节 中 , 我 们 已 经 讨论 了 这 一 点 . ) 

男 一 方面 , 我 们 可 以 使 用 黎 曼 积分 的 定义 求 出 这 个 积分 的 近似 值 , 即 一 个 估算 . 
实际 上 , 在 16.2 节 , 我 们 讨论 了 划分 、 区 间 以 及 黎 曼 和 . 由 于 积分 是 黎 曼 和 的 极限 ， 


@ 技术 上 说 , 钟 形 曲线 (或 正 态 分 布 ) 实际 上 是 由 方程 y = e-”/2/Vaz 给 出 的 . 
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不 取 极 限 , 我 们 就 可 以 得 到 一 个 近似 . 因此 , 为 了 估算 积分 
b 


| Fe 


a 


可 以 将 区 间 [a, 9] 做 一 个 形 如 
QQ 一 Z0<XZ1< .<zZn <2n 一 0 

的 划分 , 然后 在 [zo，zi] 中 选取 一 点 ct 在 [zi，za] 中 选取 一 点 c2, 以 此 类 推 直 到 

在 [zw 1，zn] 中 选取 一 点 cn. 那 时 , 就 可 以 写 出 


b n 
| te DN) 


这 就 是 说 , 积分 近似 等 于 它 的 一 个 歼 曼 和 . 

所 有 这 一 切 看 起 来 都 很 抽象 . 我 们 来 看 看 它 在 上 例 中 是 如 何 起 作用 的 吧 . 我 们 
要 从 0 到 2 积分 , 因此 需要 区 间 [0, 2] 上 的 一 个 划分 . 该 区 间 上 最 简单 的 划分 就 是 
这 个 区 间 [0, 3], 这 相当 于 选择 n= 1、zo = 0 及 xz1 = 2. 我 们 只 需要 在 [0, 2] 内 选 
取 cl. 求 出 的 近似 很 大 程度 上 依赖 于 这 个 选取 ! 例如 , 如 果 选 取 cl = 0、c1=1 或 
cl = 2, 那么 近似 就 会 分 别 对 应 图 B-2 所 示 区 域 的 面积 . 


1 1 1 
-2 -1 0 1 2-2 -1 0 2-2 -1 0 “1 2 


图 B-2 


很 明显 , 第 一 个 估算 过 高 了 , 而 第 三 个 则 估算 过 低 了 . 中 间 的 那个 不 算 太 糖 , 但 
它 仍 不 完美 . 为 了 计算 这 三 个 估算 值 , 我 们 使 用 公式 


2 n 
| ez dz 入 >》 (cj)(zi 一 2 和 1). 
0 j=1 
我 们 用 1 替换 n, e-9 和 蔡 换  (c1), 0 替换 zo, 并 用 2 蔡 换 zi, 得 到 
2 


er dz et(2— 0) = 26-c1. 


I 


当 c1 是 0、1 或 2 时， 这 些 值 分 别 是 2、2/e 0.736 及 2/e4 = 0.037. 正如 你 看 到 
的 , 这 三 个 估算 有 很 大 的 差别 ! 

现在 我 们 来 看 看 , 使 用 更 多 的 条 纹 是 否 可 以 做 得 更 好 . 假设 我 们 取 了 [0, 2] 上 
的 一 个 五 条 划分 


4 
因此 , n= 5, zo = 0, zi 3, LY2 1, zs 4, La 3, zs5 2. 假设 我 们 选取 的 数 cj 
是 每 一 个 小 区 间 的 左 端 点 , 这 就 表示 c1 = 0, c2 = c3 二 1, cg 一 中 cs 一 中 将 这 些 
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数 代入 上 述 近 似 公式 中 , 可 得 
2 


| edzs ,fc)(z; — zi1) 
0 


_ 0 1 _(1/2)? 1 和 5 
e (3 0) +e 1 5 He 了 1 


-(5/02 (3 
十 e G3 


如 果 你 喜欢 , 可 以 再 做 一 些 简化 , 或 


四 位 的 结果 1.0865. 现在 , 你 的 任务 是 , 求 使 月 


点 时 的 估算 值 . 
均匀 划分 


5 


3) + 


者 使 用 计算 器 或 计算 机 得 出 其 近似 到 小 数 点 后 


每 一 个 小 区 间 的 右 端 点 而 不 是 左 端 


取 均 匀 划 分 总 会 是 很 方便 的 . 这 表示 , 每 一 个 小 区 间 都 有 相同 的 宽度 , 并 且 要 


计算 出 其 宽度 也 不 是 很 难 的 事情 . 如 果 积 多 
因此 如 果 将 该 区 间 n 等 分 , 那么 每 一 个 小 区 间 的 长 度 是 (5 一 a) /n 单位 . 我 们 称 这 


区 间 是 [a, 09], 那么 其 长 度 是 5 一 a 单位 ， 


个 量 为 hh 故 及 二 (6 一) /n. 此 外 , 出 现在 黎 曼 和 定义 中 的 表达 式 (zj ~ zj_1) 正 是 
第 j 个 条 纹 的 宽度 , 因此 它 正 是 h. 我 们 的 表达 式 


Nn 


>》 je)(z — zi-1) 


j=1 


可 以 简化 为 


hx 2 je) 


你 仍然 需要 选取 数 ci, 但 这 一 次 就 简单 多 了 . 例如 , 我 们 使 用 10 个 等 宽 的 条 纹 来 


估算 积分 


每 一 条 的 宽度 是 有 = (2 一 0)/10, 即 


2 
2 
| e dz 
0 


1/5, 而 且 


》 


n= 二 10. 因此 , 我 们 有 


2 n 10 

2 1 2 

e 7 dz 寺 hx 小 一 二 e 一 57 . 
| L > jcj) 5 2 


j=1 


这 些 区 间 的 宽度 都 是 1/5, 因此 从 0 
和 


6 


台 , 我 们 看 到 了 如 下 的 划分 : 


7 8 9 


4 
0<-<—-<-<-<1l1<-<-<-<-<2. 
5 5 5 


5 


5 


5 5 5 


如 果 我 们 令 cj 为 每 一 个 小 区 间 的 右 端点 , 那么 就 有 ci = ,cz = ,以 此 类 推 直到 
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clo = 2. 我 们 将 这 些 数 代 入 上 述 公 式 中 , 得 到 


2 
| ez dz (ee 二 er-C/52 | ... | e-(9/5)? +e-2 | 
0 


在 这 个 和 中 有 10 项 . 由 于 函数 f 在 0 和 2 之 间 是 递减 的 , 而 且 我 们 使 用 了 每 一 条 
的 右 端点 , 因而 以 上 就 是 估算 过 低 的 情况 . (你 知道 为 什么 吗 ? ) 不 管 怎样 , 你 可 以 
使 用 计算 器 或 计算 机 来 求 上 面 的 和 , 大 约 是 0.783 670( 近 似 到 小 数 点 后 六 位 ). 

如 果 使 用 每 一 个 小 区 间 的 中 点 , 而 不 是 左 端点 或 右 端点 , 情况 又 会 怎样 呢 ? 我 
们 知道 , [0, 直 ] 的 中 点 是 而 , [， 引 的 中 点 是 若 , 以 此 类 推 . 因此 , 另 一 个 可 能 的 
近似 是 


2 
二 (0-0/0 十 er + + e070 + 7 (10/10). 
0 


这 大 约 是 0.882 202. 


B.2 梯形 法 则 


涉及 选取 数 cj 的 问题 是 很 困难 的 . 大 多 数 情况 下 , 人 们 或 者 选择 左 端 点 或 者 
选择 右 端点 , 中 点 也 是 个 常见 的 (并 且 合 理 的 ) 选择 . 这 里 还 有 一 种 估算 积分 的 方 
法 , 它 不 需要 选择 (当然 是 在 你 决定 使 用 这 种 方法 的 时 候 !) 但 会 给 出 更 好 的 估算 . 
它 被 称 作 梯形 法 则 . 

其 基本 思想 非常 简单 : 我 们 允许 条 纹 的 上 边 不 平行 于 底 边 . 每 一 条 纹 的 上 边 都 
是 连接 曲线 y = f (x) 上 的 两 个 相应 点 的 线段 . 图 B-3 就 是 说 明 这 两 种 方法 间 区 别 
的 图 像 . 


图 B-3 


让 我 们 来 好 好 看 看 其 中 的 一 条 新 条 纹 , 如 图 B-4 所 示 . 


于 有 两 条 边 是 平行 的 , 故 该 条 纹 是 一 个 梯形 . 底 边 长 是 (zj - zj_1) 单位 , 而 
平行 的 边 的 高 度 为 f(x;_1) 单位 和 f(z;) 单位 . 根据 梯形 面积 公式 , 这 个 梯形 条 纹 
的 面积 是 #(f (zj_1) 十 f(z))) (zj 一 zj) 平方 单位 如 果 我 们 确保 划分 都 是 均匀 
的 , 那么 如 同上 一 节 , 可 知 zj -zj_1 就 是 (5 一 a) /n. 这 恰好 就 是 条 纹 的 宽度 ( 单 
位 ), 我 们 称 之 为 h, 因此 , 一 个 条 纹 的 面积 变 为 


h 
3 (f(z3-1) + f(x;)) 


B.2 梯形 法 则 633 


平方 单位 . 余下 的 工作 就 是 把 所 有 的 梯形 条 纹 面 积 都 加 在 一 起 . 我 们 可 以 只 将 一 个 
2 符号 放 在 以 上 量 的 外 面 ， J I h/2, 即 


We f(z (f (zj;-1) + f(2;)). 


事实 上 ， 我 们 可 以 把 这 个 表达 式 再 简化 一 -此 你 :看 , 除了 最 左边 和 最 右边 的 条 纹 , 其 
他 的 相 邻 条 纹 都 共用 一 条 边 , 如 图 B-5 所 示 . 


图 B-4 图 B-5 


意味 着 , 我 们 可 以 将 很 多 项 合并 . 特别 地 , 除了 zo 和 zn 之 外 , 形 如 f(x;) 
的 每 一 i 用 到 两 次 . 例如 n= 4 时 , 我 们 有 


| rm f(z f(zo) + fz)) + (fT) + f(z2)) + f(z2) + f (23)) + (f(r3) + f(x4))). 


因此 , 我 们 可 以 将 和 式 中 除 第 一 项 和 最 后 一 项 外 的 所 有 项 合并 , 得 到 


b 

| tae EGCe0) + 2 (en) + 2f(es) + 21(0s) + Feo) 

同样 的 技巧 适用 于 一 般 情况 , 因此 有 

梯形 法 则 : 如 果 zo <zi<…<zs 是 [a, |] 上 的 均匀 划分 , 是 h = (6-a)/n 
是 条 宽 , 那么 


fof(z)dr ~ (f(z0) + 2f(21) + 2f(22) + +** +2f (2n-2) + 2f (zn-1) + f(zn)). 


让 我 们 应 用 它 来 求 下 面积 分 的 近似 值 : 


2 

edz. 

0 
我 们 取 n= 5. 由 于 [0, 2] 的 长 度 为 2 单位 , 从 而 每 一 条 的 宽度 为 h = 3 单位 , 且 划 
分 是 


人 2 2 
加 下 
根据 梯形 法 则 , 我 们 有 
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2 
| -2 dz ~ (e™” 十 26-(2/52 4 26—(4/5)? 十 26-(6/52 4 2e—(8/5)? 十 e?) . 
0 


如 果 你 愿意 , 也 可 以 将 右边 简化 为 

1 (1 十 2e-4/25 十 2e-16/25 | 2e-36/25 | 9e—64/25 十 e-4) . 
你 可 以 使 用 计算 器 或 计算 机 来 计算 , 结果 近似 到 小 数 点 后 六 位 是 0.881131. 这 比 我 
们 在 B.1 节 结 尾部 分 求 出 的 估算 1.0865 略 小 一 点 , 但 它 很 接近 B.1.1 节 结 尾部 分 
的 估算 0.882 202. 


B.3 ”辛普森 法 则 


为 什么 要 止步 于 梯形 法 则 呢 ? 梯形 仍然 有 一 个 第 措 的 线形 上 边 . 在 条 纹 的 上 边 
使 用 曲线 而 不 是 线段 ,我 们 可 以 做 得 更 好 . 以 下 就 是 操作 细节 . 首先 , 我 们 来 看 看 相 
邻 的 两 个 条 纹 , 不 用 线段 连接 上 边 , 而 是 用 一 
个 二 次 曲线 , 如 图 B-6 所 示 . 

正如 我 们 将 在 B.3.1 节 中 看 到 的 , 阴影 
分 的 面积 是 

(Fao) + 4f (1) + f(z2) 

平方 单位 ,其 中 我 们 又 设 了 = (5 一 a)/n. 
现在 , 如 果 对 每 一 对 条 纹 重复 这 个 操作 , 再 将 
所 有 的 面积 相 加 , 就 会 得 到 近似 ， 如 同 梯形 
法 则 的 情况 , 相 邻 的 两 个 条 纹 共用 一 条 边 , 因 
此 会 有 一 些 量 被 重复 一 次 ， 例 如 , 如 果 有 四 
个 条 纹 , 那么 面积 和 将 是 


(teo) 44) + Fea) + (ea) + 4f (23) + ea) 
我 们 把 形 如 f(zz) 的 两 项 合并 起 来 变 为 37 (za), 因此 面积 和 是 
Q(zo) + 4f(21) + 2f(22) + 4f(23) + f(z0)). 
如 果 有 更 多 的 条 纹 依然 会 有 相同 样式 的 结果 . 如 果 7 是 偶数 ,7 (zj) 的 系数 等 于 2 
如 果 了 是 奇数 ,f(zj) 的 系数 等 于 4 一 了 (zo) 和 了 (zw) 除外 , 它们 的 系数 都 是 1 
总 之 ,我 们 有 ; 
广 普 森 法 区; 如果/ 是 偶数 W < zi < .< zw 是 区 本 上 的 均匀 划分 
且 久 =(b 一 a)/n 是 条 宽 , 那么 

Ff)dz $CF (20)+4f (21) +27 (22) +4f (23) + +2 (en-2) +4f (on-1)+f (on) 


我 们 拿 它 和 上 一 市 的 梯形 法 则 比较 一 下 . 代替 形 如 1，2，2,.…,， 2, 2, 1 的 系数 , 这 


— 
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一 次 系数 形 如 1 4 2, 4 2 ...，2, 4 2, 4, 1. 还 要 注意 的 是 , 前 面 分 母 中 的 常数 为 


| 


3 而 不 是 2. 个 
点 用 举 普 森 法 则 很 容易 . 我 们 回 到 原来 的 那个 例子 中 : 
2 


| ez dz, 


0 
并 应 用 辛普森 法 则 , 其 中 ”= 8. (我 们 不 能 用 n= 5, 因为 n 必须 为 偶数 才能 使 用 


辛普森 法 则 . ) 每 一 条 的 宽度 为 h = (2 一 0) /8 单位 , 即 , 因此 划分 为 
a 
4 2 4 和 2 过 
根据 以 上 公式 , 我 们 有 


2 
| eT dr ee + 4e-(1/D)” 4 9e-(1/2) 4 4e-(3/9)” 90- 
0 


十 4e-G/ + 2e-(3/2)° 十 4e-00 + e-2). 
使 用 计算 器 , 这 大 约 是 0.882 066, 这 十 分 接近 我 们 在 上 一 节 的 估算 . 确切 地 说 , 使 用 
梯形 法 则 时 (其 中 ”= 5), 我 们 得 到 估算 0.881 131. 为 了 准确 起 见 , 我 使 用 了 计算 机 
程序 , 得 积分 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 是 0.882 081. 因此 , 辛普森 法 则 (n = 8) 
比 梯形 法 则 (n = 5) 更 好 . 当然 , 更 公平 的 比较 需 在 两 种 情况 下 都 使 用 n = 8; 希望 i 
你 来 重复 这 种 情况 下 的 梯形 法 则 的 计算 , 并 和 刚才 相应 的 辛普森 法 则 的 估算 结果 进 “” 纪 ” 
行 比较 . 
辛普森 法 则 的 证 明 
让 我 们 将 图 像 平移 , 以 便 中 线 位 于 y 轴 ， 
如 图 B-7 所 示 . 
可 以 看 到 , 平移 的 结果 将 划分 端点 的 z 

坐标 移 到 了 -六 、0 和 h. 不 再 使 用 f(x0)、 P 
f(z1) 和 f(x2), 我 们 只 分 别 写 出 P、Q@ 和 
RR， 上 边 的 点 由 某 二 次 曲线 连接 , 但 我 们 不 
知道 它 是 什么 . 好 吧 , 我 们 就 称 它 为 9 并 假 
设 g(z) = 4z2 + Bz + C， 我 们 知道 已 = 
9g (有 )、Q@ 一 g(0) 及 R=g(h), 这 表示 

P= A(-h)?+B(-h)+o, 

@=4(0) + B(0)+OC, 

R= Ah?+ Bh+C. 
中 间 那 个 方程 就 是 C = 8, 那么 重新 整理 其 他 两 个 方程 , 会 看 到 4 = (P+R-28)/ 
(272). (我 们 不 需要 知道 B 是 什么 0) 现在 , 所 求 阴 影 部 分 的 面积 简化 后 就 是 
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3 
= +2ch 


态 h 
| (4z2 + Bz + CO)dz = ($e 十 3 十 cz) 
hh 3 2 =h 
平方 单位 . 从 上 述 公式 中 代 换 4 和 C 的 值 , 表达 式 可 简化 为 
P+R-20 
”7 


-2Qh = 2(P+4@+ 同 ， 


< 
而 


在 ， 我 们 所 要 做 的 就 是 将 它 平移 至 更 一 般 的 位 置 (不 影响 其 面积 ) 并 用 函数 值 


j (zo)、F (zi) 和 f(z2) 分 别 奉 换 P、Q 和 RR, 来 获得 上 一 节 开 始 部 分 的 原型 公式 . 


B.4 近似 的 误差 


做 近似 (或 估算 , 如 果 你 更 喜欢 这 个 词 ) 的 意义 就 是 求 接近 于 你 要 找 的 真实 量 


的 结果 . 如 果 你 真 的 能 够 确切 地 回答 这 个 问题 , 你 就 应 该 去 做 , 但 有 些 时 


Be 


医 这 太 难 


了 . 因此 , 近似 至 少 可 以 给 你 提供 接近 于 真实 值 的 一 个 数 . 正如 我 们 多 次 看 到 的 , 特 


别 是 当 我 们 讨论 线性 化 以 及 泰勒 级 数 的 时 候 ( 见 13.2 贡 及 25.3 节 ), 还 有 


的 问题 : 近似 有 多 好 呢 ? 你 的 近似 是 至 少 接近 真实 值 , 还 是 在 四 周 打转 呢 ? 
为 了 将 这 个 问题 量化 , 我 们 再 来 看 看 近似 中 的 误差 , 它 就 是 真实 量 和 近似 之 间 


的 差 . 因此 , 假设 我 们 使 用 上 述 技巧 中 的 一 个 
辛普森 法 则 一 一 来 近似 积分 /3 f (x) qz. 我们 会 得 到 


[0 


| 误差 | = 


号 
人 二 人 


其 中 4 是 近似 值 . 误差 的 绝对 值 是 


| f(x)dz — 4 


事实 表明 , 通过 /的 导数 (如 果 它 们 存在 )， ee 差 大 小 有 些 了 解 . 
青 况 下 , 我 们 可 以 设 Mi 是 | (z)| 在 [a, 9 上 的 最 大 值 . 类 似 地 , 设 Ms 是 |f” (zz)| 
在 [a, 中 上 的 最 大 值 , 最 后 设 Ma 是 |f9 (zx)| 在 [a, 9 上 的 最 大 值 . 那么 


A 


以 证 明 下 列 误差 的 范围 , 这 取决 于 所 使 用 的 方法 : 


对 于 均匀 划分 的 条 纹 ， “| 误差 | < 3M 人 
对 于 梯形 法 则 ， | 误差 | < 本 pb 
对 于 辛普森 法 则 ， | 误差 | < eA — a)ht. 


个 重要 


法 则 或 


在 那 种 


, 我 们 可 


如 往常 一 样 , 这 里 的 h 是 条 纹 宽度 (5 一 a) /n. 尽管 上 述 公 式 都 很 相似 , 但 是 它们 还 
是 有 所 不 同 的 . 首先 , 前 面 的 系数 不 一 样 . 其 次 , 所 涉及 的 导数 不 同 : 对 于 条 纹 , 出 


现 的 是 一 阶 导 (Mi 的 形式 ); 对 于 梯形 法 则 , 出 现 的 是 二 阶 导 ; 而 对 于 


斑 普 森 法 则 ， 
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则 是 四 阶 导 . 然而 , 最 显著 的 区 别 是 h 的 次 数 . 这 显示 了 条 纹 宽度 变 小 时 , 误差 减 

少 的 程度 , 这 当然 发 生 在 你 取 了 很 多 条 纹 的 时 候 . 当 h 变 小 时 , hh4 会 比 太 或 hh 更 

快 变 小 , 因此 , 当 使 用 很 多 条 纹 时 , 举 普 森 法 则 与 其 他 方法 相 较 更 胜 一 筹 . 

B.4.1 ”估算 误差 的 例子 
我 们 来 看 看 这 个 附录 中 早早 出 现 的 例子 


| eT dz 
0 


中 误差 结果 的 情况 , 首先 , 我 们 设 f(z) = e-” , 然后 计算 

f(x) = —2re-®, f(z)= (4r2— 2)e-®, ja(z) = -4z(2z2 — 3)e-®, 

fH (1) = 4(4z4 — 12z2 + 3)e-®. 

首先 , 我 们 来 求 M1， 这 表示 , 我 们 需要 求 出 |f' (zx)| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 , 它 实 际 
上 是 -了 (xz). 由 于 二 阶 导 f(z) 在 x=1/V2 时 为 0, 并 且 在 那里 其 符号 由 负 变 为 
正 , 故 在 1/V3 处 f(z) 有 一 个 局 部 最 小 值 . 这 意味 着 , f(x) 在 [0, 2] 上 的 最 小 值 
是 -V2e-1/2, 因此 , |f'(z)| 的 最 大 值 是 V2e-12. 即 Mi = V2e-1/2. 

现在 , 我 们 可 以 回 到 B.1.1 节 的 积分 估算 中 了 . 那里 , 我 们 使 用 了 10 个 均匀 划 
分 的 条 纹 来 估算 积分 . 由 于 a = 0, 5= 2, h = (2 一 0)/10= ,故我 们 有 

1 


| 使 用 10 个 均匀 划分 的 条 纹 的 误差 | < 4Mi(6 一)h = 上 x Ve (2 一 0)3 
二 
一 ee . 和 


这 大 约 是 0.171 553. 注意 , 不 管 你 使 用 左 端点 、 右 端点 或 中 间 的 某 个 点 作为 cw, 都 
不 要 紧 . (在 B.1.1 节 , 我 们 使 用 了 右 端点 和 中 点 来 求 两 个 不 同 的 估算 , 它们 都 精 矶 
到 大 概 土 0.171 553.) 

我 们 再 来 看 看 梯形 法 则 . 在 B.2 节 , 我 们 使 用 了 5 个 宽度 为 h = 2/5 的 梯形 来 
估算 积分 ( 故 n= 5). 为 了 查看 误差 会 有 多 大 , 我 们 需要 在 [0, 2] 上 最 大 化 |f” (zx)| 
来 求 Mo. 为 此 , 回头 看 看 上 述 公 式 中 的 3 (z) 和 Fa) (zx). 3)(z) 在 [0, 2] 上 的 
零点 在 z= 0 和 z= V3/2, 因此 , 这 些 点 就 是 f2) (z) 的 临界 点 . (请 记 住 , 三 阶 导 
是 二 阶 导 的 导数 ) 因此 , 我 们 可 以 检验 1”(0) 和 "(V3/2) 的 值 , 还 有 在 另 一 个 端 
点 2 上 的 产 (2) 的 值 . 我 们 求 出 17 (0) = -2, j(V3/12) = 4e-3/2, f" (2) = 14e-4. 
它们 绝对 值 当中 的 最 大 值 是 J” (0). 这 意味 着 Ma = 2. 现在 , 我 们 可 以 估算 误差 了 
( 记 住 hh = 2/5): 


使 用 5 个 梯形 的 误差 | < 二 Mo(b 一 有 2 二 襄 x2(2 一 0) 


这 大 概 是 0.053 333.… 这 比 使 用 10 个 条 纹 的 误差 要 小 很 多 , 尽管 我 们 只 使 用 了 5 个 
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梯形 ! 由 于 我 们 之 前 的 估算 大 约 是 0.881 131, 我 们 证 明了 


2 
| ec- dz 2 0.881131 
0 


这 个 近似 可 精确 到 土 0.053 333. (这 当然 和 我 们 在 B.3 节 结 尾部 分 的 观察 是 一 致 的 ， 
其 中 , 近似 到 小 数 点 后 六 位 的 正确 值 实际 上 是 0.882 081. ) 

最 后 , 我 们 使 用 辛普森 法 则 来 估算 误差 . 在 B.3 节 , 我 们 使 用 了 n = 8 时 的 辛 
普 森 法 则 来 证 明 


2 
ez dz ~ 0.882 066. 
0 


我 们 需要 求 Ma, 它 是 | (xz)| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 . 这 可 能 非常 繁杂 , 因为 1 人 9 (7x)= 

4(4z4 一 12x2? 十 3)e-*”. 我 们 来 分 别 求 这 三 个 因子 的 最 大 值 , 以 代替 求 整个 式 子 的 

最 大 值 . 对 于 4 没有 任何 问题 , e-” 是 正 的 且 在 x = 0 上 达到 最 大 (其 最 大 值 为 1); 

因此 , 我 们 只 需要 求 出 |4x4 一 12z? + 3| 在 [0, 2] 上 的 最 大 值 点 . 我 们 有 
(de 一 12z2 十 3) = 16x3 一 24z = 8z(272 — 3)， 

因此 , 要 找 的 最 大 值 点 只 能 出 现在 临界 点 xz = 0 和 z= V3/2, 或 男 一 个 端点 z= 2 

上 . 将 这 些 数 代 入 , 我 们 可 以 求 出 最 大 值 19 出 现在 x = 2, 这 意味 着 在 [0, 2] 上 有 


|4z4 一 12z2 十 3| < 19. 


综 上 所 述 , 我 们 可 以 说 
MAA<4x19x1=76. 


(实际 上 Ma = 12, 但 是 你 需要 看 看 f 的 五 阶 导 , 这 就 够 了 !) 现在 , 终于 可 以 使 用 我 
们 的 公式 了 (h = (2 一 0)/8=1/4): 


A 二 站 1 
| 使 用 n= 8 的 辛普森 法 则 的 误差 | < j8 Ma(b 一 a) 


1 IN\4 19 
人 (3) 一 5760: 
这 大 约 是 0.003 299, 它 比 我 们 之 前 计算 的 那 两 个 误差 更 小 一 些 . 
B.4.2 ”误差 项 不 等 式 的 证 阴 


证 明 B.4 节 三 个 误差 不 等 式 的 后 两 个 , 有 点 超出 本 书 的 范围 , 但 是 第 一 个 并 不 
难 证 明 : 


| 使 用 n 个 均匀 划分 条 纹 宽度 为 h 的 误差 | < 30 刘 


B.4 近似 的 误差 639 


其 中 , Mi 是 f(x) 在 [a, 中 上 的 最 大 值 . 假设 我 
们 使 用 左 端点 来 做 估算 . 我 们 就 来 看 看 其 中 的 一 
条 吧 . 如 果 它 的 底 是 区 间 [gq,，g 十 用 (对 于 某 个 q)， 
那么 它 看 起 来 就 如 图 B-8 所 示 . 

近似 矩形 的 高 度 是 f(g) 且 宽 度 为 h 个 单 
位 , 因此 , 近似 的 面积 是 hf (q) 平方 单位 . 一 般 
地 , 这 个 近似 的 结果 会 有 多 糟 呢 ? 这 完全 取决 于 
f 的 图 像 和 常数 直线 y = f (q) 的 偏离 程度 . 图 图 B-8 
B-9 就 是 两 种 最 坏 的 情况 . 


图 B-9 
第 一 个 图 像 显示 了 一 条 始 于 (g,，f (gq)) 且 斜 率 为 Mi 的 线段 , 而 第 二 个 图 像 显 


示 了 一 条 始 于 同一 点 且 斜 率 为 _M 的 线段 . 事实 上 , 该 函数 一 定 被 夹 在 这 两 个 极 

值 之 间 . 的 确 , 第 一 条 直线 的 方程 为 了 二 f(g) + Mi (zg). 如 果 f(z) 高 过 这 条 线 

(对 于 在 区 间 [gg 十 咯 内 的 z), 那么 我 们 有 
Pe de 


Z 一 4 

根据 中 值 定理 ( 见 11.3 节 ), 对 于 在 [g, z] 上 的 某 个 c, 左边 部 分 等 于 (co), 故 
扩 (c) > MI 这 是 不 可 能 的 , 因为 Mi 是 | 户 (z)| 在 [a, 四 上 的 最 大 值 . 类 似 的 论证 
显示 了 y= 了 (zx) 总 是 位 于 那 条 向 下 倾 的 线 的 上 方 . 

现在 , 我 们 可 以 来 看 看 误差 了 . 在 第 一 种 最 坏 的 情况 中 , 真正 的 区 域 包括 该 条 
纹 及 一 个 边 长 为 h 与 Mih 个 单位 的 三 角形 ; 在 第 二 种 最 坏 的 情况 中 , 实际 上 从 该 
条 纹 中 去 除了 一 个 同样 的 三 角形 . 不 管 在 哪 一 种 情况 中 , 可 能 会 偏离 的 面积 是 这 个 
三 角形 的 面积 , 即 3 了 Mih? 平方 单位 . 剩 下 要 做 的 就 是 , 用 这 个 误差 和 条 纹 的 个 数 n 
相 乘 , 会 看 到 我 们 的 近似 不 可 能 再 比 Mih2n 更 粮 了 . 事实 上 , 我 们 可 以 拿 掉 h 的 
某 个 因子 , 并 使 用 等 式 nh = (5 一 a) 将 上 述 表 达 式 写作 3Mi (b 一 Qa)h. 这 就 是 我 们 
想 要 的 了 ! 有 时 我 们 不 是 必须 选择 左 端点 的 , 其 他 情形 就 请 你 来 重复 上 述 的 证 明 . 
(事实 上 , 如 果 你 使 用 中 点 , 可 以 证 明 误差 实际 上 仅仅 是 了 Mi (5 一 a)h. ) 


> Mi. 


及 实数 集合 

[a,0] 从 a 到 5b 的 闭 区 间 

(a,b) 从 a 到 5 的 开 区 间 

(a,b] 从 a 到 5b 的 半 开 区 间 

A\B 在 4 中 但 不 在 B 中 的 数 

f(x) 以 xz 为 变量 的 函数 

人 函数 『 的 反 函 数 

fog 函数 f 和 g 的 复合 函数 

二 次 函数 判别 式 

|z| 2 的 绝对 值 

sin, cos, tan 基本 三 角 函 数 (正弦 、 余 弦 、 正 切 ) 

sec, csc, cot 基本 三 角 函 数 的 倒数 ( 正 制 、 余 割 、 余 切 ) 

sin 1!,cos ,tan 反 三 角 函 数 (反正 弦 、 反 余弦 、 反 正切 ) 

sec 1,csc 1!,cot™! 反 三 角 函 数 的 倒数 (反正 割 、 反 余 割 、 反 余 切 ) 

sinh, cosh, tanh 基本 的 双 曲 函数 ( 双 曲 正弦 、 双 曲 余 弦 、 双 曲 正切 ) 

sech, cosh, coth 基本 双 曲 函数 的 倒 ( 双 曲 正 割 、 双 曲 余 制 、 双 曲 余 切 ) 

sinh™ ,cosh-!, tanh-! 基本 双 曲 函数 的 反 三 角 函 数 ( 反 双 曲 正弦 、 
反 双 曲 余弦 、 反 双 曲 正切 ) 

sech™!1,csch™!,coth-! 基本 双 曲 函数 的 反 三 角 函 数 的 倒数 ( 反 双 曲 正 割 、 
反 双 曲 余 割 、 反 双 曲 余 切 ) 

ln(z),log。(z) 2 的 自然 对 数 

lim 当 z 趋 于 a 时 的 双方 向 极限 

lim, 当 xz 趋 于 a 时 的 右 极 限 

Im 当 zx 趋 于 a 时 的 左 极限 

DNE 极限 不 存在 

0/0,co/co,0 x co 不 定式 

09, 1se ,co0 不 定式 

LH 等 于 , 使 用 洛 必 达 法 则 

~ 渐 近 函数 或 数列 

入 约 等 于 

Az 变量 x 所 发 生 的 变化 


f" (7) 函数 f 关于 2z 的 导数 


符号 列表 
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f° (7), f° (7) 


f(z) 
dy d 
dy a 
dz2 ”dzZ2 


ZU)Q 


(y) 


9 
14B 
A4BC 


函数 f 关于 xz 的 二 次 导数 
函数 f 关于 x 的 n 次 导数 
y 关于 x 的 导数 


y 关于 z 的 二 次 导数 

位 移 , 速度 , 加 速度 
重力 加 速度 
线段 AB 的 长 度 

以 A、B、C 为 项 点 的 三 角 
自然 对 数 的 底 
放射 性 物质 的 半衰期 
不 连续 (使 用 在 符号 表格 里 ) 
线性 化 

函数 了 的 微分 


ROSY 


从 了 =a 到 5 的 和 
FP(b) — F(a) 


函数 f 关于 z 的 定 积 分 


函数 f 关于 z 的 不 定 积分 ( 反 导 数 ) 
函数 的 平均 值 
积分 数 n (递归 公式 ) 

数列 ai, az,as …: 


无 穷 级 数 ai 二 az 十 as 十 …. 

n 的 阶乘 (1 x2x3x.…x(n—-1)xn) 
NN 阶 泰勒 多 项 式 

n 阶 余 项 

极 坐 标 


笛 卡 儿 形 式 的 复数 
极 坐 标 形式 的 复数 
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以 > 为 指数 的 复数 
z 的 实 部 
2 的 虚 部 
2 的 复 共 辆 
2 的 模 

2 的 辐 角 
齐 次 解 (微分 方程 ) 
特 解 (微分 方程 ) 


0 附近 的 对 数 函 数 , 430 


0 附近 的 多 项 式 和 多 项 式 型 函数 , 426 


0 附近 的 三 角 函 数 , 427 
0 附近 的 指数 函数 , 429 


co 及 一 00 处 的 极限 , 608 


co 附近 的 对 数 , 422 


co 和 一 00 附近 的 常见 函数 , 414 


ASTC 方法 , 25 

cos (x), 190 

cos™! (zx), 190 

coth (x), 179 

cot, 381 

csc, 382 

cot(z), 172 

csc(7x), 22 

IVP, 593 

NN 阶 泰勒 多 项 式 , 474 
NN 阶 误差 项 , 476, 487 
N 阶 余 项 , 476, 487 
p 判别 法 (级 数 ), 444 
p 判别 法 (积分 ), 405 
sec 的 反 函 数 , 390 
sec 的 震 , 379 

sin 或 cos 的 震 , 376 
tan 的 需 , 378 

XZ” 系数, 16 

A 

阿 基 米 德 螺 旋 线 , 534 


B 


语 


费力 气 , 402 
半 开 区 间 , 3 
半衰期 , 176 


引 


包 络 线 , 43 
被 积 函数 , 294 
比较 判别 法 , 400, 443 


比 式 判 别 法 , 447, 457 
站 区 间 , 3, 71 
变化 率 , 139 

变量 是 积分 下 限 , 332 
表面 积 , 576 

不 定 积分 ， 329 

不 定式 , 48 

不 可 导 , 77 


不 连续 点 , 64 
不 在 0 或 co, 432 
部 分 分 式 , 361 

部 分 和 , 438 


OQ 


参考 角 , 25 

参数 , 523, 577 
参数 版 , 572 

参数 方程 , 523 

参数 方程 的 导数 , 525 
参数 化 , 524, 573 
拆 分 积分 , 410 
常数 倍 , 65 

常数 倍 的 导数 ,88 
常 系数 微分 方程 , 585 
乘积 法 则 , 84 
乘积 法 则 的 证 明 , 619 
冲突 , 592 


比较 判别 法 的 发 散 情形 , 413 
比较 判别 法 的 收敛 情形 , 413 
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垂直 渐 近 线 ，19,， 224 
次 数 , 55 
D 


大 数 , 40 

带 有 绝对 值 的 函数 , 19 
代数 和 面积 , 294 
单位 圆 , 24 

导 函 数 , 77 

导数 , 63, 181 

导数 伪装 成 极限 , 335 
等 比 数列 , 436 

笛 卡 儿 形 式 ，542 


笛 卡 儿 坐 标 ，534 

笛 卡 儿 坐 标 系 , 528 

底 , 122 

底数 , 148 

第 n 项 判别 法 , 442, 457 
点 斜 式 , 76 

定 积分 , 293 

定 积分 的 定义 , 297 
定义 域 , 1, 3 

对 数 , 4, 150, 159 
对 数 的 导数 , 158 

对 数 法 则 , 148, 151 

对 数 函 数 , 1, 18, 19, 148 
对 数 和 指数 的 关系 , 148 
多 项 式 , 16 

多 项 式 的 次 数 , 55 

多 项 式 的 系数 , 16 
多 项 式 型 函数 , 56 


E 
二 次 导数 , 202 
二 次 函数 , 17 


二 次 近似 , 473 
二 阶 导 , 63, 80 


笛 卡 儿 形式 和 极 坐 标 形式 互 换 , 543 


二 阶 导 数 , 80, 528 
二 阶 修正 项 , 474 
二 项 定理 , 491 


散 ， 
常 积分 , 393, 395 
函 
函 


435 


数 , 1, 181 
数 的 导数 , 181 
角 函 数 , 181 


余 


函数 , 181, 199 


余 割 函数 , 195 
团 函 数 , 195 


肥 余弦 , 190 
反正 割 ,194 

有 反正 切 , 192 
非 负 的 , 1 

非 负数 ,2 
非 齐 次 方程 , 588 


分 部 ， 


分 部 积分 


362 
法 , 356 


分 段 函 数 的 导数 , 624 


辐 角 ， 
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复合 函数 , 10 
复合 函数 的 导数 , 91 


复 利 ， 


153 


复 平 对 


, 541 


540 


复 指 数 函 数 , 540 
负 函 数值 , 411 


G 


高 估 ， 
局 


5 ，492 
高 阶 导 , 63 
根 式 关 


1 别 法 , 449, 461 


共 恩 表达 式 ，50, 101 
共 恩 复数 ,539 


估算 ， 


629 
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估算 积分 , 313 

拐点 , 214 

关于 三 角 函 数 的 寡 的 积分 , 376 
关于 三 角 换 元 法 的 积分 , 384 
光滑 性 , 63 


H 

函数 , 1, 150 
弧 长 , 571, 574 
弧度 , 21 

换 底 法 则 , 168 
换 元 法 , 347 
J 


积分 的 中 值 定理 , 317 
积分 端点 , 294 

积分 极限 , 294 

积分 技巧 综述 , 391 

积分 判别 法 , 450, 452, 462 
积分 上 下 限 都 为 函数 , 334 
积分 上 限 是 一 个 函数 , 332 
积分 因子 , 582 

极限 比较 判别 法 , 402, 444 
极限 的 乘积 , 603 
极限 的 和 与 差 , 602 

极限 的 商 , 604 

极 值 点 , 202 

极 值 定理 , 203 

极 值 定理 的 证 明 , 621 

极 坐 标 , 528, 573 

极 坐 标 与 笛 卡 儿 华 标 互 换 , 529 
级 数 的 收敛 与 发 散 , 438 
级 数 发 散 , 456 

级 数 和 反常 积分 , 443 
几何 级 数 , 440 

夹 允 定理 , 43 

加 速度 , 72, 99 

简 谐 运动 , 111, 128 


减 函 数 , 212 

渐进 , 444 

渐 近 线 , 18, 403 
交错 级 数 判 别 法 , 453 
截 距 , 224 

解 z == w, 545 

解 e* 二 w, 550 

解 二 阶 齐 次 方程 , 586 
解 一 阶 齐 次 方程 , 586 
介 值 定理 的 证 明 , 613 
近似 值 , 472, 629 
镜面 对 称 性 , 12 

部 极 值 , 202 
部 最 大 值 , 203 
E 离 , 19 
色 对 收敛 , 446 

色 对 收 敛 判别 法 ,407, 445 
色 对 值 , 1 
色 

色 


al al 


对 
对 值 函数 , 19 
对 最 大 值 , 203 


DSS S| 


六 


沁 


区 间 , 3 

法 , 558 

[ 导 , 77, 181 

[ 导 函 数 , 63 

[ 导 函 数 必 连续 , 83 

[ 导 性 , 63, 82 

分 离 变量 的 一 阶 微分 方程 , 579 


起 


区 
函 


可 到 到 到 到 9 


tb 


贝 格 积分 , 320 

和 , 298 
麦克 劳 林 级 数 求 极 限 , 519 
连续 的 , 65 

连续 函数 , 63, 289 

连续 函数 的 复合 , 612 


尝 凋 赤 


涅 并 


续 性 , 63, 82 

续 性 和 可 导 性 , 63 

链 式 求 导 法 则 , 84 

链 式 求 导 法 则 的 证 明 , 620 
两 个 立方 差 , 48 
曲线 间 的 区 域 , 562 
两 条 曲线 之 间 的 面积 , 308 
临界 点 , 203 

罗 尔 定理 , 202 

罗 尔 定理 的 证 明 , 622 
洛 必 达 法 则 , 116, 263, 436 
洛 必 达 法 则 的 证 明 , 625 


M 


麦克 劳 琳 级 数 , 116, 481, 488 
没有 瑕 点 会 , 411 

窜 级 数 , 478, 479, 554 
震级 数 的 收敛 性 , 502 
震级 数 的 中 心 , 480 

窜 指 数 , 16 

模 , 543 

模 - 辐 角 式 , 543 

模 写 , 539 


N 

牛顿 法 , 258 
O 

欧 拉 , 541 


欧 拉 等 式 , 554 
偶 函 数 , 12, 14 


卫 


判别 法 , 414 

判别 式 , 17 

配方 , 17, 388 

平均 速度 , 63, 73, 316 
F 均 速率 , 72 


连 
连 


中 


破裂 点 , 394 


Q 


奇 函 数 , 12, 13 

齐 次 方程 , 586 

齐 次 解 , 589 

切片 法 , 558 

切线 , 63, 75 

求 非 代 数 和 面积 , 306 

求 极 坐标 曲线 的 切线 , 534 
求 极 坐标 曲线 围 成 的 面积 , 535 
区 域 上 的 连续 性 , 63 

葡 域 在 曲线 和 y 轴 , 561 
曲线 与 y 轴 所 围 成 的 面积 , 310 
取 黎 曼 上 和 法 , 319 

取 和 歼 曼 下 和 法 , 319 

局 极 值 , 202 

局 最 大 值 , 203, 204 

全 局 最 小 值 , 204 


绕 平行 于 坐标 轴 的 轴 旋 转 ，565 


(09) 


函数 , 19, 21, 111 
恒等式 , 21 

换 元 法 , 388 
级 数 , 552 

阶 导 , 81 

三 明治 定理 , 43, 606 
商法 则 ,84 
商法 则 的 证 明 , 620 

上 域 , 1, 4 

申 缩 级 数 , 281 

申 缩 求 和 法 , 280 

史 用 导数 证 明 反 函数 存在 , 181 
使 用 条 纹 估算 积分 , 629 

改 敛 , 43, 435 

改 敛 半径 ，502 


I 
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首 项 系数 , 17 

输出 , 1 

输入 , 1 

数列 , 609 

数列 的 收敛 和 发 散 , 434 

衰变 常数 , 176 

双 曲 函数 , 148, 178 
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